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durch  230  Erklärungen  und  26  in  den  Text  gedruckte  Figuren.    Preis:  M.  8.  — . 

Lehrbuch  der  Goniometrie  (Winkelmessungslehre)    mit  307  Erklärungen  und  52  in  den 

Text  gedruckten  Figuren  nebst  einer  Sammlung  von  513  gelösten  und  ungelösten  analogen 
Aufgaben.    Preis:  M.  7.  — . 

Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie.  Eine  Sammlung  von  1049  gelösten,  oder  mit  Andeu- 
tungen versehenen,  trigonometr.  Aufgaben  und  178  gelösten)  oder  mit  Andeutungen  ver- 
sehenen trigonom.  Aufgaben  aus  der  angewandten  Mathematik.  Mit  797  Erkl.,  563  in  den 
Text  gedruckten  Figuren  und  65  Anmerkungen  nebst  einem  ausführlichen  Formelnverzeichnis 
von  über  500  Formeln.    Preis:  M.  18.  — 

Lehrbuch  der  Statik  fester  Kürper  (GeOStatik)  mit  291  Erkl.  und  380  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren  und  einem  ausführlichen  Formelnverzeichnis  nebst  einer  Sammlung  von 
359  gelösten  und  ungelösten  analogen  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von 
Richard  Klimpert,  Physiker  und  Seminarlehrer  in  Bremen.    Preis :  M.  9.  — . 

Lehrbuch  des  Magnetismus  und  des  Erdmagnetismus   nebst  einer  Sammlung  von  gelösten 

und  ungelösten  Aufgaben  erläutert  durch  189  in  den  Text  gedruckte  Figuren  und  10  Karten. 
Preis:  M.  6.  — . 

Lehrbuch  der  Reibungselektridttit  (Frlktione-BIektrioität,  statischen  oder  ruhenden 
Elektridtät)  erläutert  durch  860  Erklärungen  und  273  in  den  Text  gedruckte  Figuren, 
nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben.    Preis:  M.  7.  — . 

Lehrbuch  der  Kontaktelektricität  (Galvanlsmus)  nebst  einer  Sammlung  von  gelösten  und  un- 
gelösten Aufgaben.  Mit  zahlreichen  Figuren  und  einem  Formeinverzeichnis.  Nach  System 
Kleyer  bearbeitet  von  Ihr.  Oscar  May,  Elektrotechniker,  Frankfurt  a.  M.   Preis:  M.  8.  — . 

Lehrbuch  der  Elektrodynamik  (Erster  Teil)  mit  lOÖ  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  Oscar  May*    Preis:  M.  3.  ~. 

Demnächst  kommen  folgende  Bände  zur  Ausgabe  : 
Lehrbuch   der   anorganischen   Experimental- Chemie.    Erster  Teil:  MetaUoide. 

Bearbeitet  in  besonderer  Rücksicht  des  praktischen  Bedürfnisses  nach  System  Kleyer 
von  Wilhelm  Steffen ^  Chemiker,  Homburg  v.  d.  Höhe.  Mit  ca.  260  in  den  Text  ge- 
druckten  Holzschnitten. 

Lehrbuch  der  Planimetrie.     Erstes  Buch.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von 

Friedrieh  Klein. 

Lehrbuch  der  Gleichungen  des  1.  Grades  mit  mehreren  Unbekannten.    Bearbeitet  nach 

System  Kleyer  von  Otto  Prange. 
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Vorwort. 


Das  vorliegende  Lehrbuch  der  Statik  fester  Köi^per  bildet  einen  für  sich  abge- 
schlossenen Band  von  Kleyers  mathematisch-technisch-naturwissenschaft- 
licher  Encyklopädie  und  umfasst  zunächst  die  Lehre  vom  Gleichgewichtszustand 
äusserer,  auf  einen  materiellen  Punkt  einwirkender  Kräfte  und  in  zweiter  Reihe 
die  Bedingungen,  unter  denen  die  auf  die  sog.  einfachen  Maschinen  einwirkenden 
Kräfte  im  Gleichgewicht  sind,  während  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  der  zwischen 
den  kleinsten  Teilchen  eines  und  desselben  Körpers  wirksamen  sog.  Kohäsions- 
kräfte  in  einem  besonderen  Band  dieser  Encyklopädie  ihre  Erledigung  findet. 

Dem  Zweck  des  ganzen  Werkes  entsprechend  ist  das  im  vorliegenden  Band 
gebotene  Material  in  scharf  getrennten,  logisch  aufeinander  folgenden  Abschnitten 
vorgeführt,  und  zwar  ist  die  Form  der  Frage  und  Antwort  gewählt,  indem  sich 
erwarten  lässt,  dass  durch  diese  Form  eine  Ermüdung  beim  Studium,  wie  sie  so 
häufig  bei  der  Benützung  der  in  gewöhnlicher  Vortragsweise  gehaltenen  Lehr- 
bücher eintritt,  vermieden,  und  die  Wissbegierde  des  Lernenden  stets  wach  er- 
halten wird.  Im  übrigen  ist  es  mein  Bestreben  gewesen,  alle  in  dem  vor- 
liegenden Band  enthaltenen  Lehren  in  möglichst  leicht  verständlicher  Sprache  so 
zu  bieten,  dass  nur  ein  geringes  Mass  von  Vorkenntnissen  zum  Verständnis  des 
Gebotenen  nötig  ist,  und  dass  jeder,  der  einige  Uebung  in  Arithmetik  und 
Algebra  besitzt,  und  mit  den  Elementen  der  Geometrie  betraut  ist,  das  Buch  mit 
Erfolg  benützen  wird. 

Wer  darauf  angewiesen  ist,  sein  eigener  Lehrer  aus  Büchern  zu  werden, 
der  wird  manches  Lehrbuch  der  Mechanik  unbefriedigt  aus  der  Hand  legen,  weil 
die  in  demselben  enthaltenen  mathematischen  Formeln,  welche  die  physikalischen 
Gesetze  auf  übersichtliche  Weise  darzustellen  bestimmt  sind  und  sich  dem  Ge- 
dächtnis leichter  einprägen  als  ein  in  langatmige  Worte  gefasstes  Gesetz,  nicht 
immer  entwickelt  sind,  wie  dies  nach  meiner  Erfahrung  ganz  besonders  gilt  von 
den  Gesetzen  über  die  Lage  des  Schwerpunkts  bei  Linien,  Flächen  und  Körpern. 
Die  Gesetze  und  Formeln,  welche  bestimmen,  wo  in  den  einzelnen  Fällen  der 
Schwerpunkt  liegt,  fehlen  in  keinem  Buch,  wo  aber  diese  Gesetze  und  Formeln 
herkommen,  das  ist  noch  lange  nicht  in  jedem  Buch  gesagt  und  bleibt  somit  für 
den  Anfänger  und  Autodidakten  ein  Geheimnis.  Er  muss  in  solchem  Fall  die 
gegebenen  Formeln  auf  „Treu  und  Glauben"  hinnehmen,  ohne  prüfen  zu  können. 


YI  Vorwort. 

ob  dieselben  überall  korrekt  sind  und  ob  dieselben  nicht  auch  eine  andere 
mathematische  Aus^lrucksweise  als  die  gegebene  zulassen,  die  dasselbe  enthält. 
Man  schafft  in  solchem  Fall  ein  Gedächtniswerk,  welches  in  der  Seele  des 
Lernenden  unverarbeitet  bleibt  und  ihn  nicht  befähigt,  sich  später  selbst  zu 
helfen.  Ueberdies  kann  unmöglich  gefordert  werden,  dass  ein  Nichtfachmann 
alle  die  in  der  Physik  vorkommenden  mathematischen  Formeln  in  seinem  Ge- 
dächtnis aufspeichert,  die  selbst  der  in  diesen)  Gebiet  Geübte  nicht  alle  auf  die 
Dauer  behält ;  aber  es  kann  erreicht  werden,  dass  der  Lernende  zu  einem  solchen 
Beherrschen  des  vorliegenden  Stoffes  gebracht  wird,  dass  er,  wenn  eine  zu  lösende 
Aufgabe  an  ihn  herantritt,  auch  einmal  selbständig  die  zur  Lösung  notwendige 
Formel  zu  entwickeln  im  stände  ist,  dass  er  den  rechten  Weg  einzuschlagen 
weiss,  auf  welchem  er  zu  dem  gewünschten  Ziel  gelangt.  Um  solches  zu  er- 
reichen, sind  im  folgenden  die  notwendigen  Formeln  nicht  allein  gegeben,  son- 
dern sie  sind  entwickelt,  selbst  in  den  Fällen,  wo  eine  solche  Entwickelung 
die  Kenntnis  der  verschiedensten  Regeln  über  Transformationen  von  Gleichungen 
bedingt,  welche  dem  Ungeübten  vielleicht  fremd  sind.  Doch  auch  in  solchem 
Fall  ist  Bat  geschafft,  indem  alle  zur  Anwendung  kommenden  Regeln,  Formeln, 
Gesetze  etc.,  gleichwie  auch  die  vorkommenden  technischen  Ausdrücke  und  Fremd- 
wörter, als  auch  die  in  andere  Gebiete  der  Physik  eingreifenden  Begriffe,  welche 
zum  vollen  Verständnis  der  Lehren  der  Statik  nötig  sind,  stets  an  geeigneter 
Stelle  durch  kurze,  aber  vollständige  Erklärungen  ihre  Erledigung  finden.  Dabei 
ist  überall  die  Grenze  des  Elementaren  eingehalten  und  alles  fortgelassen,  was 
sich  nur  mit  Hilfe  der  höheren  Mathematik  entwickeln  lässt. 

Die  gelösten  Aufgaben  zeigen  ausführlich,  wie  die  vorher  gegebenen  Formeln 
und  Gesetze  zur  praktischen  Anwendung  kommen  und  sind  das  beste  Mittel 
dafür,  dass  die  Formeln  und  Gesetze  in  Fleisch  und  Blut  übergehen,  dass  sie 
so  geläufig  werden  wie  das  „Einmaleins"  und  ein  richtiges  und  sicheres  Lösen 
der  analogen  ungelösten  Aufgaben  nicht  ausbleiben  kann,  vorausgesetzt,  dass  der 
Lernende  die  Mühe  nicht  scheut  und  den  Gang  der  gegebenen  Lösungen  Schritt 
für  Schritt  verfolgt. 

Es  ist  nirgends  versäumt,  durch  geeignete  Zeichnungen  das  Verständnis  zu 
fördern,  und  die  grosse  Zahl  und  gute  Ausführung  derselben  ist  ein  Beweis  da- 
für, dass  neben  dem  Verfasser  auch  der  Verleger  ernstlich  bestrebt  gewesen  ist, 
etwas  Gutes  zu  schaffen. 


Bremen,  den  1.  September  1887. 


Riehard  Klimpert. 
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S«ite  10.  Zeile  25  von  unten  lies  „»  =  2933Vs  ^«"  »^a**  »«  =  1233Vs  kg" 

y,    19.  Setze  in  Fig.  18  den  Buchstaben  c  an  die  rechte  Ecke  des  Parallelogramms  £C. 

„    27.  Zeile  9  von  oben  lies  „Diagonale  AD'  statt  „Diagonale  AB." 

„     29.  Zeile  17  von  oben  lies  „ist  gleich  gross''  statt  „ist  gleich. << 

Zeile  ^4„„„„»  „  nifj? 

„     38.  Zeile  20  von  unten  lies  „Gleichungen  1  und  3'  anstatt  „1  und  2." 

„    34.  Zeile  2  von  unten  (links)  lies  „Erkl.  26''  anstatt  ,£rkl.  24.« 

„    46.  Zeile  14  von  oben  (rechts)  lies  „Resultante  r^*^  anstatt  ^^Besultante  r,^ 

„     81.  Zeüe  3  von  unten  (rechts)  lies  „P**  statt  „P^* 

„    83.     Unterste  Zeile  (rechts)  lies  „^^^«  statt  „  ^  Lf  ^  " 

ii  MX 

„     84.     Zeile  6  von  oben  (rechts)  lies  „ac :  oft  =  50: 130 

,  —  85.50  ,  —  onr,  . 

oder  ac  =  ~y^ö —  ^       ac  =  32,7  cm** 

„  100.  Zeile  17  von  unten  (rechts)  lies  n^zih—liV  statt  „Pa(ij?i)** 
„  131.  Zeile  2  von  unten  (links)  lies  „P  und  P.''  statt  „P,  und  P»'' 
r    137.   Zeile  7    „       „      (rechts)  „    „mR'<  statt  „mR/ 

„     174.  In  Fig.  136  muss  der  Angriffspunkt  der  Kraft  P  mit  A  bezeichnet  werden. 
„    246.  In  Fig.  204  ist  der  Mittelpunkt  der  Halbkugel  mit  0  zu  bezeichnen. 
„    269.   Erkl.  196  letzte  Zeile  lies  sübertr&gt''  statt  „übertragen.'' 
„    272.   Zeile  21  von  unten  lies  „(Fig.  218)"  statt  „(Fig.  219)." 
„    275.   Die  drei  Gleichungen  müssen  lauten:    „V  .bc  :  p,ac 

und  wenn  "Pip  =:  acibc 

so  folgt      P .  6c  =  |> .  ac  " 
„    276.  Zeile  20  von  unten  lies  „Verlängert  man  diesen  Hebel  bis  e"  statt  „c". 
„    298.   Zeile  5    von  unten  lies  „S^"  statt  „S". 
„    299.  Zeile  13  von  unten  lies  „Schwerpunkte"  statt  „Stützpunkte". 
„     314.   In  Fig.  271  ist  „J''  statt  „cTi"  zu  setzen. 

„    369.   Zeile  21  von  oben  lies  „r  =  — p^r-"  statt  „r  =  — r-=-** 
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Vollständig  gelöste  t^vti'/? 
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Krklilrnngen  Aber:  Rahe,   Bewegung,  Krftft,   Gleichgewicht  und  Zerlegung  der  in  gerader  Linie  auf  eiupn  g 

Punkt  Wirkeoden   Kräfte;  —  gelöste  und  ungelöste  Aufgaben   hierüber.   —    Das    Parallelogramm   der  || 

Kräfte,  bezw.  /usaniin«nsetKting  und  Zerlegung  sweier  unter  einem    belieliigen  Winkel   auf  einen    Punkt  js. 

wirkenden  Kräfte.  £ 
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Stuttgart  1882. 

Verlag  von  Julius  Maier. 


Ij  ■»■  Dies6  Aufgabensammlung  erscheint  fortlaufend,  monatlich  3—4  Hefte,  ■■-i 

I  Die  einzelnen  Hauptkapitel  sind  mit  eigener  Paginierung  versehen ,  so  dass  jedes  derselben  einen  Band  bilden  wird. 
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Gesetzlich  ir^chützt  gregren  Naohdroek  oder  Naehahmnngr  dieses  Systems. 

Uebersetsangen  in  fremde  Spraehen  yorbehalten. 
Das  auf  dar  Rücksaitfl  abfledruckte  Inhalts-Verzaichnits  der  nächsten  Hefte    wird   oeffällioer 


Preisgekrönt  in  Frankifurt  a.  M.  1881 


PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich 
in  3 — 4  Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Samm- 
lung der  wichtigsten  und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesammtgebiete 
der  Mathematik,  Physik,  Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des 
Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Brücken-  und  Hochbaues,  des  konstrnk- 
tiyen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUständig  gelöster  Form,  mit  yielen 
Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwicklung  der  benutzten  Sätze, 
Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung  Jeder- 
mann verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte 
erschienen  ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesammtheit  ergänzen  und  alsdann 
auch  alle  Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen 
selbstständigen  Kapiteln  angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben, 
welche  der  eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Auf- 
gaben) des  Studierenden  überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern 
für  den  Schulunterricht  benutzt  werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden 
später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des  Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse 
eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandtheil  des  mathematisch- 
naturwissenschaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen :  Realschulen  1 . 
und  II.  Ord.,  gleichberechtigten  höheren  Bürgerschulen,  Privatschulen, 
Gymnasien,  Realgymnasien,  Progymnasien,  Schullehrer-Seminaren,  Poly- 
techniken, Techniken,  Baugewerkschulen,  Gewerbeschulen,  Handelsschulen, 
tech.  Yorbereitungsschuien  aller  Arten,  gewerbl.  Fortbildungsschulen, 
Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftsschnlen,  Hilitär- 
schulen,  Yorbereitungs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  ffir  das  Einjährig- 
Freiwillige  und  Offlzlers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  techni- 
schen und  naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für 
Schritt  gelöste,  Aufgabensammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule 
erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc.  erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der 
Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  derjenigen  Aufgaben  gezeigt, 
welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch  die  über- 
aus grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für 
den  Schul-Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen 
Teiles  der  mathematischen  Disciplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in 
den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  erübrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem 
Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  vollständige  Anleitung  in  die  Hände 
gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  gehabten  Regeln,  For- 
meln, Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe  und 
Terständniss  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller 
Art,  Militärs  etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen 
und  vielleicht  vergessenen  mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch 
ihre  praktischen  in  allen  Berufszweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem 


Mechanik. 

Statik,  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht 

fes^ter  Körper. 

(Geostatik.) 

Vorbemerkangen. 

Erklärung  1.    Ein  Körper  ist  nach 

der  alltäglichen  Anschauung  in  Ruhe  oder  Beispiel  1.   Ein  jedes  Haus  befindet  sich 

in  Bewegung,  je  nachdem  er  seine  Lage  angenscheinlich  in  Ruhe.   Diese  Ruhe  ist  keine 

zu   den  ihn  umgebenden  Körpern   (Ge-  absolute  (wirkliche),  sondern  eine  relative,  da 

genständen)   unverändert    beibehält  "^  ""%  '''  Beziehung  zu  anderen  Gegenständen 

A       A-      ^L     s.     A       4,  —  *•  B-  za  uns  selbst  —  stattfindet ;  in  Wirk- 

Oder  dieselbe  ändert.  lichkeit  aber  das  Hans  die  Bewegung  der  Erde 

Streng  genommen   ist  diese  hier-  um  ihre  Achse  und  um  die  Sonne  mitmacht, 

mit  definierte  Ruhe  keine  absolute  (wirk-  obgleich  diese  Bewegung   direkt  nicht  wahr- 

liche),    sondern   nur  eine  relative  (auf  genommen  wird. 
andere  Körper  bezogene),  da  alle  Welt- 
körper unter  welche  auch  die  Erde  ge-        Beispiel  2.     Das   Wasser   eines  Stromes 

hört  in  steter  Bewegung  (Revolution  —  fliesst.    Diese  Bewegung  des  Wassers  findet 

siehe   die  Astronomie)   sind,    vergleiche  nur  in  Beziehung  zu  anderen  Gegenständen, - 

n  •     •  1   1  ^  ^  ^  z.  B.  zu  den  scheinbar  in  Ruhe  sich  benn- 

r>eispiei  l.  denden  ufern  des  Stromes,  welche  aber  die 

Aus    demselben   Grunde   ist  eine   be-  Bewegung  der  Erde  mitmachen,  —  statt;  mithin 

ob  achtete  Bewegung  eines  Körpers  nur  ist  diese  Bewegung  nur  eine  relative. 

eine  relative ,   da  sie  in  Beziehung  zu      .^^Sf  .*»»"'"*•  Bewegung  gibt  es  nicht,  weil 

j  TT- '  X  xi./»   j  X  1-1.     es  im  Universum  keinen  absolut  festen  Standpunkt 

anderen  Körpern  stattfindet,  vergleiche  gibt,  von  welchem  aus  man  eine  Bewegung 

Beispiel  2.  beobachten  könnte. 


Erklärung  2.  Die  Bewegung  eines 
Körpers  kann  eine  verschiedenartige 
sein,  indem  es  bei  derselben  auf  den 
zurückgelegten  Weg  und  auf  die 
hierzu  verwendete  Zeit  ankommt. 

In  Bezug  auf  den  Weg  unterscheidet 
man  gerade  und  krummlinige  Bewegung; 
in  Bezug  auf  die  Zeit  hat  man  zu  be- 
achten, ob  in  gleich  grossen  Zeit- 
abschnitten gleiche  oder  ungleiche 
Wege  zurückgelegt  werden,  d.  h.  ob  die 
Bewegung  eine  gleichftfrmige  oder  eine 
ungleichförmige  ist.  —  Bemerkt  sei  hier 
noch,  dass  man  unter  Geschwindigkeit 
eines  Körpers  den  Weg  versteht,  wel- 
chen derselbe  in  der  Zeiteinheit  (meist 
die  Sekunde)  zurücklegt.  —  Man  vergl. 
die  Dynamik,  oder  die  Lehre  von  der 
Bewegung  fester  Körper. 


Mechanik.    Statik,  oder  die  Lehre  t.  Olelehgewicbk  fetter  KOrper. 


Statik,  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Erklärung  3.  Wird  ein  Körper  aus 
seiner  Ruhe  in  Bewegung  gebracht,  so  ist 
eine  Ursache,  eine  Kraft  erforderlich. 

In  der  Statik,  überhaupt  in  der  Me- 
chanik, bleibt  die  Art  (Qualität)  der  Kraft, 
ob :  Muskelkraft,  Schwerkraft,  Kraft  des 
Windes,  des  Wassers,  des  kondensierten 
Dampfes,  der  Elektricität  etc.  unberück- 
sichtigt, und  es  wird  nur  die  Wirkung  (der 
Effekt),  welche  eine  Kraft  hervorbringt, 
in  Betracht  gezogen. 


Erklärung  4.  Ueber  die  Grttsse  (In- 
tensität) einer  Kraft  erhält  man  nur 
dann  eine  Vorstellung,  wenn  man  sie 
mit  der  Wirkung  anderer  Kräfte  ver- 
gleicht.    So  sagt  man: 

a).  Kräfte  sind  gleich,  wenn  sie  auf 
gleiche  Massen  wirken  und  in  glei- 
chen Zeiten  gleiche  Wirkungen  her- 
vorbringen; 

b).  Eine  Kraft  ist:  2,  3  ....  n  mal 
so  gross  wie  eine  andere,  wenn 
beide  Kräfte  auf  gleiche  Massen  in 
gleichen  -Zeiten  wirken  und  erstere 
eine  2,  3  ...  w  mal  so  grosse  Wir- 
kung hervorbringt  als  letztere. 


Erklärung  5.  Um  ein  Bild  —  eine 
Uebersicht  —  über  die  auf  einen  Kör- 
per wirkenden  Kräfte,  bezw.  über  deren 
Angriffspunkte,  Richtungen  und 
Grössen  zu  haben,  stellt  man  die'Kräfte 
durch  gerade  Linien  dar,  deren  Längen 
im  Verhältnisse  der  Grössen  (Inten- 
sitäten) der  Kräfte  stehen  und  deren 
Richtungen  mit  den  Richtungen  der 
Kräfte  selbst  übereinstimmen.  —  Man 
vergl.  das  Parallelogramm  der  Kräfte, 
S.  11,  auch  das  Kapitel  über  die  gra- 
phische Statik. 


Erklärung  6.  Wirken  auf  einen  Kör- 
per noch  so  viele  Kräfte  und  zwar  in 
den  denkbar  verschiedensten  Rich- 
tungen, so  geben  —  nach  der  alltäg- 
lichen Erfahrung,  siehe  Beispiel  3,  — 
diese  Kräfte  dem  Körper  doch  nur  eine 
Bewegung  und  zwar  in  ganz  bestimmt^ 
Richtung.   Man  kann  sich  also  eine  Kraft 
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denken,  welche  für  sich  allein  dieselbe 
Wirkung,  wie  die   Gesammtheit  jener 

Kräfte,  hervorbringt.  Beispiel  8.  Kinem  Jeden  wird  bekannt  sein, 

Diese    Kraft    (bezeichnet    durch    JB),  dass  eiu  Segelschiff  durch  die  drei,  nach  ver- 

welche    als   das    Resultat   aller  auf   den  «cWedenen  Richtungen  aber  meist  zusammen- 

TT..              •  1      j       TT  -Ti.                 i.       •  i.  Wirkende  Kräfte:  Steuer,  Wind  und  Strömung 

Korper  wirkenden  Kräfte  anzusehen  ist,  gginem  BestimmuDgaorte  zugeführt  wird,  mit- 

heisst:  resultierende  Kraft,  Resultante  oder  hin  eine  ganz  bestimmte  Richtung  annimmt, 

Mittelkraft;    die   einzelnen    auf  den  Kör-  dsßS    sonach    diese    drei    zusammenwirkende 

per  wirkenden  Kräfte  (bezeichnet  durch:  ?J*^**^  ^^<^.^  eine  einzige  Kraft  ersetzt  werden 

T>   -p     7>     "P            i\Aar»  n     ♦/»  \    lia'ocAn  könnten,   die  m  der  Richtung  wirkt,   welche 

^,  -T^,  -Tj,  -^3    ...  oaer  y  eiC.j,  neissen  ^as  Schiff  einschlagen  rauss,  um  nach  seinem 

in  dieser  Beziehung,  die  komponierenden  Bestimmungsorte  zu  gelangen. 
Kräfte,  auch  Komponenten,  Komposanten 
oder  Seitenkräfte.    Die  Gesammtheit 
dieser  Seitenkräfte,  heisst   ein  System 
von  Kräften. 


Erklärung  7.  Wirken  zwei  oder  meh- 
rere Kräfte  auf  einen  Körper  und  sie 

bringen  keine  Bewegung  hervor,  so  sagt  Beispiel  4.  Wird  irgend  ein  Körper  an 
man:  Die  Kräfte  halten  sich  das  Gleich-  einer  ächnur  frei  aufgehängt,  so  bleibt  dieser 
gewicht,  oder:  sie  vernichten  sich,  heben   Körper  in  seiner  einmal  angenommenen  Lage, 

sich  auf,  paralysieren  sich  und  anderes  ^L^jausgesetzt,  dass  die  Schnur  nicht  zerreisst. 

1                     ^    Y)  *     *  1    i  i^ie  jjLraTic ,   weicne  aui   uen  Jxoruer  wir  Ken, 

meür  —  vergi.  15eispiel  4.  nftmlich  die  Schwerkraft    (Anziehungskraft 

Man  kann  auch  sagen:  der  Erde)  und  der  Widerstand  der  Schnur 

r7    •    V             i.                 r  •         TT"           heben  sich  auf,   d.  h.  sie  halten  sich  das 

Zwischen  mehreren  auf  einen  Korper  Gleichgewicht, 
wirkenden  Kräfte  findet  Gleichgewicht 
statt,  wenn  die  Resultierende  dieser 
Kräfte  =  Null  ist,  oder  wenn  man  die- 
sem Systeme  von  Kräften  eine  neue 
Kraft  hinzufügt,  welche  der  Resul- 
tante des  Kräftesystems  gleich  aber 
entgegengesetzt  wirkt.  Da  nach  diesen 
Definitionen  das  Gleichgewicht  von  Kräf- 
ten von  der  Resultante  derselben  ab- 
hängig ist,  so  entsteht  bei  der  Auf- 
stellung der  Bedingungen  unter  welchen 
sich  Kräfte  das  Gleichgewicht  halten,  zu- 
nächst die  Frage: 

Auf  welche  Weise  und  nach  wel- 
chen Gesetzen  vereinigt  sich  die  Mehr- 
heit der  auf  einen  Körper  wirkenden 
Kräfte  in  eine  einzige? 


Erklärung  8.  Mit  dem  Aufsuchen 
der  Bedingungen  nach  welchen  sich 
die  auf  einen  Körper  wirkende  Kräfte 
das  Gleichgewicht  halten,  beschäftigt  sich 
ein  Teil  der  Mechanik,  die  Statik,  oder 
die  Lehre  vom  Gleichgewicht  der 
Körper. 


Statik  y  oder  die  Lehre  Tom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Je  nach  dem  Aggregatzustande  des 
betreffenden  Körpers,  ob :  fest,  tropfbar- 
flüssig  oder  gasfHrmig,  unterscheidet  man: 

a).  die  Geostatik,  auch  kurzweg  Statik, 
oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht 
fester  Körper; 

b).  die  Hydrostatik,  oder  die  Lehre  vom 
Gleichgewicht  tropfbar-flüssiger  Kör- 
per, und 

c).  die  Aerostatik,  oder  die  Lehre  vom 
Gleichgewicht  gasförmiger  (dampf- 
oder  luftformiger)  Körper. 


Anmerkung  1.  Vorliegender  Teil  der 
Mechanik  handelt  nur  über  die  Geostatik, 
auch  kurzweg  Statik,  oder  die  Lehre 
vom  Gleichgewicht  fester  (starrer) 
Körper. 


I. 

Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Kräfte^  welche  auf 

einen  Punkt  wirken. 

Erklärung  9.  Da  man  nach  der 
Erkl.  6  mehrere  auf  einen  Körper 
wirkende  Kräfte  durch  eine  einzige,  die 
Resultante,  ersetzen  kann,  so  nennt  man 
das  Aufsuchen  dieser  einzelnen  Kraft 
die  Zusammensetzung  der  Kräfte. 

Umgekehrt  kann  man  für  eine  ein- 
zelne Kraft  mehrere  Kräfte  sich  denken, 
welche  dieselbe  Wirkung  wie  jene 
Kraft  hervorbringen;  das  Aufsuchen 
dieser  Kräfte  besteht  in  der  Zerlegung 
jener  Kraft. 


Erklärung  10.  In  der  Ausdrucks- 
weise: „die  Kräfte  greifen  in  einem 
Punide  an^S  hat  man  unter  Punld  kei- 
nen mathematischen,  sondern  einen  ma- 
teriellen Punkt  sich  zu  denken;  denn  ein 
mathematischer  Punkt  ist  überhaupt 
nicht  existierbar,  während  die  Existenz 
eines  materi eilen  Punktes  als  ein  u n- 
endlich  kleiner,  aber  noch  denk- 
barer Teil  eines  Körpers  ausser 
Zweifel  ist. 


ZuBammensetzung  und  Zerlegung  der  Kr&fte,  welche  auf  einen  Punkt  wirken. 

Erklärung  11*  Eine  Kraft,  welche 
auf  einen  Punkt  eines  festen  Kör- 
pers wirkt,  pflanzt  sich  unveränder- 
lich in  ihrer  eigenen  Richtung  durch  den 
ganzen  Körper  fort. 


A.   Die  Kräfte  wirken  in  gerader  Linie. 

Lehrsatz  1«  Wirken  auf  einen  Punkt 
mehrere  Kräfte,  deren  Richtungen  in 
ein  und  dieselbe  Gerade  fallen,  und 
zwar:  Beweis.    Der  Beweis  des  nebenste- 

a).  alle  Kräfte  nach  einer  Richtung,  henden  Lehrsatzes  ist  leicht  und  ergibt 

1.V     .      m   1    j       TT  ..fx  i.    j      sich  aus  der  Erkl.  11. 

b).  ein    Teil    der    Kräfte    nach    der 

einen,   der  übrige  Teil  nach  der 

andern  Richtung, 

so  ist  im  l*^''  Falle  die  Resultante  B 
gleich  der  Summe  jener  Kräfte  und 
mit  denselben  gleichgerichtet; 

im  2^  Falle  ist  die  Resultante  R 
gleich  der  Differenz  der  nach  der  einen 
und  der  nach  der  anderen  Richtung 
wirkenden  Kräfte  und  hat  die  Rich- 
tung nach  derjenigen  Seite  auf  wel- 
cher der  Ueberschuss  der  Kräfte  sich 
befindet. 

Zusatz  1.  Ist  im  zweiten  Falle  des 
vorstehenden  Lehrsatzes  die  Resultante 
=  Null,  so  findet  Gleichgewicht  zwischen 
den  Kräften  statt. 


Erklärung  12.  Bezeichnet  man  die 
nach  einer  Richtung  wirkenden  Kräfte, 
durch  -f ,  so  kann  man  die  nach  der 
entgegengesetzten  Richtung  wirkenden 
Kräfte,  durch  —  bezeichnen. 


1).  Qelöste  Aufgaben. 


Aufgabe  1.  Auf  einen  Punkt  wirken 
in  den  Richtungen  einer  geraden  Linie 
und  zwar  nach  einerlei  Richtung,  die 
Kräfte;  P,  =  5,  P,  =  4,  P,  =  10  Kilo- 
gramme (Erkl.  13).  Wie  gross  ist  die 
Resultante  dieser  Kräfte  und  welche 
Richtung  hat  dieselbe? 


Statik,  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Erkl«  IS.    Die  Einheit  mit  welcher  eine  Kraft 
gemessen  wird,  ist  das  Kilogramm;  in  Zeichen:  kg. 


Auflösung.    Nach  dem  Lehrsatze    1 
hat  man  für  die  Resultante  R: 

U  =  4  +  5  + 10  =  19  kg  (Erkl.  13J 

und  ist  dieselbe  mit  den  gegebenen  Kräf- 
ten gleichgerichtet  (vergl.  Anm.  2). 


Anmerkung  2.  In  der  neueren  Zeit 
wird  zur  Auflösung  derartiger  Aufgaben 
mit  Vorteil  eine  andere  Methode, 
nämlich  die  Auflösung  durch  Konstruktion 
(Zeichnung),  daher  auch  graphische  Auf- 
lösung genannt,  angewandt. 

Diese  Methode  ist  in  dem  besonderen 
Kapitel:  Die  graphische  Statiic,  zu  finden. 
Dem  Studierenden  wird  empfohlen,  die 
Resultate  identischer  Aufgaben  aus  bei- 
den Kapiteln  zu  vergleichen. 


Aufgabe  2.  In  gleicher  Richtung  wir- 
ken auf  einen  Punkt  die  Kräfte: 

P,  =  4,  P,  =  6,  P3  =  12kg, 

in  entgegengesetzter  Richtung  die  Kräfte : 

P,  =  6,  P,  =  14kg. 

Wie  gross  ist  die  Resultante  dieser 
Kräfte  und  welche  Richtung  hat  die- 
selbe? 


Auflösung.  Nach  dem  Lehrsatze  1, 
ist  die  Resultante: 

JJ  =  4  +  6  +  12  — (6  +  14)  oder: 

iJ  =  22  —  20 

jß  ==  2  kg,  nämlich  gleich  der  Dif- 
ferenz der  nach  den  entgegengesetzten 
Seiten  wirkenden  Kräfte. 

Da  die  Richtung  der  Resultante  nach 
derjenigen  Seite  ist  auf  welcher  sich  der 
Ueberschuss  der  Kräfte  befindet,  so 
ist  die  Resultante  mit  den  ersteren 
der  gegebenen  Kräfte  gleichgerichtet. 


Aufgabe  3.   An  einem  Punkte  wirken 
in  gerader  Linie,  die  Kräfte: 

+15,  +10,  +37,  —20,  —5,  —3,  —8  kg 
(siehe  Erklärung  12). 

Man  soll  eine  neue  Kraft  hinzufügen, 
dass  diese  Kräfte  im  Gleichgewicht 
stehen.  Welches  ist  die  Grösse  und  die 
Richtung  dieser  neuen  Kraft? 


Aufgaben  üb.  ZosammenBetzang  n.  Zerleg,  y.  Kräfte,  welche  auf  einen  Punkt  wirken.         7 

Anflösnng.  Nach  der  Erklärung  7, 
muss  die  neue  Kraft,  welche  dem  Sy- 
stem von  Kräften  zugefügt  werden  soll 
um  das  Gleichgewicht  zwischen  den- 
selben herzustellen,  gleich  der  Resultante 
R  der  Kräfte  sein  und  in  entgegenge- 
setzter Richtung  derselben  wirken. 

Nach  dem  zweiten  Falle  des  Lehr- 
satzes 1  hat  man  fUr  die  Grösse  (Inten- 
sität) der  Resultanten  iZ,  bezw.  der 
neuen  Kraft  oc: 

iJr=a:  =  15  +  10-i-37- (20+5+3+8) 

oder: 

R=zx  =  62  —  S6 

J?  — a;==26kg 

Da  die  Resultante  R  hiernach  in 
der  Richtung  der  gegebenen  positiven 
Kräfte  wirkt,  so  muss  die  neue  Kraft 
(a?  =  26  kg)  zur  Herstellung  des  Gleich- 
gewichts in  entgegengesetzter  Rich- 
tung, nämlich  in  der  Richtung  der  ge- 
gebenen negativen  Kräfte  wirken. 


Aufgabe  4.  Eine  Kraft  R  =  500  kg 
soll  in  zwei  Komponenten  sc  und  y  zer- 
legt werden,  die  mit  der  Kraft  R  in 
gleicher  Richtung  wirken  und  in  dem 
Verhältnisse  9 :  16  stehen. 


Auflösung.  Da  die  Kräfte  x  und  y 
in  gleicher  Richtung  mit  der  Kraft  ^ 
(=  500  kg)  wirken  sollen,  so  hat  man 
nach  dem  1*«°  Falle  des  Lehrsatzes  1-, 
die  Gleichung: 


1) 


a:  +  y  =  bQO{=B) 


Ferner  hat  man  nach  der  Aufgabe 
noch  die  Proportion: 

2)  .  .  .  .  a; :  y  =  9  :  16 

Aus  Gleichung  2)  erhält  man: 

16ar 

Dies  in  Gleich.  1)  substituiert,  gibt: 
X  +  -TT-  X  =  500  oder : 


¥+T-=^^ 


g  Statik,  oder  di«  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Edrper. 

45-«=  500 


.  =  -5^=20.9 
und  endlich: 

X  :=  180  kg. 

Für  y  erhält  man  alsdann  aus  Gleich.  1) 
y  =  320  kg. 


Aufgabe  6.  Eine  Kraft  IL  =  500  kg 
soll  in  zwei  Komponenten  w  und  y  zer- 
legt werden,  von  welchen  x  mit  R  gleich- 
gerichtet ist  und  y  die  entgegengesetzte 
Richtung  hat,  wenn  diese  Komponenten 

im  Verhältnisse  16:9  stehen.  Auflösung.   Da  die  Kräfte  x  und  y  in 

entgegengesetzter  Richtung  wirken,  aber 
dieselbe  Wirkung  wie  B  (=  500kg) 
hervorbringen  sollen,  so  hat  man  nach 
dem  2*®»  Falle  des  Lehrsatzes  1,  die 
Gleichung : 

1)  .  .  .  X— y  =  500  i=:R) 

Ferner  hat  man  nach  der  Aufgabe 
noch  die  Gleichung: 

2)  .  ,  .   x:  y  =  16:9 

Aus  Gleichung  2)  erhält  man. 

^  ~  "16" 
Dies  in  Gleich.  1)  substituiert,  gibt: 

X ^-  =  500  oder: 

16^7        9x        ^^^ 


16         16 

7x 


=  500 


16 

500 .  16        8000 


und  endlich: 

x  =  1142  y  kg 


Für  y  erhält  man  alsdann  aus  Glei- 
chung 1): 


Aufgaben  Qb.  Zusammensetzung  u.  Zerleg,  v.  Kräfte,  welche  auf  einen  Punkt  wirken. 

1142  ^  —  1/  =  500  oder: 

1142  ^-  — 500^y 
und  schliesslich: 


y  =  642  J-  kg. 


Aufgabe  6.  Eine  Kraft  E  =  360  kg 
soll  in  eine  Gruppe  von  drei  mit  dieser 
Kraft  (Resultante)  gleichgerichteten  und 
in  eine  Gruppe  von  drei  zu  dieser  Kraft 
entgegengesetzt  gerichteten  Komponen- 
ten zerlegt  werden.  Das  Verhältnis  der 
Kräfte  in  der  ersten  Gruppe  soll  5:4:3, 
das  Verhältnis  der  Kräfte  in  der  zwei- 
ten Gruppe  3:2:1  und  das  Verhältnis 

der  Gruppenresultanten  6 : 1  sein.  Anf lösung.  Bezeichnet  man  die  ge- 

suchten Komponenten  in  der  ersten 
Gruppe,  mit  x^  y^  ss,  und  die  in  der 
zweiten  Gruppe,  mit  w,  v,  m;,  so  hat 
man  analog  der  vorigen  Aufgabe,  da 
die  Kraft  B  {■=  360  kg)  in  2  Gruppen 
entgegengesetzt  wirkender  Kräfte 
zerlegt  werden  soll,  die  Gleichung: 

1)..  (a?+y+£r)  —  (u+v+m;)  =  360  (=  -B) 

Ferner  hat  man  nach  der  Aufgabe, 
die  Gleichungen: 

2) a7:y:jer=  5^:4:3 

3) w :  i? :  t(;  =  3 : 2 : 1 

4).  .  .  .  {x-\-y+is) :  (w+v+w)  =  6:1 

Aus  den  Gleichungen  1)  und  4)  kann 
man  die  Summen:  {x-\-y+e)  u.  (w+t?+w;) 
berechnen;  denn  aus  Gleichung  4)  erhält 
man: 

{pc-{-y-\-B)  =  &.{u-{-v-\'W) 

Setzt  man  dies  in  Gleichung  1)  ein, 
so  wird: 

6  (w+v+m;)  —  (w+«;+w;)  =  360 
oder: 

5(u+t;+t(;)  =360 

u-^-v-^w  =  — v—  mithin: 
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Statik,  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Erkl.  14«  In  jeder  laufenden  Proportion 
verhält  sich  die  Summe  der  ersten  Glieder  der 
Verhältnisse  zur  Summe  der  zweiten  Glieder 
der  Verhältnisse,  wie  die  Glieder  eines  der 
Verhältnisse. 

Hat  man:    x:y:z  =  a:b:c  oder: 

^       y       e         .1..         1. 
—  =  -f-  =  — ,  so  ist  hiernach : 
a        h        c 

_^  -^  !/  +  -^  _-  ^  _  ^_  __  /_ 
a-\-b-\-c        a        b        c 

(•lebe:  Die  Proportlontn). 


5)  .  .  .  (2«  +  v  +  «6')  =  72 

Berücksichtigt  man  dies,  so  erhält 
man  aus  Gleichung  1): 

(^  +  3/  +  -^)  — 72  =  360 

oder:      {x  +  y-\-^)  =  360  +  72 

6)  .  .  .  (a;4-.v  +  ^)  =  432.   ■ 

Da  nun  die  Gleichung  2)  eine  lau- 
fende Proportion  ist,  so  kann  man 
nach  einem  Summensatze  (Erkl.  14), 
schreiben : 

"^jrt-'^ib^_  — 5  —  i'  —  ^_ 

5+4  +  3  "^"5  "~  4"  3' 

Setzt  man  aus  Gleich.  6  den  für  die 
Summe:  x-\-y+^  gefundenen  Wert,  so 
erhält  man: 

432  X        V        jn 


oder: 


4  +  3 
432 


36  = 


12 


X 


X 

5 


4 


z 


36  =  -I 


z 


a;  =  36.5  =  180kgj  || 
2/  =  36. 4  =  144  „   )H 

11 


36=  !  ;  ^  =  36.3  =  108 


Auf  analoge  Weise  kann  man  für  die 
Gleichung  3)  schreiben: 

w+v  +  t«;   U  V  w 

"3+2  +  1"  ~  3"  "■  2" ""  T 

oder   für  die  Summe:   {u+v  +  w)  aus 
Gleich.  5)  den  gefundenen  Wert  gesetzt: 


72 


oder : 


f^+ 

2  +  1 

72 

6 

12- 

M 

12  = 

V 

u 


u 


V 


V 


w 


w 


32         1 
=  3. 12  =  36  kg 

=  2.12  =  24  . 


12  =  -j-;t(;=l. 12  =  12 


QS 


Aufgaben  flb.  ZuBammensetzung  u.  Zerleg,  d.  Kr&fte,  welche  auf  einen  Punkt  wirken.       1 1 

2).  Ungelöste  Aufgaben. 

Anfgabe  h  Auf  einen  Punkt  wirken  in  gerader  Linie  und  nach  derselben 
Richtung,  die  Kräfte:  a).  20,  30,  40,  50kg; 

^)*    ^~2^     "8"'      8^' 

c).  0,56,  37,80,  0,056  kg.  Wie  gross  ist  in  jedem  dieser 
Fälle  die  Resultante,  und  welches  ist  deren  Richtung? 

Anfgabe  3.    Auf  einen  Punkt  wirken  in  gerader  Linie,  die  Kräfte: 

a).  +15,  +10.  +30,  —18,  —20,  — 2J; 

b).  +30,  +25,  —10,  —17,  —20,  —8 

c).  +7,  +3,5,  +11,  -15,  -19  kg.  Wie  gross  ist  in 
jedem  dieser  Fälle  die  Resultante,  und  welches  ist  deren  Richtung? 

Aufgabe  8.    Zwischen  den  auf  einen  Punkt  in  gerader  Linie  wirkenden 

Kräfte:  a).  +500,  +70,  —60,  —650,  —95; 

b).  +30,  +17,  +2,  —20,  —9  soll  durch  Hinzufügung 
einer  neuen  Kraft  Gleichgewicht  hergestellt  werden ;  welches  ist  in  den  einzelnen 
Fällen  die  Grösse  und  die  Richtung  dieser  Kraft? 

Aufgabe  4*  Eine  Kraft  von  1000  kg  soll  in  2  Komponenten  zerlegt  wer- 
den, wenn:  a).  beide  in  der  Richtung  jener  Kraft  wirken;  b).  eine  derselben  in 
der  Richtung,  die  andere  in  entgegengesetzter  Richtung  jener  Kraft  wirkt  und 
das  Verhältnis  3:2  der  Komponenten  gegeben  ist. 

Anfgabe  6.  Eine  Kraft  von  72  kg  soll  in  6  mit  jener  Kraft  gleichge- 
richteten Komponenten  zerlegt  werden,  die  in  dem  Verhältnisse  1:3:5:7:9:11 
stehen.     Wie  gross  sind  diese  Komponenten? 

Aufgabe  6.  Eine  Kraft  R  =  342  kg  soll  in  eine  Gruppe  von  drei  mit 
dieser  Kraft  gleichgerichteten  Komponenten,  welche  in  dem  Verhältnisse  5:6:7 
stehen  und  in  eine  Gruppe  von  drei  zu  jener  Kraft  entgegengesetzt  wirkenden 
Kräfte,  welche  im  Verhältnisse  4: 3:2  stehen,  zerlegt  werden;  vorausgesetzt, 
dass  sich  die  Resultante  der  einzelnen  Gruppen  wie  2 : 1  verhalten. 


B.  Zwei  Kräfte  reifen  unter  beliebigem  Winkel  in 

einem  Punkte  an. 

(Das  Parallelogramm  der  Kräfte.) 

Lehrsatz  2.  Wirken  zwei  Kräfte  P 
und  Q,  deren  Richtungen  und  Intensi- 
täten bezw.  durch  die  Richtungen  und 
Längen  der  Strecken.^  und  ÄC  dar- 
gestellt sind,  unter  einem  beliebigen  Von  den  vielen,  teilweise  gekaustelten  und 
Winkel  «  auf  einen  beweglichen  mate-  oft  weitläufigen  Beweisen  aber  diesen  merk- 

riellen  Punkt -4,  so  ist  die  Resultante  \^*^\^.°  """^  Ä '''^^^^^^  ^ 

a:  ^      tr  "tL  1.1    u         T>«    i-A  abstrahiert   und    der    natürlichste   Beweis    in  " 

dieser  Kräfte,  sowohl  ihrer  Richtung  folgendem  skizziert: 

als  Grösse  nach,  gleich  der  Diagonale 

AB  des  über  den  Kräften  P  und  Q,       Beweis.    Die  Richtungen  der  auf  den 

bezw.   aber    den  Linien  AB   und  AC  materiellen  Punkt  A  wirkenden  Kräfte 

konstruiert  gedachten  Parallelogramms.  P  und  Q  sind  in  Figur  1   durch  die 
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Statik,  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Figur  1. 


Figur  2. 


Linien  Äa  und  Äy  vorgezeichnet;  a  ist 
mithin  der  Winkel  unter  welchem  die 
Kräfte  in  dem  Punkte  A  wirken. 

Ferner  sind  die  GrSssen  der  Kmfte 
P  und  Q,  bezw.  das  Verhältnis  derselben, 
nach  der  Erkl.  5  durch  das  Verhältnis 
der  Längen  der  Strecken  AB  und  AC 
dargestellt,  d.  h.  wirkt  die  Kraft  P  eine 
gewisse  Zeit  auf  den  Punkt  A^  und  sie 
bewegt  denselben  von  A  nach  J?,  als- 
dann wird  in  derselben  Zeit  die  Kraft  Q 
den  Punkt  A  von  A  nach  C  bewegen. 

Wenn  nun  der  Punkt  A  während  einer 
gewissen  Zeit  der  gleichzeitigen  Einwir- 
kung beider  Kräfte  ausgesetzt  ist,  so 
ist  offenbar  die  Wirkung  dieselbe,  als 
ob  während  dieser  Zeit  der  Punkt  A 
erst  der  Einwirkung  der  einen,  und  dann 
während  derselben  Zeit  der  Einwirkung 
der  anderen  Kraft  ausgesetzt  wird. 

Denkt  man  sich  hier- 
nach die  beiden  Kräfte  P 
und  Q  wirkten  nacheinan- 
der auf  den  Punkt  A. 
so  wird  in  der  gedachten 
Zeit  die  Kraft  P  den 
Punkt  von  A  nach  JB 
bewegen;  hört  in  dem 
Augenblicke ,  in  wel- 
chem der  Punkt  in  B 
anlangt,  die  Kraft  P 
auf  zu  wirken  und  die 
Kraft  Q  wirkt  alsdann  auf  den  Punkt 
ein,  so  wird  in  derselben  Zeit  die  Kraft 
Q  den  Punkt  von  B  nach  D  (nämlich 
BD  =  AC)  bewegen. 

In   diesem  Punkte  B  wird  also  auch 

der  Punkt  A  anlangen,  wenn  beide  Kräfte 

gleichzeitig  während  der  gedachten  Zeit 

auf  denselben  wirkten. 

*'^^*  ^v  i.^T.^-  ^'^*®.^^%  ?|°^  ahnlich,      Wirken  ferner  die  Kräfte  P  und  <? 

lyenn  das  Verhältnis  zweier  Seiten  in  beiden      .    ,  ,     .  ,  r   j       u 

Dreiecken   dasselbe   ist    und    die  von   diesen  Wiederum   nacheinander  auf  den  De- 
Seiten eingeschlossenen  Winkel  gleich  sind.       weglichen  Punkt  A^  und  zwar  Z.  B.  je 

die  doppelte  Zeit  wie  vorhin,  so  wird 
die  Kraft  P,  wenn  dieselbe  für  sich 
allein  wirkt,  in  dieser  doppelten  Zeit 
den  Punkt  A  auch  den  doppelten  Weg 
wie  vorher,  nämlich  2-ü  =  AB,,  siehe 
Figur  2,  vorwärts  treiben,  ebenso  wird 
die  Kraft  Q,  wenn  dieselbe  von  da  ab 
ihre  Wirkung  beginnt,  den  Punkt  wäh- 


Das  Pkrallelogr&ma>  der  Kr&fte.  IQ. 

rend  derselben  Zeit  auch  den  doppelten 
Weg  wie  vorher,  nämlich;  2AC  =  2BD 
^B,D,  vorwärts  treiben. 

Wirken  die  beiden  Kräfte  P  und  Q 

wiederum  gleichzeitig,  so  werden  Bie  in 

dieser  doppelten  Zeit  den  Funkt  A  Dach 

D,  (Figur  2)  fortbewegen, 

BrkL  16.    In  fthnlicheo  Dreiecken  sind       Da   nun   in   Figur  2   die  Proportion 

tUfl  Winkel  gleich.  besteht: 

AB, :  AB  =  B,D, :  BD  (=  B,B. :  AC) 
nämlich  je  =  2  :  J,  und  der  Winkel 

ABB  =  AB,B,  {=  2B  — «)  ist, 
so  ist  nach  der  Erkl.  15: 

^ABD  ^  A AB,D^ 
4:  BAD  =  B,AD,  (Erlcl.  16) 
mithin  liegen  die  beiden  Punkte  D  und 
_,,,-„  _    ,  ,       D,  in  einer  geraden  Linie,  d.  h.  D,  muss 

Beuplel  5.     von  einem  Panliie  a  an  dem  .       ■     -n     1  •.   j      t\'  1        tn  j 

Üfer  eio'ea  Flnwes,  Fignr  3,  fahrt  ein  Boot  ab,  »uch  em  Punkt  der  Diagonalen  AD  des 
tDf  dasielbe  wirken  gleichzeitig  die  Kraft  durch  AB,  AC  und  a  bestimmten  Pa- 
dee  SfrwMi  in  dtr  Richtung  ab  und  die  Kraft  rallelogramniS  sein, 
des  Wlnto  in  der  Bichtnog  ac.    Nimm  i  man       j^^f  analoge  Art  kann  man  beweisen, 
BD,  das  Schiff  werde  durch  den  Strcm  allein    .  -    j        i.  n  ■.■         t  -i         j    l   ' 

in  einer  gewiuen  Zeit  (t.  ß.  in  10  Minoten)  «^^ss  in  jeder   beliebigen  Zeit   und  bei 
ton  a  nach  b,  nnd  durch  den  Wind  allein,  gleichzeitiger  Wirkung  der  Kräfte  P  u.  Q 
wenn    die  Wirkung  des  Stromes  aufhörte,  in    der  Punkt  A  sich  Stetfi  in  der  Richtung 
dertetben  Zeit  Ton  a  na^  c  Betrieben   so  mues   der  Diagonalen  AD  befinden  muss. 
das  Boot   in   der  gedachten  Zeit  (10  Minuten),         tr;      °.,„   f„i^. 

wenn  heide  Kräfter  Strom  und  Wind  gleich-         Hieraus   folgt:  „  ,  ,       ,. 

leitig  wirken,  den  Weg  von  a  bis  d  lurttck-  Die  Kraft,  Resultante  A,  welche  die 
ifgen,  d.  h.  das  Boot  mass  nach  der  gewitun  beiden  auf  den  Punkt  A  unter  dem 
Zeit(iOMinaten)bdgleichzeitigorWirli[iDg  beliebigen  Winkel  a  gleichzeitig  wir- 

der  KrUte:  Wind   und  Strom,   m  demselben   1 j„„    v^Ktt^    v   „Za    n      j»..Jl^f^iu 

Punkted  ankommen,  als  ob  diese  Zeit  der  «enden  Krfcfte  P  und    Q,    dargestellt 
Stram  allein  das  Boot  von  a  nach  b,  und  von    durch    AB    und    AC ,     ersetzen    kann,    ' 
da  ab  in  derHiben  Zeit  der  Wind  allein  das  d.  h.  in  derselben  Zeit  dieselbe  Wirkung 
Boot  von  b  bis  d  gelrieben  h&tte.  „jg  ^^^^^  Kräfte  P  und  Q  hervorbrin- 

gen kann,  ist  somit  ihrer  Richtung  nach 
durch  die  Richtung  und  ihrer  Grlisse 
nach  durch  die  Länge  der  Diagonalen. 
AD  des  Parallelogramms  ABCD  be- 
stimmt (man  vergl.  Beispiel  6  die  Zu- 
sätze 1  und  2). 


Figur  3. 
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Statik,  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Zusatz  1.  Bestimmung  der  Grösse 
und  Bichtung  der  Resultierenden 
zweier  unter  dem  Winkel  a  auf  einen 
Punkt  wirkenden  Kräfte  P  und  ^, 

durch  Konstruktion: 


Figur  4. 


Da  die  Grösse  der  beiden  Kräfte  P 
und  Q,  nach  der  Erkl.  13  stets  in  Kilo- 
gramme ausgedrückt  wird,  z.  B.  P  sei 
=  800  kg  und  Q  =  400  kg,  so  wähle 
man  eine  bekannte  Längeneinheit,  z.  B. 
das  Centimeter,  und  sage:  1cm  ent- 
spreche 100  kg,  mithin  entsprechen: 

300  kg  der  Länge  einer  Strecke  von  3  cm 

und 

400kg    „       ^  ,         „         ;,    4cm 

Da  ferner  der  Winkel  «  unter  wel- 
chem die  Kräfte  P  und  Q,  an  dem 
Punkte  wirken  bekannt  ist,  derselbe 
sei  z.  B.  =  45°,  so  trage  man  Figur  4 
mittelst  eines  Transporteurs  den  Win- 
kel rt  =  45°  auf,  und  mache  dessen 
einen  Schenkel  AB  =  3  cm  und  dessen 
anderen  Schenkel  AG  ^=  4  cm,  alsdann 
ziehe  man  BD  |1  AO  und  CD  |1  AB  und 
schliesslich  noch  die  Diagonale  AD, 
Untersucht  man  nun,  wie  lang  die  Dia- 
gonale AD  in  Centimeter  ausgedrückt 
ist,  und  setzt  für  1  cm  =  100  kg,  so 
findet  man  die  Grösse  der  Resultante 
jB  (=  AD)  in  Kilogramme  ausgedrückt. 
Man  findet  durch  Messung: 

AD  =  6,5  cm,  mithin  ist : 

AD  =  R  =  6,b  .  100  =  650  kg. 

Die  Richtung  der  Resultierenden  R  zu 
den  Komponenten  P  und  Q  findet  man 
durch  direkte  Messung  der  Winkel  ß 
und   y    mittelst    eines  Winkelmessers; 

hiernach  ist :  jc?  =  26  ° 
und  r  =  19° 

zusammen  /J-j-y  =  «  =  ^^° 
Die  Resultate  können  (besonders  bei 
grossen  Werten  für  P  und  Q^  und  wenn 
die  Winkel  auf  Minuten,  womöglich  auf 
Sekunden  genau  festgestellt,  bezw.  ge- 
messen werden  sollen),  weil  dieselben 
einer  sinnlichen  Wahrnehmung  un- 
terliegen, nicht  besonders  genau  aus- 
fallen (vergl.  die  Resultate  desselben 
Beispiels  im  Zusätze  2,  welche  durch 
Rechnung  gefunden  wurden). 


Das  Parallelogramm  der  £r&fte. 
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Anmerkung  3.  Die  in  vorstehendem 
Zusätze  angegebene  konstruktive  (gra- 
phische) Methode  zur  Auffindung  der 
Resultante  schliesst  die  Kenntnis  höhe- 
rer Rechnungsarten  aus  und  führt,  wie 
aus  Figur  4  ersichtlich,  ziemlich  rasch 
zum  Ziele,  deshalb  hat,  da  wo  es  auf 
grosse  Genauigkeit  nicht  ankommt, 
diese  graphische  Methode  in  der  neue- 
ren Zeit  eine  verbreitetere  Aufnahme 
gefunden  (vergl.  das  Kapitel:  Die  gra- 
phische Statik). 


Zusatz  2.  Bestimmung  der  Grösse 
und  Richtung  der  Resultierenden 
zweier  auf  einen  Punkt  unter  dem  Win- 
kel er  wirkenden  Kräfte  P  und  Q, 

durch  Rechnung: 


Figur  5. 


Erkl.  17.  Ueber  die  Berechnung  der  schief- 
winkligen Dreiecke,  siehe  man  Trigonometrie: 
Das  schiefwinklige  Dreieck. 


Erkl.  18«  Zur  Berechnung  einer  Seite  eines 
Dreiecks  von  welchem  iwei  Seiten  und  der  ein- 
geschlossene Winkel  gegeben  ist,  benutzt  man 
entweder  den  logarithmisch  bequ-emen 
Tangentsatz,  oder  den  Carnot'schen  Satz  (die 
Eosinnsregel),  letzterer  heisst: 

In  jedem  Dreieck  ist  das  Quadrat  über  einer 
Seite  gleich  der  Summe  der  Quadrate  über  den 
beiden  anderen  Seiten,  vermindert  um:  das 
doppelte  Produkt  aus  diesen  beiden  Seiten 
mal  dem  Kosinus  des  eingeschlossenen  Winkels 
(siehe  Erkl.  17). 


Angenommen  die  Kräfte  P  und  Q, 
z.  B.  P  =  300  kg  und  Q  =  400  kg,  ver- 
hielten sich  in  Figur  5  wie  die  Längen 
der  beliebigen  Linien  AB  und  ÄC  und 
wirkten  unter  dem  Winkel  «,  z.  B. 
a  =  45°,  an  dem  Punkte  Ä.  Die  Re- 
sultante B  dieser  Kräfte  ist  nach  Lehr- 
satz 2  durch  die  Diagonale  AD  des  über 
AB  und  AC  konstruiert  gedachten 
Parallelogramms  bestimmt. 

In  dem  Parallelogramm  AB  CD  ist 
nun: 

BD  =  AC=Q 

CD  :=AB  =  P 

2iABD  =  2iACD  =  2R  —  a 

(als  Odgen Winkel) 

mithin  kann  man  in  jedem  der  Dreiecke 
ABD  und  ACD  des  gedachten  Paralle- 
logramms nach  trigonometrischen  Sätzen 
(siehe  Erkl.  17)  Beziehungen  zwischen 
den  Seiten  AB  (=  CD),  AD  und  BD 
(=  AC),  bezw.  zwischen  den  Kräften: 
P,  R  und  Q  und  dem  Winkel  {2R—a) 
aufstellen. 

Nach  dem  Carnot'schen  Satze  (siehe 
Erkl.  18)  hat  man  in  dem  Dreiecke 
ABD,  die  Relation: 


AD^  =  AB""  +  BD^  —  2.  AB.  BD. 

cos{2R  —  a) 
oder: 

Ri  =  F+  Q'—2  .P.Q.  cos {2R—a) 
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Statik,  oder  die  Lehre  Yom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Erkl.  19«  Der  EosiDus  eines  stumpfen 
Winkels  (2^— a)  ist  gleich  dem  negativen 
Kosinus  seines  Supplementwinkels  (a).  —  Man 
vergl.  Goniometrie:  Die  Funktionen  stumpfer 
Winkel. 


HOlfiBreehiiiiiig. 

log  240000 .  cos  45^  =  log  240000  +  log  cos  Ah^ 

Nun  ist :    log  240000  =  5,38021 12 

+  log  cos  450  =  9,8494850—10 

15,2296962—10 

oder  =5,2296962 
6818 


mithin: 
240000 .  cos  45«  ==  169705,6 


144 
128 


16 
15,3 


Da  nun: 

cos  (212  —  «)=  — eosa  (siehe  Erkl.  19) 

ist,  SO  erhält  man: 

JB^=F+(2'  +  2.P.(2.cösa 
mithin  für  das  gegebene  Beispiel: 
iJ'  =  300'  +  400'  +  2.300.400.co5  45^ 
B^  =  90000  -f- 160000  +  240000  .cos^h"" 

Nach    nebenstehender  Hülfsrechnang 
erhält  man: 

JB»  z=  90000  + 160000  +  169705,6 

oder: 

R  =  V419705,6 

Diese  Gleichung  logarithmiert,  gibt: 

%JB  =  i.%  419705,6 
Nun  ist:  Ug  419705,6  =  5,6229390 

51,5 

; 6,  l_ 

5,6229448 
1 


logR  =  2,8114724 

4678 

mithin : 

R  =  647,847  kg. 


46 
46,9 


Erkl.  20.  Zwischen  den  Seiten  und  Win- 
keln eines  Dreiecks  hat  man  nach  der  Sinus- 
regel  die  Beziehung: 

In  jedem  Dreieck  yerhalten  sich  die  Seiten 
wie  die  Sinus  der  diesen  Seiten  gegenQber- 
liegenden  Winkeln  (siehe  Trigonometrie:  Das 
schiefwinklige  Dreieck). 


Femer  hat  man  zur  Berechnung  der 
Winkel,  welche  die  Resultante  mit  den 
Kräften  P  und  Q  bildet,  unter  anderem 
nach  der  Erkl.  20,  die  Relation: 

sin  ß :  sin  (2R  —  a)  =  Q:R 

oder  nach  der  Erkl.  21: 
sin  ßisina  =  Q:R 

Hieraus  erhält  man: 

Q  ,sina 


Erkl«  2U  Der  Sinus  eines  stumpfen  Win- 
kels (2R  —  a)  ist  gleich  dem  Sinus  seines 
Supplementwinkels  (a).  —  Man  yergl.  Gonio- 
metrie: Die  Funktionen  stumpfer  Winkel. 


sin  ß  = 


R 


oder  mit  Rück- 


sicht der  gegebenen  Zahlen   und  der 
berechneten  Grösse  R: 


sin  ß  = 


400.Äiw45° 


647,847 
Diese  Gleichung  logarithmiert,  gibt: 

log  sin  ß  =  log  400  +  log  sin  45 "  — 

%  647,847 
Nun  ist: 


toten  Kapitale  lebendige  ttraft  verleihen  und  somit  den  Antrieb  zu  wetteren 
praktischen  Verwerthnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Dieses  Werk,  welches  durch  sein  fortlaufendes  Erscheinen  stets  auf  der 
Höhe  der  Zeit  steht,  kann  Jedermann  empfohlen  werden  —  jedes  Heft  hat 
einen  reellen  Wert  und  bildet  sozusagen  ein  abgeschlossenes  Ganze.  —  Es 
wird  mit  den  Jahren  ein  mathematisch-naturwissenschaftliches  liexlkon, 
in  welchem  die  mannigfaltigsten,  praktischsten  Yerwertungen  —  die  Frfichte 
der  mathemathischen  Dlseiplinen  —  von  Stufe  zu  Stufe  aufzufinden  sind. 

Der  Verfasser  hat  somit  eine  gute,  branchbare  und  praktische  niathe- 
inathische  -  technische  -  naturwissenschaftliche  -  25  -Pfennig-  Bibliothek 
geschaffen. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und 
praktische  Aufgaben  werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen 
und  mit  Angabe  der  Namen  verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die 
Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser,  Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischer- 
feldstrasse 16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung  thunlichst  berücksichtigt. 


Stuttgart,  Oktober  1881. 
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Vollständig  gelösT^^ 


Aufgaben  -  Sammlung 


in  Frankfurt  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 


Mechanik. 

Staük,  oder  die  Lebre  vom  Gleicligewiclit  fester  Körper. 

(Fortsetzung  von  Heft  31.)    Seite  17—32,  mit  6  Kguren. 

Inlialt: 

Ezp«rimeiitoll«  Prafang  des  SateM  Hb«  das  Parallelogramm  der  Krftfte.  —  GelMte  Aufgaben  Aber  das 
Parallelogramm  der  Kräfte,   bezw.  Aber  Znsammensetsimg  und  Zerl^ung  sweler  unter  beliebigem  Winkel 

gegeneinander  wirkenden  Krftfte. 
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ü 

I        -  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstgebrauch  — 

mit 

Angabe  nnd  EntwicUnng  der  benntzten  Sätze,  Fonneln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 

de^l^clienkniisty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  hSlieren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Kechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik ^  Graphostatik,  Chemie,  Geodäsie,  Nautik, 
mathemat.  Geographie,  Asfronomie;  des  Maschinen-,  Strarsen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
BrQcken-  u.  Hoehban's;  der  Konstmktionslehren  als:  darsteU«  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspeotiTe,  Schattenkonstmktlonen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,  zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  nnd  zur  rationellen  Verwertung      | 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von  H 

Dr.  Adolph  HLleyer^ 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  i^velchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich 
in  3 — 4  Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  2h  /^  pro  Heft  und  bringt  eine  Samm- 
lung der  wichtigsten  und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesammtgebiet« 
der  Mathematik  9  Physik,  Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des 
Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Brficken-  und  Hochbaues,  des  konstruk- 
tiven Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  vollständig  gelöster  Form,  mit  vielen 
Figuren,  Erklärungen,  nebst  Angabe  und  Entwicklung  der  benutzten  Sätze, 
Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung  Jeder- 
mann verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte 
erschienen  ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesammtheit  ergänzen  und  alsdann 
auch  alle  Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen 
selbstständigen  Kapiteln  angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche 
der  eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben) 
des  Studierenden  überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den 
Schulunterricht  benutzt  werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in 
besonderen  Heften  für  die  Hand  des  Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines 
jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen  und 
erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betrelTende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch- 
naturwissenschaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I. 
und  n.  Ord.,  gleichberechtigten  höheren  Bürgerschulen,  Privatschnlen 
Gymnasien,  Realgymnasien,  Progymnasien,  Schullehrer-Seminaren,  Poly- 
techniken, Techniken,  Baugewerkschulen,  Gewerbeschulen,  Handelsschulen, 
techn.  Torbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbl.  Fortbildungsschulen, 
Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftsschnlen,  Militar- 
schulen,  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten,  als  z.  B.  für  das  Eiigährig- 
Freiwillige  und  OfBziers-Examen,  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  techni- 
schen und  naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese,  Schritt  fDr 
Schritt  gelöste,  Aufgabensammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule 
erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc.  erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der 
Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  derjenigen  Aufgaben  gezeigt, 
welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch  die  über- 
aus grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 


Das  Parallelogramm  der  Kräfte. 


17 


Uttifsreelinnng  2. 

%  647,847  =  2,8114678 

47 


2,8114725 


log  400=     2,6020600 

+  log  sin  45  °  =     9,8494850-10 

12,4515450-10 
—%  647,847  =  -2,8114725  (Hüif«.  2) 

log  sin  ß  =     9,6400725-10 

0675 


mithin  : 

^  =  25°  53^1,2" 

und 

7  =  a  —  ß  oder: 

7  =  45«— (25°  53' 11,2") 

y=19^6'48,8" 


50 
43,4 

"6,6 
8,6 


Znsatz  3.  Aus  der  Konstruktion  in 
Zusatz  1,  ebenso  aus  der  Rechnung  in 
Zusatz  2,  ergibt  sich: 

a).  Der  Winkel  (/),  welchen  die  Resultante 
B  mit  der  grosseren  Kraft  Q  bildet, 
ist  kleiner  als  der  Winkel,  welchen 
sie  mit  der  kleineren  Kraft  P bildet. 

Da«  femer  in  dem  Falle ,  in  welchem 
die  Seitenkräfte  P  n.  Q  einander  gleich 
sind,  das  konstruiert  gedachte  Paral- 
lelogramm ein  gleichseitiges  (eine 
Raute)  ist,  so  ergibt  sich  hieraus: 

b).  Die  Winkel  /  und  ß,  welche  die  Resul- 
tante R  mit  den  Klüften  P  und  Q 
bildet y  sind  gleich,  wenn  diese  Krfifte 
P  und  Q  gleich  sind. 


Zusatz  4.  Experimentelle  Prüfung  des 
Satzes  über  das  Parallelogramm  der  Kräfte. 

Wirken  auf  einen  materiellen  Punkt 
zwei  Kräfte  unter  beliebigem  Winkel, 
so  kann  man  zwischen  diesen  Kräften, 
nach  derErkl.  7,  Gleichgewicht  her- 
stellen, wenn  man  eine  dritte  Kraft  an- 
bringt, welche  gleich  der  Resultante 
jener  Kräfte  ist  und  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  dieser  Resultante 
wirkt. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  kann  man 
die  für  das  Parallelogramm  der  Kräfte 
ausgesprochenen  Behauptungen  (siehe 
Lehrsatz  2  und  Zusatz  8)  experimentell, 
wie  folgt  prüfen: 

Mechanik.    Statik,  oder^die  Lehre  ▼.  Gleiohgewioht  fetter  KOrper. 
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Statik,  oder  die  Lehre  yom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


In  Figur  6  seien  a  und  h  zwei 
Rollen,  welche  in  den  beweglichen 
Hülsen  c  und  d  ruhen  und  mittelst 
den  Stellschrauben  f  und  g  an  den 
vertikalen  und  runden  Stäben  hi  und 
hl  so  festgestellt  werden  können,  dass 
die  Rinnen  dieser  Rollen  in  eine  ver- 
tikale Ebene  zu  liegen  kommen. 

Legt  man  nun  in  die  Rinnen  der 
Rollen  a  und  h  eine  Schnur,  deren 
Enden  mit  den  Gewichten  P  und  Q 
belastet  sind,  und  bringt  in  einem  f 
beliebigen  Punkte  m  der  Schnur  ein 
drittes  Gewicht  JR  an,  so  werden  sich 
diese  Gewichte  P,  Q  und  i2,  bezw.  die 
in  den  Richtungen  mn,  mp  und  mq 
wirkenden  Kräfte,  wie  in  der  Figur 
angedeutet  ist,  in's  Gleichgewicht 
setzen  und  man  kann  prüfen,  ob 
zwischen  den  Kräften  P,  Q  und  B 
und  deren  Richtungen  die  in  dem 
Lehrsatze  2  und  dem  Zusätze  3  aus- 
gesprochenen Beziehungen  stattfin- 
den; denn: 

ist  z.  B.  das  Gewicht  P  =  300  Gramme  (oder  kg) 

„       (2  =  400 
und    ;,  „       R  =:  650         ;, 

(man  vergleiche  über  diesre  angenom- 
menen Zahlenwerte,  das  in  dem  Zu- 
sätze 1  konstruierte,  bezw.  in  dein 
Zusätze  2  berechnete  Zahlenbeispiel), 
so  müssen  die  Schnüre  mn  und  mp^ 
bezw.  die  in  m  wirkenden  Kräfte  P 
und  Q,  den  Winkel  von  45  ^  miteinander 
bilden,  ebenso  muss  die  nach  mr  rück- 
wärts verlängerte  Richtung  der  Kraft  R, 
die  Winkel: 

ß  =  26'  (bezw.  =  25^53' 11,2'0  und 

y  =  19°(  „  =  19^6' 48,8") 
mit  den  Richtungen  mn  und  mp  bilden 
(man  vergleiche  diese  Werte  mit  dem 
analogen  Zahlen -Beispiel  in  Zusatz  1, 
bezw.  Zusatz  2).  Dass  dies  dei;  Fall  ist, 
davon  kann  man  sich  überzeugen,  wenn 
man  das  aus  denselben  Zahlen  kon- 
struierte Parallelogramm,  Figur  4,  so 
hinter  die  Schnüre  in  Figur  6  hält,  dass 
der  Punkt  Ä  hinter  m  und  die  in  Figur  4 
über  Ä  verlängert  gedachte  Resultante 
AD  hinter  die  Richtung  mq  der  Kraft 
R  in  Figur  6  zu  liegen  kommt. 


Figur  6. 


4u 


(  .   .) 

(eigentlich  =  647,847  Gramme,  bezw.  kg) 


Aufgaben  Aber  das  ParaUelogramm  der  Krftfte. 
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Anmerkung  4.  Nachstehende  Aufgaben 
sind  durch  Rechnung  gelöst,  ausgenommen 
in  einigen  allgemeinen  FäUen,  welche  zur 
Erklärung  dienen.  Analoge  Aufgaben, 
welche  durch  Konstruktion  gelöst  sind, 
findet  man  in  dem  Kapitel:  Die  graphi- 
sche Statik. 


1).  Gelöste  Aufgaben. 


Aufgabe  7.  Auf  einen  materiellen 
Punkt  wirken  unter  einem  rechten  Win- 
kel zwei  Kräfte,  von  12  und  85  kg;  wie 
gross  ist  die  Mittelkraft  derselben? 

Figur  7. 


ErkL  28«  Ist  in  einem  Parallelogramm,  wie 
ab  cd  in  Figur  7,  ein  Winkel  (cab)  ein  rechter 
Winkel,  so  sind  auch  alle  übrigen  Winkel  rechte 
Winkel,  d.  h.  das  Parallelogramm  ist  ein  recht- 
eckiget Ijgr  oder  ein  Rechteck  (siehe  Planimetrie: 
Das  Parallelogramm). 


Hlllfsreeliniiniren. 

1).    12  .  12  =  144  2).    35  .  35 


3).   Vl8  69  =  37 

9 

6  469 

469 

*m» 


175 
105 


1225 


Gegeben:  P  =  12 1 ,       ^  ,  _^„ 

e  =  35r«'''+^=^^ 

Gesucht:  B  =  7 

Auflösung.  Stellen  die  Strecken  ab 
und  a  Cj  in  Figur  7,  die  an  dem  Punkte 
a  unter  rechtem  Winkel  angreifenden 
Kräfte:  a6  =  P=  12kg  und  aC'=Q  = 
85kg  dar,  so  ist  die  gesuchte  Mittel- 
kratt  ü,  nach  dem  Lehrsatz  2,  mit  der 
Diagonale  ad  des  über  ab  und  ac  kon- 
struiert gedachten  Parallelogramms  be- 
stimmt. 

Da  nun  das  Parallelogramm  abdc  nach 
der  Erkl.  22  ein  Rechteck,  ausserdem 

bd  =:  ac  =^  Q  und 

cd  =^ab  =  P  ist,  so  hat  man  in 

jedem  der  rechtwinkligen  Dreiecke  abd 
und  acd^  zwischen  den  durch  die  Linien 
ab,  ac  und  ad  dargestellten  Kräfte:  P, 
Q  und  Ry  nach  dem  pythagoreischen 
Lehrsatze,  die  Relation: 

R^=  P»  +  C»  oder,  für  P  und  G 
die  gegebenen  Werte  substituiert: 

ij«=^12»-f-35\    Dies  gibt: 

R  =  ^^12' -+^35^  oder  nach  den 
nebenstehenden  Hülfsrechn.  1).  und  2).: 

R  =  V*144  + 1225  ==  ^1869' 
und  nach  Hülfsrechn.  3). : 

JR  =  37 

Die  gesuchte  Mittelkraft  ist  somit  == 
37  kg. 


Aufgabe  8.  Auf  einen  materiellen 
Punkt  wirken  unter  einem  rechten  Win- 
kel zwei  Kräfte,  nämlich: 


20  Statik,  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 

P  =  Vs  —  41^3 '  und  ,  r i^.^ 

^  Gegeben:  P  =V8— 4 V3I 

Wie  gross  ist  die  Resultante  dieser 
Kräfte,  und  wie  gross  sind  die  Winkel,   Gesucht:  B,  /?  und  y  =  ? 

welche  die  Resultante  mit  den  gegebe- 
nen Kräften  bildet?  Anflösung.  Analog  der  vorhergehen- 
den Aufgabe,   erhält  man  für  die   ge- 
suchte Resultante  B,  die  Gleichung: 

Diese  Gleichung  reduziert,  gibt: 

R  =  Vs  —  4  ys  +  8  +  iyf  oder: 

R  =  yie"  und 

jß  =  4.     Die   gesuchte   Resultante    ist 
somit  =  4  kg. 

Zur  Berechnung  des  Winkels  ß^  siehe 
Figur  7,  welchen  die  Resultante  R  mit 
der  Kraft  P  bildet,  hat  man  in  dem 
bei  b  rechtwinkligen  Dreieck  abd,  unter 
anderem,  die  Relation: 

bd        Q 
Hfllferechming«  tgß  =^  — r  =  ~^ 

ab        F 

V  3     =  1,732  —  Setzt  man  für  P  und  Q  die  gegebe- 

nen Werte  ein,  so  erhält  man: 


2,200 

_  189 

34.1100  tgß  =  J^ÜIL^'j^  oder: 


_    ^8  +  4^3 


1029 


346,7100 
6924 


tgß 


V8~4V3 

V         O  A    t>ö- 


176  U.  S.  f.  if  ^'  K      g_^  Vg- 

oder  nach  nebenstehender  Hülfsrechnung: 

tafi  —  \/8+4  . 1,732  __  A/8  + 6,928  ___  A/^14,928 
^P^   \    8—4.1,732  ■"   Y    8  —  6,928  "^  Y     1,072 

Diese  Gleichung  logarithmiert,  gibt: 

logtgß  =  ^  [log  14,928  —  log  1,072] 

Nun  ist: 

?öj5f  14,928  =     1,1740016 
—  %  1,072  =  -0,0301948 

1,1438068 
1 


logtgß  =     0,5719034 


Aufgaben  über  das  Parallelogramm  der  Kr&fte. 
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8688 


mithin:  40 1 

ß  =  74®  59'  54,76''  (siebe  Erkl.  23) 


ErkL  83.    In  Betreff  der  Bestimmnng  der   oder,  abgerundet: 
Sekundenteile  (4^76"),  siehe  man  das  Kapitel: 
Die  LogarHhmen.  —  In  Betreff  der  trigonometr. 
Funktionen,  siehe  man:    Trigonometrie,   das 
rechtwinklige  Dreiecic. 


/J  =  75®  (siehe  Erkl.  24) 


ErkL  24»  Das  Berechnen  der  Winkel  bis 
auf  Sekunden  genau  hat  bei  Anwendung  der 
Statik  in  der  IVaxis  Iwinen  Wert. 

Die  genaue  Berechnung  der  Winkel  in  die- 


Den  Winkel  /,  welchen  die  Resultante 
jR  mit  der  anderen  Seitenkraft  P  bildet, 
kann  man  unabhängig  von  ß  aus  dem 
rechtwinkligen  Dreieck  abd,  mit  Hülfe 
der  Relation: 

tgy  =i-^-  auf  analoge  Weise  be- 
stimmen, oder  man  kann  denselben  ab- 


sem  Werke  ist  für  die  FäUe,  in  welchen  diese  hängig  von  ß  bestimmen,   wenn  man 

Aufgaben  dem  Studierenden  zugleich  auch|nr  berücksichtigt,  dass: 

Einübung  mathematischer  (loganthmischer)  Be-  ^  ^ 

geln  dienen  sollen.  ß-\-}  =  2^bac  =  It  =  90^  mithin : 

y  =  90« — ß  =  90»  —  (74"  59'  54,76") 
ist.    Hiemach  erhält  man: 

y  =  15°0'5,24"  oder  abgerundet: 

y  =  15°   (siehe  Erkl.  24) 


Aufgabe  9.  Zwei  Kräfte  P  und  Q, 
deren  Intensitäten  im  Verhältnisse  von 
4 : 5  stehen,  greifen  imter  rechtem  Win- 
kel an  einem  materiellen  Punkte  an; 
welche  Winkel  bildet  die  Resultante  mit 
diesen  Kräften  P  und  Q7 


Gegeben:  PiQ  =  4:5;  ß  +  y=:90^ 
Gesucht:    ß  und  /  s=  ? 

Auflösung.  Angenommen  das  Ver- 
hältnis 4:5  der  Kräfte  P  und  Q,  welche 
unter  rechtem  Winkel  an  dem  materiel- 
len Punkte  a  wirken,  sei  durch  das  Ver- 
hältnis der  Längen  der  beliebigen 
Strecken  ab  und  ac,  siehe  Figur  7,  dar- 
gestellt, d.  h.  ab  sei  =  4  und  ac  =  5 
irgend  welcher  Längeneinheiten.  —  Die 
Richtung  der  Resultanten  12  jener  Kräf- 
ten ist  alsdann,  nach  Lehrsatz  2,  durch 
die  Richtung  der  Diagonalen  ad  des 
Rechtecks  ab  de  gegeben. 

Zur  Berechnung  des  Winkels  /?,  wel- 
chen die  Resultante  R  mit  der  Kraft  P 
bildet,  hat  man  in  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  abd,  die  Relation: 

hd      ^ 
tgß  =  — £-  oder: 
ao 
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Statik,  oder  die  Lehre  Tom  Gleichgewicht  fester  KArper. 


Diese  Gleichung  logarithmiert,  gibt: 

logtgß  =  log  5  —  log^ 

Nun  ist:         log5  =^    0,6989700 
—  %4  =  ->0,6020600 

logtgß  =     0,0969100 

8898 


202 
172,4 

mithin:  25,8 

ß  =  5V  20'  24,6"  (siehe  Erkl.  25) 

oder,  abgerundet: 

ß  2=  51"  20'  (siehe  Erkl.  24). 

Den  Winkel  f  findet  man  auf  einfache 

Weise  aus  der  Betrachtung,  dass: 

y-^ß=z2i,bac  =  R  =  90^  oder: 
y  =  90<»_5r20'24,6"  ist. 
Hiemach  erhält  man: 
y  =  38" 39' 35,4"  oder,  abgerundet: 

y  =  38**  40'   (siehe  Erkl.  24). 


Aufgabe  10.  Die  an  einem  Punkte 
wirkende  Kraft  R  =  100  kg  soll  in  zwei 
rechtwinklig  gegen  einander  wirkende 
Komponenten  P  und  Q  zerlegt  werden, 
und  zwar  so,  dass  die  Kiait  B  mit  der 
Komponenten  P  einen  Winkel  von  75® 
bildet?  Wie  gross  sind  jene  Kompo- 
nenten P  und  Q? 


Figur  8. 


Gegeben:   E  =  100  kg  j.^^^^,,. 
Gesucht:    P,  Q  =  7 


Aaflösang.  Ist  in  Fig.  8  die  Grösse 
der  gegebenen  Kiaft  JB  =  100  kg  durch 
die  Länge  der  Strecke  ad  dargestellt 
und  wirkt  die  eine  der  gesuchten  Kom- 
ponenten, nämlich  P  in  der  Richtung 
am  unter  dem  Winkel  ß  =  75^  gegen 
die  Richtung  ad  der  gegebenen  Kraft 
i2,  so  findet  man  die  Grössen  der  ge- 
suchten Komponenten  P  und  Q,  da  die- 
selben rechtwinklig  zu  einander  wirken 
sollen,  indem  man  in  a  zu  am  die 
Senkrechte  an  errichtet  und  durch  den 
Punkt  d  die  Linien  dbjan  und  de  am 
zieht. 

In  dem  entstandenen  Rechteck  abdc^ 
ist: 


Aufgaben  Aber  das  Parallelogramm  der  Kräfte. 
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Hfllftreehniiiigeii« 

1).    logg^zloglOO-^logsinlb^ 


Nan  ist:       loßlW^ 
+  log  sin  75* 


mithin: 


:   2,0000000 

;    9,9849488—10 

11,9849438—10 

oder:    logQ  =    1,9849438 

9412 

26 
27 


hd=:ac  =  Q  und 

cd  =  ab  =  P  und  man  kann  in 
jedem  der  rechtwinkligen  Dreiecke  abd 
und  adCy  die  Relationen  aufstellen  : 

1) sinß  =  1- 

2) 


cos  ß  ■=  ^ 


Q  =  96,5926 


2).    log  F  =  log  100  +  log  coa  75* 

Nun  ist:       log  100  =   2,0000000 

-f  log  coa  75«  =   9,4129962—10 

11,4129962—10 


oder:     logF  =   1,4129962 

9811 


mithin: 


P  =  25,8819 


151 

150,3 


Aus  vorstehender  Gleichung  1).  erhält 
man  mit  Rücksicht  der  gegebenen  Zah- 
lenwerte: 

ö  =  100 .  sin  75»,  oder  nach  Hülfs- 
rechnung  1).: 

Q  =  96,5926  kg 

Aus  vorstehender  Gleichung  2).  erhält 
man  mit  Rücksicht  der  gegebenen  Zah- 
lenwerte : 

P  =  100 .  cos  75^  oder  nach  Hülfs- 
rechnung  2).: 

P  =  25,88  kg 

Zur  Kontrolle  der  Richtigkeit  der  be- 
rechneten Grössen,  muss: 

iJ'=P»+^'  sein. 


Aufgabe  11.  Die  an  einem  materiellen 
Punkt  wirkende  beliebige  (unbestimmte) 
Kraft  B  soll  in  zwei  rechtwinklig  gegen 
einander  wirkenden  Kräfte  P  und  Q, 
welche  in  dem  Verhältnisse  48 :  55  ste- 
hen, zerlegt  werden.  Wie  gross  ist  jede 
der  Komponenten? 

Figur  9. 


Erkl.  26*  Da  in  Figur  9,  die  Strecke  am 
(=  no)  48  und  die  Strecke  an  (=  mo)  55  ir- 
gend welche  Längeneinheiten  darstellen,  so  ist: 


Gegeben:  Pi^  =  48:55;  /J-j-y  =  90» 
Gesucht:  P  und  Q  =  ? 


Auflösimg.  Man  denke  sich  auf  den 
Schenkeln  eines  rechten  Winkels  fag, 
Figur  9,  von  a  zwei  Strecken  am  und 
an^  welche  sich  wie  48:55  verhalten, 
abgetragen  und  das  Rechteck  amon 
über  nam  konstruiert,  alsdann  gibt  die 
Diagonale  ao  die  Richtung  der  gege- 
benen beliebigen  Kraft  R  an. , 

Nimmt  man  nun  an,  die  Intensität 
der  gegebenen  Kraft  B  sei  z.  B.  durch 
die  Länge  der  in  der  Richtung  von  ao 
abgetragenen  Strecke  ad  dargestellt, 
und  man  zieht  durch  d: 

de  II  ag  und 

db\\af,  so  repräsentieren  die  Län- 
gen der  Strecken  ab  und  ac  die  ge- 
suchten Komponenten  P  und  Q  der  be- 
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00«=  öm^-fmö*,  bezw.  liebigen  Kraft  R,    und   man  kann    in 

r jedem  der  rechtwinkligen  Dreiecke  abd 

ao  =Y482  +  55«   derselben  Längen-  ^^^  ^^^  ^j^  Relationen  aufstellen: 

einheiten,  und  man  hat: 

wi  0                55              ,  l^                        sin  Ä  =  — 

8inß  = =..__-.      _-   oder:  ^^ öir^p^  j^ 

«ö        Y482  +  55» 
Äm/?=  If    (8.  Httlfsrechn.  1).,  2j.  u.  3).)   2) COS  ß  = -g 

Aus   vorstehender  Gleichung  1).  er- 

Erkl.  26.   Analog  der  Erkl.  25  erh&lt  man:  hält  man: 

co8ß=  ?—  = J^__  -=-  oder:  Q  =  JB .  5tn  jj,  oder  mit  Rücksicht 

"^      Y  48*  +  55^  des   für  5tn  /J  in  Erkl.  25  gefundenen 

48                                    ^^  Wertes: 

co%  ß  =  -_„-  (8.  Hülfarechn.  1).,  2).  u.  3).)  cc 

^  <2  =  -?|^ 


Aus  vorstehender  Gleichung  2).  er- 

l)._48^.48  2)._55^^55_  hält  man: 

384  275 

192  275  P=  i?.co5/J,  oder  mit  Rücksicht 

~"2304~  3025  des  für  cos  ß  in  Erkl.  26  gefundenen 

_  Wertes:* 

3).  V2304  +  3025  =  V53|29  =  73  x>  __  ^8   p 

49  ^—  73^ 


14'429 
429 


Aufgabe  12.    Die  an  einem  materiel- 
len Punkt  wirkende  Kraft  R  =  340  kg 

soll  in  zwei  rechtwinklig  gegeneinander      Gegeben:  iJ  =  340kg;/J  +  y  =  90« 
wirkende   Kräfte  P  und  Q  so   zerlegt      Gesucht:  P  =  ?,  wenn  ö  =  P4-l64kg  ist. 
werden,  dass  die  Kraft  Q  um  164kg 
grösser  ist  wie  die  Kraft  P*    Wie  gross 

sind  diese  Komponenten  P  und  Q?  Auflösnng.    Zwischen  den  drei  Kräf- 

ten: P,  Q  und  R  besteht  in  dem  recht- 
winkligen Dreiecke  abd^  siehe  Figur  8, 
nach  dem  pythagoreischen  Lehrsatze, 
die  Relation: 

Erkl«  27.    üeber  das  Auflösen  unrein  qua-  .    ■r.     ,    .  , 

dratischer  Gleichungen,  vergl.  man  das  Kapitel:  R^  =  P^  +  Q\  oder  mit  Rücksicht, 

Die  quadratischen  Gleichungen.  ^jj^gg    jß  «_  340  j^g  ^^^ 

Q  =  (PH-164)kg  ist: 
340' =  P'  +  (P+ 164)'  Diese  Glei- 

Erkl.  28.  Bei  der  nummerischen  Ausrech-  chung  nach  P  aufgelöst,  gibt  der  Reihe 

nung  der  Differenz  zweier  Quadrate  kann  man  q3^(«}^  • 

mit  Vorteil,  die  Regel:  •  ißipj.  IßA* 

(a'  -  h^)  =  (a  +  &)  (a  -  h)  benutzen.  ^^^   -  P  +  P  +  2  .  lb4P-|-  104 

Vergl.  das  Kapitel:   Die  Potenzen.  2P'-f-  2  .  164P=  340'—  164' 

340' 164* 

P'+164P=  ^  -ö-^^^  (8.  Erkl  27) 


Aufgaben  über  das  Parallelogramm  der  Krftfte. 
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HIllfsreeluiDiigeii* 

1).  _82^82 

164" 
656 


6724 


2).    504.88 


/p  ,  164\*_  (340+164)(340— 164)       /164\» 


40S2 
4082 

44352 


■P+ 


164 


=±Y 


(•iehe  Brkl.  28) 


504.176      /164y 


3).  Yb  10  76 
4   _ 

"4|il0 
84 


=  226 


44  2676 
2676 


2         ^  ^  2 

P=—~  4-\/^504 .  88  +  82' 

P= 82  +  \^i4352  +  6724      (••  Httlfirechn.  1).  u.  2).) 

P=:_82+V51076 

P= 82  -f-  226    («iehe  Hfllfirecbn.  8).) 

Die  gesuchte  Komponente  P  ist  hier- 
nach =  144  kg,  folglich  ist  die  Kompo- 
nente (?  =  144  +  164  =  308  kg. 


Aufgabe  13.  Die  an  einem  materiel- 
len Punkt  wirkende  Kraft  jB  =  100  kg 
soll  in  zwei  gegeneinander  rechtwinklig 
wirkende  Kräfte  P  und  Q  zerlegt  wer- 
den, von  welchen  die  erstere  Kraft  P 
=  60 kg  sein  soll;  wie  gross  sind  die 
Winkel,  welche  die  Kraft  R  mit  ihren 
Seitenkräften  P  und  Q  bildet? 


Gegeben:  ü  =  100kg|  _ 

p  =  60kg  f  p'T-y— 

Gesucht:    ß  und  ^  =  ? 


90« 


Hfllfsrechnnug* 

log  C08ß  =  logZ  —  loß  5 
Nun  ist:    logZ  =  (+1)0,4771 213 (-i)  (■.Erki.29) 


Anflösung.  Analog  der  vorhergehen- 
den Aufgabe  stellt  in  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  ahd,  Figur  8,  die  Länge 
der  Kathete  a6  die  Kraft  P  =  60  kg 
und  die  Länge  der  Diagonale  ad  die 
zerlegte  Kraft  R  =  100  kg  dar,  mithin 
hat  man  zwischen  diesen  Grössen  und 
dem  gesuchten  Winkel  /},  die  Relation  : 


=  -^7r  oder: 


—  Zogr  5  =     -  0,6989700 


0,7781518—1 


+10 


(■.  SrU.  29) 


60 
100 



6 
10 

3 

log  COS  ß  = 


9,7781513 
1467 


46 
28 


mitbin : 


18 
ß  =  5S«  7'  50"  19,6 

—  1,7"  (■.  Erkl.  29) 

ß  =  58*  T  48,8^^ 


cosß  = 


cosß  = 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  nach 
nebenstehender  Hülfsrechnung  für  den 
Winkel  /?,  welchen  die  Kraft  22  mit  ih- 
rer Komponente  P  bildet: 

ß  =  53'*7'48,3"  oder,  abgerundet: 

ß=  53^8' 


Den  Winkel  y,  welchen  die  Kraft  B 
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mit  ihrer  zweiten  Komponenten  Q  bil- 
det, findet  man  am   raschsten   durch 

£rkL29.  SoUten  dem  Studierenden  gewisße  A.bzug;  es  ist  nämlich: 
Hegeln,  welche  heim  Aufschlagen  v.  Logarithmen 


zu  beachten  sind,  nicht  mehr  im  Gedächtnisse 
sein,  so  wird  das  Kapitel:  Die  Logarithmen  zur 
Durchsicht  empfohlen;  denn  in  diesem  Kapitel 
sind  alle  nur  denkbaren  möglichen  Fälle  durch 
Beispiele  erläutert. 


/J  +  y  =  90",  mithin: 

y  =  9Q^  —  ß  =  90^—  53«  T  48,3 

y  =  36«52'll,7" 
oder,  abgerundet: 
y  =  36«  52' 


Aufgabe  14.  An  einem  materiellen 
Punkte  wirken  zwei  gleiche  Kräfte  von 
je  200  kg  unter  einem  Winkel  von  45® 
30';  wie  gross  ist  die  Resultante  dieser 
Kräfte  ? 

Figur  10. 


ErkL  HO*  Sind  in  einem  Parallelogramm 
zwei  anstossenden  Seiten  gleich,  so  sind  aUe 
vier  Seiten  gleich,  d.  h.  das  Parallelogramm 
ist  ein  gleScl»eitiges  —  eine  sogenannte  Raute. 

Erkl.  81.  In  jedem  Parallelogramm  sind 
die  gegenüberliefrenden  Winkel  gleich.  Im 
gleiohseltigeR  Parallelogramm  werden  die  Win- 
kel durch  die  Diagonalen  halbiert. 

Erkl.  82«  Zwischen  der  Basis  (B),  dem 
Schenkel  (P)  und  dem  Basiswinkel  (-öt)  ^^^ 

gleichschenkligen  Dreiecks  {abd  in  Figur  10), 
besteht  die  Relation: 

p 9  p    ^^e  ^     (wehe  Trigonometrie ,  das 

Jl  —  ^ir  .  vus  ^       gleichsohenkl.  Dreieck) 

denn:  F&Ut  man  in  Figur  10  den  Perpendikel 
hf  auf  die  Basis  ad  {=  B)  des  gleichsohenkl. 
Dreiecks  ahd,  so  entstehen  die  rechtwinkligen 
und  kongruenten  Dreiecke  abf  und  bdf.  In 
jedem  derselben  hat  man: 


Gegeben:  P=  ^  =  200kg 

a  =  45«  80' 
Gesucht:  B  =  ? 

Auflösung.  Stellen  die  gleichen 
Strecken  ab  und  ac  in  Figur  10,  die 
an  dem  Punkte  a  unter  dem  Winkel  a 
{=  45*  30')  angreifenden  gleichen  Kräfte 
P  und  Q  —  je  =  200  kg  —  dar,  so  ist 
die  gesuchte  Mittelkraft  ü,  nach  dem 
Lehrsatze  2,  mit  der  Diagonale  ad  des 
über  ab  und  ac  konstruiert  gedachten 
Parallelogramms  bestimmt. 

Da  nun  das  Parallelogramm  ab  de 
nach  der  ErkL  30  ein  gleichseitiges,  eine 
Raute  ist,  weil: 

ab  =  ac  =  bd  =  cd  =  P=zQ  =  200kg, 

mithin  auch  nach  der  Erkl.  31 : 


2i,dab  =  2i.cad  =  Zf^adb  =  2i.adc  = 

a  _  45°  30- 
2  ""      2 


=  22U5' 


ist,  so  hat  man  in  jedem  der  gleich- 
schenkligen Dreiecke  abd  und  acd 
zwischen  den  durch  die  Linien  ab^  ac 
und  ad  dargestellten  Kräften  P,  Q  und 
B,  nach  der  Erkl.  32,  die  Relation: 


a 


a        af         2 
2        ab        P 

J2=r2P.C05-|- 


"2P' 


mithin  ist: 


E  =  2P.cos~- 

Substituiert  man  in  diese  Gleichung 
die  gegebenen  Zahlenwerte,  so  ist: 

iJ  =  2 .  200 .  cos  22* 45'  oder: 

i2  =  400.cö522«45' 

Diese  Gleichung  logarithmiert,  gibt: 

log  R  =  log  400  +  log  cos  22  °  45' 
Nun  ist: 
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log  iOO  =   2,6020600 
-^  log  cos  22'' 4t5'  =   9,9648256-10 

12,5668856-10 

oder:    logE  =   2,5668856 

8851 


mithin:  R  =  368,88.  ^ 

Die   gesuchte  Resultante   ist  somit, 
abgerundet  =  869  kg. 


Aufgabe  16.     An  einem  materiellen  Gegeben:  P  =  ö  =  80  kg 

Punkte  wirken  zwei  gleiche  Kräfte  von  '  B  =  50  kg 

je  =  80kg;  wie  gross  ist  der  Winkel,  Gesucht:  a  =  ? 

den  diese  Kräfte  einschüessen,  wenn  die 

Resultante  derselben  =  50  kg  ist?  Auflösung.  Analog  der  Auflösung  der 

vorigen  Aufgabe  hat  man  in  dem  bei  / 
rechtwinkligen  Dreiecke  abf^  siehe  Fi- 
gur 10,  zwischen  der  Kraft  P,  der  Re- 
sultante 12  und  dem  gesuchten  Winkel  a» 

die  Relation: 

B 

a        af         2         JR 


cos 


2  "~  a6  ""  P       2P 


oder  mit  Rücksicht  der  gegebenen  Zah- 
lenwerte : 


a 
cos^-  = 


so  5 


2        2 .  80        16 
Diese  Gleichung  logarithmiert,  gibt: 

log  cos  y  =  Zögf  5  —  %  16 

Nun  ist:  logS=^  (+1)  0,6989700  (-1) 
—  %16  =     -1,2041200 

9,4948500-1 
+  10 

log  cos  4  =         9,4948500 

^  8126 


mithin : 

874 

884 

a 

2  " 

« 

71^ 

»47' 30'' 

—  6''    (»ieh«  BrU.») 

a 
2  " 

7V 

» 47'  24" 

Für  den 
somit: 

gesuchten  Winkel  a 

:  hat 

man 

a  = 

143°  34' 48"    ' 
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Aufgabe  16«  Die  an  einem  materiel- 
len Pnnkt  wirkende  Kraft  JS  =  250  kg 
soll  in  zwei  gleiche  Komponenten  zer- 
legt werden,  die  mit  jener  Kraft  die 
Winkel  von  10*  bflden;  wie  gross  sind 
diese  Komponenten? 


Gegeben:  B  =  250k9 

■  =  .0- 

Gesocht:    P  =  ^  =  ? 

Avflosmg.  Analog  der  Auflösung 
der  Aufgabe  14  erhält  man  zwischen 
den  in  Frage  stehenden  Grossen  aus 
dem  rechtii^ikligen  Dreieck  abf^  in 
Figur  10,  die  Relation: 

cos-^  =  — i-,  bezw. 
2        ab 


et  2 

cos-^  =  -p-  u.  hieraus  ergibt  sich : 


P  = 


R 


2.008 


Mit  Rücksicht  der  gegebenen  Zahlen- 
werte geht  vorstehende  Gleichung  über, 
in: 


P  = 


250 


2.C0510" 


oder: 


P  = 


125 


cos  10" 

Diese  Gleichung  logarithmiert,  gibt: 
log  P  =  log  12&  — log  cos  10» 

(-flO)  (-10) 

Nun  ist:      %125  =    2,0969100 

—  logcosW  =  +9,9933515-10 


IogP=     2,1035585 

5301 


mithin: 


P  =  126,928 


284 
278,6 


Da  nach  der  Aufgabe  die  gesuchten 
Seitenkräfte  gleich  sind,  so  hat  man  f&r 
jede  derselben,  abgerundet:  127  kg. 


Aufgabe  17«  Zwei  Kräfte  von  20 
und  80  kg  wirken  auf  einen  materiellen 
Punkt;  wie  gross  ist  die  Resultante  die- 
ser Kräfte,  wenn  der  Kosinus  des  Win- 
kels a,  welchen  jene  beiden  Kräfte  ein- 

schliessen,  =  y  ist? 


Gegeben:  P=  20 

Q 
Gesucht:   B  =  ? 


=  20», 
=  80r«' 


€08  a  = 


Auflösung«   Zwischen  der  gesuchten 
Resultante  ad  =  jß,  den  gegebenen  Sei- 


Aufgaben  Ober  das  Parallelogramm  del:  Kr&fte. 
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Figur  11. 


HOlftre^naBg. 


V 


93160  = 
81 


96,7 


18  1260 
1116 


192!  14400 
13489 


911 


tenkräften:  aft  =  P=  20kg,  ac=^bd  = 
^  =  80kg  u.  dem  Winkel  abd  =  {2R—a) 
siehe  Figur  11,  hat  man  nach  der  Erkl. 

18,  in  dem  stumpfwinkligen  Dreieck  abd, 
die  Kelation: 

R'=P'^Q^—2PQ.cos{2B—a) 

Substituiert  man  in  diese  Gleichung 
die  für  P  und  Q  gegebenen  Zahlenwerte 
und  berücksichtigt,  dass  nach  der  Erkl. 

19,  für  cos{2R — «)  =  — cosa  =  — ^ 
gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man: 

JB^  =  20^  4-  80'  —  2  .  20 .  80 .  —  4- 

5 

oder: 

40   80  4 
R'  =  400  +  6400  +         ,    ' 

5 

R  =  ±V680() +  256Ö 

R  =  y93"6Ö~ 

Die  gesuchte  Resultante  R  ist  so- 
mit, nach  nebenstehender  Hülfsrechnung, 
abgerundet  =  97  kg. 


Aufgabe  18.  Auf  einen  materiellen 
Punkt  wirken  unter  einem  Winkel  a  von 
75*  30'  zwei  Kräfte,  nämlich  P=  250  kg 
und  Q  =  800  kg;  wie  gross  sind  die 
Winkel,  welche  die  Resultante  R  dieser 
Kräfte  mit  denselben  bildet? 


Gegeben:  P  ==  250 

Q 
Gesucht:   y  und  ß  =  ? 


=SI'^«'-='5*8«' 


£rkl*  88.  Ein  trigonometr.  Lehrsatz,  heisst : 

„Die  Summe  zweier  Seiten  eines  Drei- 
ecks yerh&lt  sich  zur  Differenz  dieser 
beiden  Seiten,  wie  die  Tangens  der  hal- 
ben Summe  der  diesen  Seiten  gegen- 
überliegenden Winkel,  wie  die  Tangens 
der  halben  Differenz  dieser  WinkeP; 

*    «  +  /> 
a  +  6  ^^2 

in  Zeichen:    =  - 


a  — 6 


tg 


a-ß 


(siehe  Trigonometrie:  Das  tchiefwInMige  Dreieck). 


Auflösung.  Da  /?  +  /  =  «  =  75"  30' 
ist,  so  kennt  man  in  jedem  der  Drei- 
ecke abd  und  acd^  siehe  Fig.  11,  zwei 
Seiten,  nämlich: 

cd  =  ab  =  P  und 

bd  =z  ac  =  Q  und  die  Summe  der 
zwei  diesen  Seiten  gegenüberliegenden 
Winkel,  nämlich: 

^  +  y  =  a  =  75^30' 

Zur  Berechnung  der  einzelnen  Winkel 
ß  und  y  benutzt  man  daher  am  besten 
die  in  Erkl.  33  angeführte  Tangenten- 
formel; nach  derselben  ist: 


Q-P 


tg 


ß-Y 


Substituiert  man  die  für  Q,  P  und 
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ß  -\- 1  (=  «)   gegebenen   Zablenwerte, 
nämlich:  für  Q  =  300 

„    P=250 
und  für  /-±r-  =  -25«801  =  37O45. 

so  erhält  man: 

300 j-250  _  fffSyjS' 

300  —  250  '~~ZI^Y 

'y     2 

.        550         tgZVif,' 
oder:    -57;-=    -, 

Hieraus  erhält  man: 

g— y        50. ^37' 45^  _  tgZVlb- 
^     2     ~.        550'     '~       11 

Diese  Gleichung  logarithmiert,  gibt: 

logtg^^  =  log  tg  S7*4r>'— log  11 

Nun  ist: 

logtgS7'45'  =     9,8888996—10 
— %11  =-1,0418927 

logtg  ^^^  =      8,8475069—10 
^  8585 

mithin:  »*8* 

^p^  =  4''r35''  und 
1  /J  — y=8»3'10" 

Aus  den  Gleichungen: 

1  1).  .  .  /5  +  y  =  75*  80'  und  l     erhält  man 

I  2).  ../5  — y=     8®    3' 10"  Idurch  Addition: 

i  2^  =83"  83' 10" 

Der  gesuchte  Winkel  ^,  welchen  die 
•'  Resultante   22  mit  der  Komponente  P 

I  bildet,  ergibt  sich  hieraus,  mit: 

ß  =  41"  46^  85" 

Ferner  erhält  man  durch  Subtraktion 
der  Gleichungen  1).  und  2).: 

2  r  =  67"  26'  50" 

Für  den  gesuchten  Winkel«  y,  welchen 
die  Resultante  B  mit  der  Komponente  Q 
bildet,  erhält  man  hiemach: 

y  =  83"  48'  25" 


r 

1 


'S 


Gesucht:    P  und  Q  =  ? 


Aufgaben  Ober  das  Parallelogramm  der  Kr&fte.  31 

Aufgabe  19.  Eine  Kraft  R  =  1000kg  Gegeben:  i?  =  lOOO k^ 

soll  in  zwei  Komponenten  P  und  Q  zer-  ß  __  300  30' 

legt  werden,  deren  Richtungen  mit  jener  ^  __  400  50' 

Kraft  die  Winkel  von  80**  30'  und  40"  50' 
bilden;  wie  gross  sind  diese  Kompo- 
nenten? Anflösniig.  Hat  man  sich,  siehe  Fi- 
gur 11,  das  der  Berechnung  zu  Grunde 
liegende  Parallelogramm  ab  de  konstru- 
iert gedacht,  so  kennt  man  z.  B.  von 
dem  Dreieck  abd: 

die  Seite  ad  =  R  =  1000  kg 

den  Winkel  ß  =  30°  30' 

„       „        y  =  40"  50'  und 

„       „    abd  =  {2R—a)={2R—{ß+Y))  = 

(180"— (30«  30'  +40"  50'))  = 

(180«— 71"  20') 

und  man  kann  zwischen  diesen  Stücken 
und  den  gesuchten  Kräften  P  und  Q 
nach  der  Erkl  20,  die  Relationen  auf- 
stellen : 

P  sin  y 


1) 


2) 


•     •     • 


R        sin(2R  —  (ß+r)) 

Q sinß 

~R  ""  'sinl2R—{ß+Y)) 


Aus  vorstehender  Gleichung  1).   er- 
hält man: 

p R'Siny 

""  sm(2E  — (M^  r)j 

oder  mit  Rücksicht  der  für  jß,  ß,  y  ge- 
gebenen Werte  und  mit  Rücksicht  der 
Erkl.  21 : 

p  __     1000  .  m  40«  50'_  _  mO .  gjn  40^50^ 
Htllftreeluiniii:*  ~  Bin  (SO«  30'  +  40«  50')  ""        «tn  71»  20' 

l).lo^p=Z<^l000+Zoiir«tn40»50'-%m7i«20'      Djege  Gleichung  logarithmiert ,   gibt: 

Koa  ist:  Zo^l000=     8,0000000  ,      ^      ,     -^^^   ,   ^       .    .^«ka/ 

+  log  sinlo^  50'  =     9  8154854-10  %  P  =  Zojf  1000  +  hg  stn  40"  50'  — 

log  sin  7V  20' 

und  hieraus  erhält  man  nach  neben- 
stehender Hülfsrechnung  1): 

P=  690,166  oder,  abgerundet: 

P==  690  kg 

Aus  vorstehender  Gleichung  2).  er- 
hält man: 

^  _  R .  sin  ß 

^""  sin{2R  —  (ß+^)) 


—  Iosr«m71«20'  = 

logP-' 

mithin: 

P  =  690,166 

12,8154854—10 
9,9765318—10 

2,8389536 
9498 

38 
37,8 

32 


r 

Statik,  oder  die  Lehre  Tom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Hlllfsrecliiinng. 

2)JogQ=logl000-\'log8in^0n0'—log8inll^20* 

Nun  ist:  log  1000  =      3,0000000 

-\-  log  sin  30°  30'  =     9,7054689—10 

12,7054689—10 
—  log  sin  71«  20'  =     9,9765318—10 


mithin: 


log  Q  =     2,7289371 

9379 


Q  =  535,72 


oder  mit  Rücksicht  der  für  JS,  /3  und  j 
gegebenen  Werte  und  mit  Rttcksicht 
der  Erkl.  21: 

1000  .  gm  30"  30' 

^  "■        sin  7V  20' 

Diese  Gleichung  logarithmiert,  gibt: 

log  Q  =  log  1000  +  log  sin  30<>  30'  — 
log  sin  7  V  20' 

und  hieraus  erhält  man  nach  neben- 
stehender Hülfsrechnung  2): 

C  =  535,72  oder,  abgerundet: 

Q  =  536  kg 


Aufgabe  20.  Eine  an  einem  materiel- 
len Punkt  wirkende  Kraft  B  =  1000  kg 
soll  in  zwei  Komponenten  P  und  Q,  von 
welchen  P  ==  650  kg  und  ^  =  800  kg 
ist,  zerlegt  werden;  wie  gross  sind  die 
Winkel  ß  und  y,  welche. jene  Kraft  R 
mit  ihren  Komponenten  P  und  Q  bildet? 


Erkl«  34»    Ein  trigonometr.  Lehrsatz,  heisst: 

.Der  Sinns  eines  halben  Winkels  eines 
Dreiecks  ist  gleich  der  Quadratwurzel,  aus: 
dem  Produkte  aus  den  Di£ferenzen,  welche 
man  erhält,  wenn  man  von  der  halben 
Summe  der  drei  Dreiecksseiten  einmal  die 
eine,  ein  andermal  die  andere  der  den 
betreff.  Winkel  einschliessenden  Dreiecks- 
seiten abzieht;  dividiert  durch  das  Produkt 
der  Dreiecksseiten,  welche  den  betreffenden 
Winkel  einschliessen^, 

in  Zeichen: 


sm 


i=V 


(8-h)(S^c) 


Gegeben:  22=  lOOOj 

P  =  650     kg 
ö  =  800  ' 

Gesucht:    /J,  y  =  ? 

Anflösnng.  Hat  man  sich,  siehe  Fi- 
gur 11,  das  der  Berechnung  zu  Grunde 
liegende  Parallelogramm  aide  konstru- 
iert gedacht,  so  kennt  man,  z.  B.  in  dem 
Dreieck  ahd^  die  drei  Seiten,  nämlich: 

ad  =  iJ  =  1000  kg 
ah  =P  =  650  kg 
ld=ac  =  Q  =  800  kg 

und  man  könnte  zur  Auffindung  der 
Winkel  dieses  Dreiecks  den  in  der 
Erkl.  18  angegebenen  und  auch  in  der 
Aufgabe  17  angewandten  Gamot'schen 
Satz  (die  Kosinusregel)  anwenden.  Da 
aber  dieser  Satz  eine  logarithmisch 
unbequeme  Gleichung  liefert,  so  be- 
nutzt man  in  den  FäUen,  in  welchen 
man  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks 
kennt,  die  in  der  Erkl.  34  angeführte 
trigonometr.  Formel.  Nach  derselben  er- 
hält man: 


hc 


wenn  jS^  die  halbe  Summe  der  drei  Dreiecks- 

a-J-&-|-c 


1) 


Seiten,  nämlich: 


bedeutet  (siehe: 


Trigonometrie,  das  schiefwinklige  Dreieck).         2)  .  .  .   Sin 


(S-F)(S-B) 


P.B 


und 


(S-q)(s-B.) 


q.B 


wenn  in  diesen  Gleichungen: 


S  = 


_  P+C  +  JJ 


angenommen  wird. 


Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfltze  für 
den  Schul-Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen 
Teiles  der  mathematischen  Disciplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in 
den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  erübrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem 
Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  vollständige  Anleitung  in  die  Hände 
gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  gehabten  Regeln,  For- 
meln, Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  yerwerten.  Lust,  Liebe  und 
Yerstibidnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Arehitekten,  Teehnlkem  und  Fachgenossen  aller 
Art,  Militärs  etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  AuffHschung  der  erworbenen 
und  vielleicht  vergessenen  mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch 
ihre  praktischen  in  allen  Berufszweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem 
toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und  somit  den  Antrieb  zu  weiteren 
praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Dieses  Werk,  welches  durch  sein  fortlaufendes  Erscheinen  stets  auf  der 
Höhe  der  Zeit  steht,  kann  Jedermann  empfohlen  werden  —  jedes  Heft  hat 
einen  reellen  Wert  und  bildet  sozusagen  ein  abgeschlossenes  Ganze.  —  Es 
wird  mit  den  Jahren  ein  mathematisch-naturwissenschaftliches  [Lexikon, 
in  welchem  die  mannigfaltigsten,  praktischsten  Terwertungen  —  die  Frttehte 
der  mathematischen  Disciplinen  —  von  Stufe  zu  Stufe  aufzufinden  sind. 

Der  Verfasser  hat  somit  eine  gute,  brauchbare  und  praktische  mathe- 
mathische  -  technische  -  naturwissenschaftliche  -  25  -  Pfennig-Bibliothek 
geschaffen. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  —  Wichtige  und 
praktische  Aufgaben  werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen 
und  mit  Angabe  der  Namen  verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die 
Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser,  Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischer- 
feldstrasse 16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung  thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart,  Oktober  1881. 

Die  Yerlagsliandlimg. 
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49.  Heft. 


Preis 
des  Heftes 

«5  Pf. 


Mechanik. 

Statik,  oder  die  Lehre  vom  Gleich- 
gewicht fester  Körper. 

Fortsetzung  v.  Heft  83.  Seite  SB— 48.  S 


Mit  18  FiffnreD. 
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Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

Angabe  nnd  Entwicklung  der  benutzten  Satze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  L  lithograph.  Tafeln, 

aus   allen  Zweigen 

der  Beeheokanst)  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  spli&rischen 
Trigonometrie,  syitthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik  ^  Mechanik  ^  Graphostatik,  Chemie ,  Oeodüsie,  Nantik, 
Btathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  StraOien-,  Eisenhahn-,  Wasser-, 
BrQcken-  u.  Hochhau's;  der  Konstrnktionslehren  als:  darsteU.  Geometrie,  Polar-  u. 

ParaUel-Perspectire,  Schattenkonstruktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,  zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Kleyer^ 

Ijigoniear  und  Lehrer,  vereideter  kOnigl.  preuse.  Feldmesser,  vereideter  grossli.  hessischer 

Qeometer  L  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  I&äfte. 
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Hechaiilk. 

Statik,  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 

Fortsetzung  von  Heft  38.   -  Seite  33—48  mit  12  Figuren. 

Inhalt: 
Gelöste  und  ungelöste  Aufgaben  Aber  das  Parallologramm  der  Kräfte.  —  S&tze  über  die  Zucanmencetzung 
(Zerlegung)  mehrerer  an  einem  Punkte  wirkender  Krftfte,  deren  Sichtungen  in  ein  und  derselben  Ebene  liegen. 
—  Sätze  Über  die  Zosammensotzung  (Zerlegung)  mehrerer  an  einem  Punkte  wirkender  Kräfte,  deren  Bich- 

tnngen  beliebige  Lagen  im  Baume  haben. 

~  Stuttgart  1882. 

Verlag  von  Julius  Maier. 


^H  Diese  Aufgabensammlung  erscheint  fortlaufend,  monatlich  3-4  Hefte,  a^ 
Die  einzelnen  Hauptkapitel  sind  mit  eigener  Paginierung  versehen,  so  dass  jedes  derselben  einen  Band  bilden  wird.  [I 

S^ByplflgacJwliingCirainiiiCngiifigBH^ 

Gesetzlich  geschützt  gegen  Nachdruck  oder  Nachahmung  dieses  Systems. 
Uebersetznngen  in  ft'einde  Sprachen  Torbehalteu. 
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Aufgaben  aber  das  Parallelogramm  der  Kr&fte. 
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3). 


Aus  vorstehender  Gleichung  1).  erhält 
man  in  Rücksicht  der  für  iJ,  P  und  Q 
gegebenen  Zahlenwerte  und  in  Bück- 
sicht, dass: 

S  =  i50±!^±im  =  ^==1225  ist: 


HtUfsrechnnBgen : 

(siebe  Erkl.  29) 


•      ß 

stn-^- 


1).  log  sin^  =  ~  [/o^ 575+ /o^f 225 -?o^ 650000]   oder: 


Nun  ist:     logblh  =      2,7596678 
-|-?o^225  =      2,3521825 


stn 


ß 


V575T 
65ÖC 


(1225  —  650)  (1225  —  1000) 


650 .  1000 


225 
650000 


mithin : 


ß 


—  log  650000  : 

(+2)5,1 118503  (- 
-   5,8129134 

-2) 

1,2989369— 

1 

-2 

0,6494684  - 

+  10 

•1 

log  sin  -^ 
[  —  26«  29'  46' 

=  9,6494684 
4430 

254 
243,2 

— 

Diese  Gleichung  logarlthmiert,  gibt: 

log  sin  ^-  =  ^  [log  575  +  log  225  —  log  650000] 

und  hieraus .  erhält    man   nach  neben- 
stehender Hülfsrechnung  1): 

^-==26« 29' 46",  mithin: 

ß  =  52° 59' 32"  oder  abgerundet: 


Aus  vorstehender  Gleichung  2).  erhält 
man  mit  Rücksicht  der  für  P,  Q  und  R 
2).  log  sin  l-  =  ^~  {log 42h -\-log 22b -log SOOOOO)  gegebenen  Werte  und  in  Rücksicht  des 

aus  Gleichung  3).  sich  ergebenden  Wer- 


Nun  ist:    Zoa 425  =      2,6283889 
+  Zo^225  =      2,3521825 


(+2)4,9805714  (-2) 
—  log  800000  =  —  5,9030900 

1,0774814  —  2 
1 

•    2 


tes  für  S,  die  Relation: 

.     y  _  \  /(1225  —  800)  (1225  —  1000) 
^^2"   Y 


0,5387407—1 
+  10 


Stn  :.- 
öder: 
sin  -'- 


800 .  1000 


=v 


425 .  225 


log  sin  -^  =     9,5387407 
-^  7090 


mithin: 


Z--  200  13^35'^ 


317 
285,5 


800000 

Diese  Gleichung  logarlthmiert,  gibt: 

log  sin  -^-  =  ^  (log  425  +  log  225  —  log  800000) 

und  hieraus   erhält  man    nach  neben- 
stehender Hülfsrechnung  2): 

-^- =  20n3' 35",  mithin: 

y  =  40° 27' 10"   oder  abgerundet: 
y  =  40^27" 


Aufgabe  31.  Zwei  Kräfte:  P=  400kg 
und  Q  =  600  kg ,  wirken  unter  einem 
Winkel  von  40°  35'  auf  einen  materiel- 

Mechanik.    Statik,  oder  die  Lehre  ▼.  Oleichgewiebt  fetter  Körper. 


oder  die  Lehre  TOm  Gleichgewicht  fester  KOrper. 

B  ist  die  Kraft,  wel- 

und   Q  das  Gleich-  Gegeben:   P=400i 

eiche  Winkel  bildet  Q  =  eooi  ^ 

mit  den  gegebenen  „  =  ^^cit  =  «"SS' 

Gesucht:    5,(180»—^),  (ISO»  — jO  =  ? 

Auflösung.  Die  gesuchte  Kraft,  wel- 
che den  gegebenen  Kräften  P  und  Q  das 
Gleichgewicht  hält,  ist  nach  der  Erkl. 
7,  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  der 
*"       ■  Ilesultante  Jt  dieser  Kräfte. 

Stellt  daher,  Figur  12,  abdc  das  über 
den  gegebenen  Kräften  P  und  Q  kon- 
struierte Parallelogramm  dar,  so  ist  die 
W"'    4  gesuchte   Kraft  S,   welche   diesen    das 

/"  Gleichgewicht  hält,   gleich  und   ent- 

,  /.  ■  gegengesetzt  gerichtet  der  Diago- 

?  "-^  i"  nale  ad. 

Für  diese  Diagonale  ad  ^  R,  erhält 
man  analog  der  Aufgabe  17  und  nach 
der  Erkl.  18: 
ad'=  It'  =  P'  +  Q'-2P.Q  .cos{2P~a) 

oder  mit  Rücksicht  der  gegebenen  Zah- 
lenwerte und  der  Erkl.  19: 


V 


15,5617464-10 


=  2:Vl60000+360000-f<8000l>,eos40"35- 

logmmo+iogcosiO'Bb'      j^,^^^  ^^^  Hülfsrechn.  1).  ergibt  sich 
"    =  ^??i?*i^    ,.      hieraus: 

Ä  =  V52000Ö+ 364541  oder; 

R  =  V884541~ 
Für  die  Resultante  R,  bezw.  für  die 
gesuchte  Kraft  S,  welche  den  gegebenen 
Kräften  das  Gleichgewicht  hält,  ergibt 
sich  somit  nach  Hülfsrechn.  2). : 

R  =  S=  940,5  kg 

Die  gesuchten  Winkel  ^  und  «,  siehe 
Figur  12,  welche  die  Kraft  S  mit  den 
Kräften  P  und  Q  bildet,  findet  man  aus 
den  Gleichungen: 

1) (.  =  180"— ;i 

2) *  =  180»— r 

Da  nun  zur  Berechnung  des  Winkels  ß 
die  Relation  besteht: 

sinß        _  Q 
i(2R  —  a)~'  B 
und  sich  hieraus  mit  Rücksicht  der  ge- 


•TTT   T-^ 


.     » 


Aufgaben  über  das  Parallelogramm  der  Kräfte. 
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UttlfsrecbniiDgr. 

5).  logsinß  =  log  600 + lag  sin  40^  Zb'— log  9A0,b 

Nun  ist:         %600  =      2,7781513 
+  %m40035'  =      9,8132829—10 


—  %  940,5  = 

12,5914342—10 
-2,9733588 

logsinß  = 

mitbin  ist: 

ß  =  240  31' 15" 

9,6180754—10 
0502 

252 
231 

21 

Erkl.  85.  Den  Winkel  y  in  Figur  12  fin- 
det man,  unter  anderem,  durch  Abzug  aus 
der  Gleichung: 

/  =  2i.cah—ß  =  a^ß  =  40035'  — 2403I'  15" 
mit: 

y  =  160  3^45" 


gebenen  Zahlen,  der  Erkl.  21  und  des 
für  li  gefundenen  Wertes: 

.   ^       600.5iw40°35' 

ergibt,  so  erhält  man  aus  der  vorstehen- 
den Gleichung  1).  und  nach  der  Hülfs- 
rechnung  3): 

g  z=  180° -24^31' 15",  mithin: 
g  =  155*'28'45"  oder  abgerundet: 
()  =  155°  29^ 

Aus  obiger  Gleich  2).  und  der  Erkl.  35 
erhält  man  schhesslich: 

a  =  180°  — 16° 3' 45",  mithin: 
e  =  163° 56' 15"   oder  abgerundet: 
8  =  163°  56' 


Aufgabe  22.  Ueber  zwei  Rollen  geht 
ein  Seil  an  dessen  Enden  die  Gewichte 
P  =  16  und  Q  =  12kg  hängen;  wie 
gross  muss  ein  zwischen  diesen  Rollen  an 
dem  Seile  angebrachtes  Gewicht  G  sein, 
damit  Gleichgewicht  zwischen  diesen  Ge- 
wichten besteht  und  der  Winkel  bac 
(siehe  Figur  13)  ein  rechter  ist? 


Figur  13. 


Gegeben:  P 

Q 

a 
Gesucht:   JR 


2(.bac 


90° 


Auflösung.  Denkt  man  sich  in  der 
Figur  13  von  dem  Angriffspunkte  a  des 
Gewichtes  G  die  beliebigen,  aber  in  dem 
Verhältnis  der  Kräfte  (Gewichte)  P  und  Q 
stehenden  Strecken  ab  und  ac  auf  dem 
Seile  abgetragen  und  über  bac  das  Pa- 
rallelogramm, bezw.  das  Rechteck  bacd 
konstruiert  (der  Winkel  bac  ist  =  -B), 
so  stellt  die  Diagonale  ad  die  Re- 
sultante B  der  Kräfte  P  und  Q  dar. 
Soll  nun  zwischen  den  Gewichten  P,  Q 
und  G  Gleichgewicht  bestehen,  so 
muss  nach  der  Erkl.  7  das  Gewicht  G 
gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  der 
Resultanten  B  sein. 

Für  die  Grösse  der  Resultanten  B 
hat  man  in  dem  bei  c  rechtwinkligen 
Dreieck  acd,  die  Relation: 


B'  = 
B'  = 
B'  = 

B  =: 


ac^-\'cd^  =  ac^-^ab^  oder: 
Q'+P\  mithin  ist: 
12^  +  16'  oder: 

±Vl44-f256=V4ÖÖ 


:Btik,  oder  die  Lehre  vom  Gleichgenicbt  fester  KOrper. 


Die  Resultante  B,  bezw.  das  gesuchte 
Gewicht  G,  welcJies  den  an  den  Enden 
des  gedachten  Seils  wirkenden  Kräfte  das 
Gleichgewicht  hält,  ist  somit  =  20  kg. 

(Man  vergl.  hierbei  Zusatz  4,  Seite  17.) 


2).  Ungelöste  Aufgaben. 

(Fatlutituig  TOD  Sslte  11.) 

i.a{  eisen  materielIeD  Punkt  wirken  unter  einem  rechten  Winke)  zwei 
SOOkg;  wie  gross  ist  die  Reealtante  B  dieser  Kräfte  und  wie  gross  sind 
liese  Resultante  mit  ihren  Komponenteii  bildet? 

Unter  einem  rechten  Winkel  wirken  auf  einen  materiellen  Pankt  die  Er&fte : 
i   und    (J  =  Y    ---(-- yakg;    wie  gross  sind  die  Winkel,  welch«  die 
afte  mit  denselben  bildet,  und  wie  gross  ist  die  Besultante  selbst? 
Das  VerhAltnis  zweier  unter  einem  rechten  Winkel  gegeneinander  wirkea- 
;    wie  gross  sind   die  Winkel,  welche    die  Resultante  dieser  Kr&fte    mit 

Eine  Kraft  Ü  =  TOD  kg  soU  in  zwei  gegeneinander  rechtwinklig  wirkeo- 
Bo  zerlegt  werden,  dass  jene  Kraft  R  z.  B.  mit  der  gesuchten  Kompo- 
kel  TOD  SS'^S'  bildet;  wie  gross  sind  die  Komponenten  P  und  Q? 
Eine  Kraft  if  :=  5600  kg  soll  in  swei  gegeneinander  rechtwinklig  wir- 
1  Q  so  zerlegt  werden,  dass  die  eine  derselben  um  -  -  der  andern  grosser 
gross  sind  die  Seitenkr&fte  P  und  Q? 

Eine  Kraft  i(  =  8250  kg  soll  in  zwei  gegeneinander  rechtwinklig  wirken- 
'  so  zerlegt  werden,  dass  dieselben  im  Verhältnisse  1  :  V3  stehen;  wie 
i  P  und  e? 

Eine  Kraft  R  =  780  kg  soll  in  zwei  rechtwinklig  zu  einander  wirkenden 
1  welchen  die  eine,  z.  B.  P  =  400kg  ist,  zerlegt  werden;  wie  grosa  ist 
ind  wie  gross  sind  die  Winkel,  welche  die  Mittelkraft  R  mit  den  Kom- 
>ildet? 

Auf  einen  materiellen  Punkt  wirken  zwei  gleiche  Kräfte  von  560  kf  unter 
l'^SS';  wie  gross  ist  die  Resultante  dieser  Kräfte? 

Eine  Kraft  Ji  =  3456  kg  soll  in  2wei  gleiche  Komponenten  von  je  = 
len;   wie  gross  sind  die  Winkel,   welche  die  Kraft  R  mit  ihren  Kompo- 

Kine  Kraft  R  =  864  kg  soll  in  zwei  gleiche  Komponenten,  die  nnier 
'  gegeneinander  wirken,  zerlegt  werden ;  wie  gross  sind  diese  Komponenten? 
Wie  gross  ist  die  Resultante  R  zweier  an  einem  materiellen  Funkt  wir- 
'5  und  50  kg,  wenn  der  Kosinus  des  von  ibnen  eingeschlossenen  Winkels 

Die  an  einem  Punkte  wirkenden  Kräfte  von  680  und  860  kg  schliessen 
'23'  ein;  wie  gross  ist  die  Mittelkraft  R  derselben  und  wie  gross  sind  die 
ilbe  mit  den  gegebenen  Kr&ften  bildet? 

Zwei  an  einem  materiellen  Punkt  wickenden  Kräfte  von  685  und  1250k? 
izige  TOD  1500kg  ersetzt  werden;  welche  Richtung  muss  diese  Kraft  in 
1  ersteren  Krftfte  haben? 


Das  II gr.  der  Kräfte,  angewandt  auf  mehrere  an  einem  Punkt  wirkende  Kräfte.        37 

Aufgabe  20.  Eine  Kraft  von  20000  kg  soll  in  zwei  Komponenten  zerlegt  werden,  von 
welchen  die  eine  =  10000kg,  die  andere  =  12000  kg  sein  soll;  wie  gross  sind  die  Winkel, 
welche  die  drei  Kräfte  miteinander  bilden? 

Anfigabe  21.  Welche  Kraft  ist  erforderlich,  um  zwischen  zweien  auf  einen  materiellen 
Punkt  wirkenden  Kräfte  von  400  und  900  kg  Gleichgewicht  herzustellen,  und  welche  Winkel 
bildet  jene  Kraft  mit  den  gegebenen  Kräften,  wenn  letztere  einen  Winkel  von  120^80'  ein- 
schliessen  ? 

Aufgabe  22.  um  einen  Stützpunkt  a  zu  halten  (siehe  Figur  11,  Seite  29),  ist  eine 
nach  der  bestimmten  Richtung  ad  wirkende  Kraft  von  15000kg  erforderlich.  Wegen  eines 
Hindernisses  ist  es  aber  unmöglich,  diese  Kraft  nach  der  angegebenen  Richtung  wirken  zu 
lassen ,  dagegen  aber  stehen  die  beiden  durch  die  Winkel  ß  =  36^  48'  und  y  =  27^  50'  gege- 
benen Richtungen  ah  und  ac  zur  Verfügung.  Wie  gross  müssen  die  nach  diesen  Richtungen 
wirkenden  Kräfte  genommen  werden,  damit  jener  Stützpunkt  a  dennoch  gehalten  wird? 

Aufgabe  23.  Auf  den  materiellen  Punkt  a,  siehe  Figur  11,  soll  in  der  Richtung  von 
ad  eine  Kraft  Ton  6000  kg  wirken;  diese  Kraft  steht  nun  nicht  zur  Verfügung,  dagegen  aber 
zwei  andere  Kräfte  von  4800  und  8600  kg.  Es  wird  gefragt,  wie  müssen  diese  Kräfte  gegen 
jene  Kräfte  gerichtet  sein^  damit  sie  dieselbe  Wirkung  hervorbringen? 


0.  Mehrere  Kräfte  greifen  unter  beliebigen  Winkeln 

in  einem  Punkte  an. 

Lehrsatz  3.  Wirken  mehr  als  zwei 
Kräfte  an  einem  materiellen  Punkte,  wie 
z.  B.  in  Figur  14  die  Kräfte  P,  P^,  P^, 
P3,  so  findet  man  die  Grösse  und  Rich- 
tung der  Resultanten  R  aller  dieser 

Kräfte  im  allgemeinen  dadurch,  dass  man  Figur  14. 

(nach  vorausgegangenem)   erst  die  Re- 
sultante r  von  zwei  beliebigen   dieser  J?^ 
Kräfte,  z.  B.  von  P  und  Pj  bestimmt;                            /  /        "  . 
dann  die  Resultante  r^  von  der  soeben                        ^^     /r      ^S-^^^ 
gefundenen  Resultanten  r  und  einer  an-                  /  p^  ,,J^'^'y^  \ 
deren  jener  Kräfte,  z.  B.  von  P,  sucht;             ^^V^       Kl /^^^'' — '-^^ 

hierauf  die  Resultante  r^  von  der  zu-  ^^^^^Z^- / 

letzt    gefundenen    Resultanten  r^    und  at" — ^iP 

einer  weiteren  jener  Kräfte,  z.  B.  von 
P3  bestimmt  u.  s.  f.  bis  die  letzte  jener 
Kräfte  an  der  Reihe  war.  Die  zuletzt 
gefundene  Resultante  ist  die  gesuchte 
Resultante  ü  der  Kräfte  P,  P^ ,  T?^  und 

P3  etc.  Beweis.    Der  Beweis  der  Richtigkeit 

dieses  Lehrsatzes   ergibt  sich   daraus, 

ErU.  86«   um  die  Figuren  durch  allzuviel  dass  z.  B.  in   der  Figur  14  die  Resul- 
Buchßtaben  nicht  zu  ^^^^  tante  r  der  Kräfte  P  und  P,  dieselbe 

wo  es  die  üebersichtlichkeit  mcht  beemtr&ch-    „,.  ,  .      ,.         xr  -ri.     i_  i.  •   _a 

tigt,  eine  Kraft  selbst,  als  auch  der  End-   Wirkung  wie  diese  Kräfte  hervorbringt, 

punkt  ihrer  Richtung   (bezw.  ihrer  graphi-  SOmit  die  Kräfte  P  und  P,    weggedacht 

sehen  Grösse)    durch  ein  und   denselben  und    durch   die   Kraft  T   ersetzt   werden 

Buchstaben  bezeichnet  werden.  —  Die  Rieh-  väthipti    n   q  f 

tungen  der  Kräfte  werden  stets  durch  Pfeüe  ^"""^"»   "•  »•  *• 
angedeutet 

In  der  Figur  14  bedeutet  z   B.  der  Buch- 


II  Gleichgewicht  fester  Körper. 


1er  Richtung 

dieser  Kraft 
luchstabe  r, 
ien  PfeU  sd- 
le  Kraft  r„ 
der  Eiclituiig 


r  als    zwei 
Punkte,  so 


iser  Kräfte 
erscheiden, 


eher  Kräfte 
erselben 

I  und  der- 
haben  ver- 
me  —  siehe 


tungen  der 
wirkenden 
Iben  Ebene 
te  B  der- 


>tig,  alle 
uteten  Pa- 
,  orr^P,, 
;onalen  ar, 
ndern  man 

das  Poly- 
ilches  man 
Endpunkte 
der  Kräfte, 
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Figur  15. 
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Znsatz  3.  Einfacher  und  schärfer 
wie  die  in  dem  Lehrsatz  3  angedeutete 
allgemeine  Methode  der  Bestimmung 
der  Resultanten  R  mehrerer  an  einem 
materiellen  Punkte  wirkender  Kräfte, 
deren  Richtungen  in  ein  und  derselben 
Ebene  liegen,  ist  folgende: 

Man  lege  sich  durch  den  Angriffs- 
punkt a  der  Kräfte  P,  P^,  P^,  P,,  siehe 
Figur  16,  ein  sogenanntes  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  XX, ,  YY^  (dabei  kann 
man  vorteilhaft  eine  der  Achsen,  z.  B. 
XX^  mit  der  Richtung  einer  der  Kräfte 
zusammenfallen  lassen  —  siehe  spätere 
Aufgaben);  dann  zerlege  man  jede  der 
Kräfte  P,  P^,  P^  .  .  .  in  zwei  Kompo- 
nenten, wie  s  und  r,  s^  und  r^,  s^  und 
n  .  . .,  deren  Richtungen  in  die  Achsen 
XXj  u.  YY^  zu  liegen  kommen.  Sucht 
man  ferner,  nach  der  Aufgabe  2,  Seite  6, 
die  Mittelkraft  g  der  in  der  Richtung 
der  Achse  XX^  wirkenden  Kräfte  5,  5^, 
$2 ,  .%  und  ebenso  die  Mittelkraft  g^  der 
in  der  Richtung  der  Achse  YY^  wir- 
kenden Kräfte  r,  r^,  r^^  r,,  so  bleiben 
schliesslich  die  zwei  zu  einander  senk- 
recht wirkenden  Kräfte  q  und  (J^^  übrig, 
deren  Resultante  die  gesuchte  Resultante 
R  der  Kräfte  P,  P, ,  P,  . . .  ist. 

Hiernach  gestaltet  sich  die  Auffindung 
der  Resultante  R  der  in  der  Figur  17 
durch  die  Strecken  aP,  aP^^  aP^,  aP^ 
dargestellten  Kräfte  P,  Pi,  P^,  Pj,  wie 
folgt: 

a).  durch  Konstruktion: 

Sind  in  der  Fig.  17  die  Richtungen 
und  das  Verhältnis  (vergl.  Zusatz  1, 
Seite  14)  der  Intensitäten  der  an  dem 
Punkte  a  wirkenden  Kräfte  P,  Pi,  Pj,  P^ 
durch  die  Lagen,  bezüglich  durch  das 
Verhältnis  der  Strecken  aP^  aP^ 
aP^,  aP^  dargestellt,  so  lege  man  z.B. 
durch  die  Richtung  der  Kraft  P  die 
Achse  XXj  und  ziehe  durch  den  An- 
griflfspunkt  a  die  zu  XXi  Senkrechte  YY^ ; 
dann  fälle  man  die  Perpendikel  P^^^  und 
Pjri,  Pj5j  und  Pjrj,  P^s^  undPjr3  und 
trage  die  in  der  positiven  Richtung 
aX  der  Achse  XXj  liegenden  Strecken 
(wirkenden  Komponenten)  aP  und  as^ 
von  a  aus  nach  am  aneinander  an,  eben- 


Figur  16. 


NB.  FOr  die  Buchstaben  8,  S^ ,  Sj  in  dieser 
Fignr  hat  man  sich  die  Buchstaben:  8,  Sj,  Sj 
zu  denken. 


Figur  17. 


m 


ßt^-t — 


NB.  Für  die  Buchstaben  Si,  S2,  S^  in  dieser 
Figur  hat  man  sich  die  Buchstaben:  8|,  8,,  s^ 
zu  denken. 


ir  die  Lehre  70m  Gleichgewicht  fester  KOrper. 


Figur  18. 
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Ferner  erhält  man  zur  Berechnung 
derjenigen  Komponenten,  deren  Rich- 
tungen in  der  Achse  YYi  liegen  (nach 
der  Formel  I  in  dem  Kapitel:  Die  Go- 
niometrie, Seite  9),  die  Relationen: 

8  P 

a).   .  .  sm«,  =-^  oder  nach  der  Erkl.  86 

und  da  ^^P^  =  ari  =  ri  ist: 

4).  .  .  sin  «1  =  -p— 

s  P 
b).  .  .  SiWa,  ^=  —  ü^  odernachderErkI.36 

und  da  5,Pj  =  ar^  =  r^  ist: 

5).  .  .  sin  «2  =  -T>— 

8  P 

c).  .   .  «ina,  =  -  p^  odernachderErkl.36 

und  da  s^P^  =  ar^  =^  f\  ist: 
6).  .  .  sin  «3  =  -~- 

Löst  man  die  Gleichungen  1).  bis  6). 
nach  Sj,  s^  ...  r^  auf,  so  hat  man  für 
die  in  den  Achsen  XXi  und  YYi  wir- 
kenden Komponenten,  die  Relationen: 

7) 6-1  =  Pi .  cos  «1 

8) 5j  =  Pj  .  cos  «2 

9) 53  =  P3  .  cos  «3  u.  s.  f. 

10) ri=i  Fl. sin ai 

11) r^  =  P^  .sina^ 

12) rj  =  P3  .  sin  a^  u.  s.  f. 

Je  nachdem  die  Winkel  «,  «i,  ofj ,  «3 .  •  • 
im  1*«°  und  4*«'^  oder  im  2*«°  und  3*«" 
Quadranten  liegen  (siehe  die  Figur  18 

und  die  Fig.  15  in  dem  Kapitel:  Di»  Goniometrie), 

werden  die  Kosinus  derselben  positiv 
oder  negativ,  somit  werden  auch  die 
in  der  Achse  XXi  liegenden  Kompo- 
nenten su  5,,  «3  [nach  den  Gleichungen 
7).  bis  9).]  je  nachdem  positiv  oder 
negativ. 

Je  nachdem  ferner  die  Winkel  a^  «j, 
«j,  «3  ...  im  1*^*^  und  2*«°  oder  im  3*«° 
und  4*«°  Quadranten  liegen,  werden  die 
Sinus  derselben  positiv  oder  negativ, 
somit  werden  auch  die  in  der  Achse 
YYi  liegenden  Komponenten  ^i,  r,,  rg... 
[nach  den  Gleichungen  10).  bis  12).]  je 
nachdem  positiv  oder  negativ. 


1  Gleicbge nicht  feater  KOrper, 


.  NB.  1d  dieserFormel  werden  nach 
»orKtehendem  die  Glieder  neg»- 
liv  in  welehea  Winkela  vorkoni- 
meo,  die  im  2t«>  und  S*««  Qiia- 
dranien,  bezw.  welche  zvischeii 
90»  und  270"  liegen. 


,  NB.  la  dieser  Formel  werden 
nach  TorBtehendem  die  Glieder 
negativ  in  welchen  Winkeln 
vorkommeD,  die  im  3t*°  und  4>™ 
Quadranten  liegen,  bezw.  welche 
grfisser  als  180°  Bind. 


NB.  In  dieser  Formel  brauchen  die  Vor- 
zeichen, welche  sich  für  q  und  p,  aus  den 
Gleichungen  1  und  li  ergeben,  nicht  berOck- 
eichtigt  zu  werden.    Dieselben  mögen  uämlich 

poBitiv  oder  negativ  sein,  das  Quadrat  dieser 
GröBsen  p  und  q,  wird  doch  pOBJtir. 
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Znsatz  4.  Wirken  drei  Kräfte  P,  Pi, 
P,,  deren  Richtungen  nicht  in  ein  und 
derselben  Ebene  liegen,  an  einem  ma- 
teriellen Funkte  a  rechtwinklig  gegen- 
einander, siehe  Figur  19,  so  ist  die 
Resultante  R  derselben,  sowohl  ihrer 
Grösse  als  auch  ihrer  Richtung  nach 
durch  die  Diagonale  aB  des  über  den 
drei  Strecken  aP^  aP^,  aP^  konstruiert 
gedachten  rechteckigen  Parallel- 
epipedons  PaP^uRbP^c  bestimmt 

(s.  Stereometrie  in  d.  Abschnitt:  Das  Prisma). 

—  Gleichwie  man  von  einem  Kräfte- 
parallelogramm spricht,  kann  man 
somit  auch  von  einem  Kräfteparallel- 
epipedon  sprechen.  — 

Die  Grösse  der  Resultanten  R,  Fi- 
gur 19,  findet  man  nach  dem  Lehr- 
satze 3,  wie  folgt: 

Die  Mittelkraft  u  der  rechtwinklig 
zu  einander  wirkenden  Kräfte  P  und  Pi 
ist  sowohl  ihrer  Grösse  als  Richtung  nach 
durch  die  Diagonale  au  des  Rechtecks 
PaPiu  bestimmt, 

(das  über  den  Strecken  aP  und  aP^  kon- 
struiert gedachte  {|gr.  ist  ein  Rechteck, 
da  ^PötPi  =  90»  ist) 

mithin  hat  man  nach  der  Aufgabe  7, 
Seite  19,  für  die  Mittelkraft  u  der  Kom- 
ponenten P  und  Pi  die  Gleichung: 


1) 


u 


=  P'  +  F, 


Ferner  ist  die  Mittelkraft  R  der  Kraft 
P,  und  der  soeben  gefundenen  Mittel- 
kraft u  sowohl  ihrer  Grösse  als  Rich- 
tung nach  durch  die  Diagonale  aR  des 
Rechtecks  uaP^R  bestimmt, 

(das  über  den  Strecken  au  und  aP2  kon- 
struiert gedachte  |{gr.  ist  ein  Rechteck, 
weil  der  Winkel  P2au  =z  90®  ist ,  denn 
P,  a  steht  senkrecht  auf  den  Strecken  a  P 
und  aPit  folglich  auch  senkrecht  auf  der 
Ebene  PaP^ü,  somit  auch  senkrecht  auf  au) 

mithin  hat  man  nach  der  Aufgabe  7, 
Seite  1 9,  für  die  gesuchte  Resultante  R 
der  Kräfte  u  und  Pg,  bezw.  der  Kräfte 
P,  Pj,  P2,  die  Gleichung: 


2). 


R'  =  u'-\-P2 


Hieraus  und  in  Rücksicht  der  Glei- 
chung 1).  erhält  man: 


Figur  19. 


I j?  =  yp^  +  p,^  +  P, 
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Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  auR 
und  in  Rücksicht,  dass  uR^=aP^  =^2 
ist,  erhält  man  für  den  Winkel  ß^  wel- 
<;hen  die  Resultante  jR  mit  der  Resul- 
j;  tauten  w,  bezw.  mit  ihrer  Projektion  auf 

die  Ebene  PaP,t«  bildet,  die  Gleichung: 


L 


p 


\ 


I 


I 


i 


1 


^  ^  u    \       au         au  u  / 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  aPu 
und  in  Rücksicht,  dass  Pu  =:  aP,  =  P, 
ist,  erhält  man  für  den  Winkel  «,  wel- 
chen die  Resultante  u  der  Kräfte  P  und 
Pj,  bezw.  welchen  die  Projektion  der 
Resultanten  R  mit  der  Richtung  der 
Kraft  P  bildet,  die  Gleichung: 


in 


'  '   '  ^y"^—  P\—  aP         aP  —  P) 

Die  Winkel  endlich,  welche  die  Re- 
sultante R  mit  den  Kräften  P,  Pj  und 
Pg  bildet  und  der  Reihe .  nach  mit  y, 
y^  und  /,  bezeichnet  sein  sollen,  findet 
man  aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken 
nPB,  aPiB  und  aP2R,  bezüglich  mit- 
telst den  Gleichungen: 

P 

IV.  .  .     C08  PaR  =^  cosy  ^=  -„- 

p 

V.  .  .     cosPiaR  =^  cosYi  =-J- 

P 
VI..  .     cosPzttR  =  cosy2^= -J- 


Zusatz  5.  Wirken  an  einem  mate- 
riellen Punkt  a,  siehe  Figur  20,  drei 
oder  mehrere  Kräfte  P^  P^^  P^  .  .  .  ., 
deren  Richtungen  beliebige  Lagen  im 
Räume  einnehmen,  welche  also  nicht  in 
dn  und  derselben  Ebene  liegen,  so 
findet  man  die  Resultante  R  derselben, 
wie  folgt: 

Man  denke  sich  durch  den  Angriffs- 
punkt a  die  drei  zu  einander  senicrechten 
Geraden  XXi,  YYi  und  ZZi,  welche 
die  Achsen  eines  sogenannten  rechtwinlc- 
ligen  Raumicoordinatensystems  bilden,  ge- 
zogen und  durch  zwei  derselben,  z.  B. 
durch  XXi  und  YYi  eine  Ebene  mn 
gelegt. 
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Dann  denke  man  sich  z.  B.  die  Kraft 
P  mittelst  der  von  P  auf  die  Ebene  mn 
und  auf  die  Achse  ZZj  gefällten  Senk- 
rechten Pu  und  Pi  (wodurch  das  Recht- 
eck atPu  entsteht)  in  die  beiden  recht- 
winklig zu  einander  wirkenden  Kompo- 
nenten t  (=  a ^)  und  u  {=  au)  zerlegt. 
Die  Grössen  dieser  beiden  Komponenten 
t  und  u  findet  man,  wenn  man  den  Win- 
kel, welchen  die  Richtung  der  Kraft  P 
mit  der  Richtung  der  Kraft  w,  bezw. 
mit  der  Ebene  mn  bildet,  mit  ß  be- 
zeichnet, mittelst  den  Relationen: 

^         au  u 

uP         at         t 
SiW  /^  =  —==-==  — 
aP        aP        P 

denn    aus    diesen   Gleichungen 
ergibt  sich: 


a). 


u  =^  P  .cosß 


1) t  =  P,sinß 

Ferner  denke  man  sich  die 
in  der  Ebene  mn  liegende  Kom- 
ponente u  {=  au)  mittelst  der 
von  u  auf  die  Achsen  XXi  und 
YYi  gefällten  Senkrechten  us 
und  ur  (wodurch  das  Rechteck  arus 
entsteht)  in  die  weiteren  rechtwinklig 
zu  einander  wirkenden  Komponenten  s 
und  r  zerlegt.  Die  Grössen  dieser  bei- 
den Komponenten  s  und  r  findet  man, 
wenn  man  (wie  in  dem  Zusätze  8)  den 
Winkel,  welchen  die  Richtung  der  zer- 
legten Kraft  u  mit  der  positiven  Rich- 
tung aX  der  Achse  XXi  bildet,  mit  a 
bezeichnet,  mittelst  den  Relationen: 


COSa 

— 

as 
au 

— 

8 
U 

sin  a 

8U 

au 

— 

ar 

— 

r 

au 

u 

denn  aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich : 

b) S  =^  U.COSa 

c) r  =  w .  sin  a 

Setzt  man  in  diese  Gleichungen  den 
Wert  für  u  aus  der  Gleichung  a).  ein, 
so  erhält  man: 


Figur  20. 


1er  die  Lehre  vom  Gleichgewicbt  fester  Körper. 


iesslich  die  übri- 
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in Rücksicht  der 
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|- J*,  cosß^sina^-\-PJ  cosß^sina 

.  der  in  derRich- 
wirkenden  Kom- 
in Rücksicht  der 
;en  1).,  4).,  7). .  ., 


'i  ''S*'»  ^,  +  -Pi  ■  sin  ßj  -(-  , 

Ir  die  Kräfte  P, 
inklig  zu  einander 
1  und  {>2  gesetzt 
die  Resultante  R 
in  der  Figur  19, 


■-.-»i-i, 


;'7      ' 
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durch  die  Diagonale  eines  rechteckigen 
Parallelepipedons  y  Figur  21,  dargestellt, 
folglich  hat  man  (nach  der  Formel  I 
in  dem  Zusätze  4,  Seite  43)  zur  Berech- 
nung der  Resultanten  R  der  Kräfte  P, 


P.,  P, 


1' 


die  Formel: 


IV —  R=.Y^^^g^2^^^2 

Zur  Berechnung  des  Winkels  ß,  wel- 
chen die  Resultante  R  mit  ihrer  Pro- 
jektion aU,  bezw.  mit  der  Ebene  mn 
bildet,  besteht  in  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  aUB^  die  Relation:   ^ 


tgß  = 
V tgß  = 


UE 
aU 


oder: 


(?2 


Vq^  +  Ql 


Zur  Berechnung  des  Winkels  «,  wel- 
chen die  Projektion  a  U  der  Resultanten 
aR  mit  der  positiven  Richtung  aX  der 
Achse  XXi  bildet,  besteht  in  dem  recht- 
winkligen Dreieck  agUy  die  Relation: 


VI. 


tga  =  -    -=  — ^ 
^  ag  üQ 

_    Qi 


oder : 


tga  = 


Bezeichnet  man  die  Winkel,  welche 
die  Kräfte  P,  P^,  P^  .  .  .  mit  der 
positiven  Richtung  aX  der  Achse 
XX,  bilden,  der  Reihe  nach  mit  y, 
71,  r^  .  .  .;  die  Winkel,  welche  diese 
Kräfte  mit  der  positiven  Richtung 
a  Y  der  Achse  YY,  bilden,  der  Reihe 


nach  mit  ö,  d^,  d. 


und  endlich 


die  Winkel,  welche  die  Kräfte  mit 
der  positiven  Richtung  aZ  der 
Achse  ZZ,  bilden,  der  Reihe  nach 
mit  fl,  «j,  fj  .  .  .  und  man  will  bei 
der  Berechnung  der  Resultanten  R 
etc.  diese  Winkel  in  Betracht  ziehen, 
so  denke  man  sich,  z.  B.  die  Kraft  P, 
siehe  Figur  22,  mittelst  des  rechtecki- 
gen Kräfteparallelepipedons  arusbtcP 
in  die  drei  Komponenten  5,  r  und  t  zer- 
legt, deren  Richtungen  mit  den  Rich- 
tungen der  Achsen  zusammenfallen. 

Aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  Psa, 
Fra  und  P^a,  erhält  man  der  Reihe  nach : 


Figur  21. 


da:     ÜR  =  a(>2  =  P2    ^^^  ^a  ferner  in  dem 
rechtwinkligen  Dreieck  a  q  Ü: 


aü'  =  üQ^-}-  qU^    oder: 
aÜ'^  =  q'^-^  Qi'^y    mithin: 


aü  =:\  Q^+Qi^   ist. 


Figur  22. 


ZW 


- 
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I         /         I  \ 
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h+-- 


•  drei  recht- 
enden Kräfte 
P,  -P,,  A  ■  •  ■ 
ihe  die  For- 
en 21  U.23), 


9i 

kel  /.,  Ml,  >f„ 
t  den  recht- 
nden  Kräften 
Achsen  XXi 
ilt  man  aus 

r  Reihe  nach 


l 

11 

Figur  2 
Z 

3. 

/>^\ 

/ 

/ 

V. 

y 

t^^^^ 

^./ 

/t  r        / 

a     / 

•  I 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881 


Der  ausführllclie  Prospekt  und  das  ausftthrliclie  Inhalts- 
verzeichnis der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung  von 
I)r,  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von  der 
Verlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  nnd  gut  brochiert  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfölge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  Jede  Bedeutung 
fQr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
8um  Selbststudium^  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  fär  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Kurz  angedeutetes 

Inhaltsverzeichnis  der  ersten  80  Hefte. 
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von  Heft  12.) 
„    14.  Das  Apollonische  BeruhruDgs- 
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„    17.  Die  Reihen.  (Forts,  von  Heft  11.) 
„    18.  Der Cylinder.  (Forts. V.Heft  13.) 
„    19.  Der  Kegel.  (Forts,  von  Heft  18.) 
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Heft  23.  Zinseszinsrechnung.  (Forts,  von 
Heft  16.) 
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Problem.  (Forts,  von  Heft  14.) 
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von  Heft  22.) 
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28.  Die  regulären  Polyeder.  (Forts, 
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von  Heft  6.) 

31.  Statik;    oder    die    Lehre    vom 
Gleichgewicht  fester  Körper. 

32.  Did  regulären  Polyeder.  (Forts, 
von  Heft  28.) 

33.  Das  Apollonische  Berührungs- 
Problem.    (Forts,  von  Heft  29.) 

34.  Goniometrie. 

35.  Zinseszinsrechnung.  (Forts,  von 
Heft  23.) 

36.  Die  regulären  Polyeder.  (Forts, 
von  Heft  32.) 

37.  Differential-Bechnung.   (Forts, 
von  Heft  30.) 

38.  Statik.    (Forts,  von  Heft  31.) 

39.  I  Das  Apollonische  Berührungs- 

40.  (     Problem.   (Forts,  v.  Heft  33.) 

41.  Potenzen  und  Wurzeln. 

42.  Logarithmen. 

43.  Goniometrie.  (Forts,  von  Heft  34). 

44.  Gleichungen  vom  1.  Grade  mit 
einer  Unbekannten. 

45.  Potenzen  und  Wurzeln.  (Forts, 
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Logarithmen.  (Forts,  v.  Heft  52.) 
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Statik.    (Forts,  von  Heft  49.) 
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Preisgekrönt  in  Frankfnrt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieiet  Werk,  welchem  kein  Umlieheg  sar  Seite  iteht,  erscheint  monatlich  in  8—4 
Heften  ra  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtif 
sten  nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Oesamtgeblete  der  Mathematik,  Pbjsik, 
Meehaniky  matlu  Geograpliiei  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbabn-, 
Brttoken-  and  Hoehbanes,  des  konstraktiren  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  swar  in  ToUstüBdl; 
gelMer  Form,  mit  yielen  Fignren,  Erklärungen  nebst  Angabe  nnd  Entwickelnng  der 
benvtiten  Sitze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösoni 
Jedermann  verständlich  sein  kann,  bexw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  erginzen  nnd  alsdann  anch  sllc 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelQsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  LfKiang  (in  analoger  Form,  wie  die  bezflglichen  gelösten  Anfgaben)  des  Stadierenden 
tiberlassen  bleiben,  und  zngleich  von  den  Herren  Lehrern  fdr  den  Schnlonterricht  benntit 
werden  können.  —  Die  Llfoungen  hierzn  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  fCkr  die  Hand  da 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlosse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhal tsTeraeldi- 
nis,  Berlchtignngen  und  erliotemde  Erklftmngen  Ober  das  betreffende  Kapital  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  znnftchst  den  Hanptbestandteil  des  mathematisch-natorwisseB- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  nnd  IL  Ord.,  grleich- 
bereehtigten  höheren  BQrgerschulen,  Prlratschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Prs- 
g  jmnasien ,  Schnllehrer  -  Seminaren ,  Polytechniken ,  Techniken ,  Baugewerkschules, 
Gewerbeschnlen,  Handelsschulen,  techn.  Torl^ereltungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  üniTersItftten ,  Ijand-  und  Forstwissensehaflssehnles, 
Militlrschulen,  Torbereltungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Bli^Ihrlir-^^i- 
willige-  nnd  Oifflziers-Examen,  etc. 

Die  Sehliier,  Studierenden  nnd  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fftcher,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Sehritt  gelöste,  Aufgaben- 
Sammlung  Immerwfthrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  fliberans  grosse  Fmohtbarkeit  der  mathematischen  linssenschaften  vorgefllhrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kriftige  Stiltie  ftkr  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischeD 
Disciplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toII- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  an  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lnat,  Liebe 
und  Terständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fach^nossen  aller  Art,  Milltin 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenes 
mathematiscfaeu  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Benifi- 
iwelgen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleiben  oo^ 
■omit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Anf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Nanei 
veHbiiHit  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktiea  betreffen,  nimmt  der  Yerfiuier, 
Dr.  Kloyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledignaf 
tkualichst  berücksichtigt 

Stattgsurt  Die  YerlagBhandlnng. 
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Je  nachdem  ferner  die  Winkel  a,  «p  a-^^ 
a, . . .  im  1*^  und  2*«"^  oder  im  %^^  und  4*«** 
Qaadranten  liegen,  werden  die  Sinus  der- 
selben positiv  oder  negativ,  somit  wer- 
den auch  die  in  der  Achse  TY^  liegenden 
Konfponenten  rp  r^,  r, . . .  [nach  den  Glei- 

aachdem  positiv 


Benachrichtigung. 


Der  yierte  Bogen  der  ^Statik^*  schliesst 
sich  nicht  mehr  genau  an  die  fi*üher  ans- 
gegebenen  Bogen  1  bis  3  oder  an  die  Hefte 
31. 38.  nnd  49  an,  indem  diese  drei  Hefte 


inzwischen  in  ganz  nener  Bearbeitnng 

erschienen  sind.  Die  geehrten  Abnehmer 
werden  daher  auf  diese  durchaus  neu  be- 
arbeitete Auflage  dieser  drei  Hefte  mit  der 
Bemerkung  aufmerksam  gemacht,  dass  sie, 
um  eine  üebereinstimmung  mit  dem  hier- 
mit zur  Ausgabe  gelangenden  yierten  Bogen 
zu  erzielen,  dieselben  in  der  neu  bear** 
beiteten  Auflage  nachbeziehen  können. 
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nlsy  Beriehtlgi; 

Das  Wet 
schaftlichen  ün 
berechtigten  h 
gxmnasleny  S« 
GÖwerbeschnlei 
Fortbildnngssd 
mUtSrschnleni 
willige-  uid  Ol 

Die  Schll 
natorwissenschai 
sammlnng  immc 
erinnert  nnd  iv 
jenigen  Anfgabei 
die  flberans  groi 

Dem  Lek 
Unterricht  gebot 

DisdpUnen  —  i  ' 

fibrigt  werden  k 
st&ndige  Anleitn 
habten  Begeln, 
und  Tersttndnii 

Den  Inge 
etc.  etc.  soll  dio 
mathematischen 
iweigen  rorkon 

somit  den  Antrieb  zn  weiteren  praktischen  Terwertnngen  nnd  weiteren  Forschongen  geben 
Alle  Bachhandlangen  nehmen  Bestellangen  entgegen.  Wichtige  nnd  praktische  Anf* 
l^bnwerdeB  mit  Dank  jon  der  Bidaktion  entgegengenommen  nnd  mit  Angabe  der  N»»« 
vmbnäoL  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Bedaktion  betrefTen,  nimmt  der  Verftwer, 
Dr.  Kiffer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  and  wird  derei  Erlediga« 
thnnlichst  berücksichtigt 

Stuttgart  Die  YerlagAhsndlnng. 
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Figur  39  a. 


Figur  39  b. 


"p. 


ü 


Je  nachdem  ferner  die  Winkel  a,  a^,  a^^ 
a^...  im  l**"»  und  2*««*  oder  im  3*«°  und  4*«° 
Quadranten  liegen,  werden  die  Sinus  der- 
selben positiv  oder  negativ,  somit  wer- 
den auch  die  in  der  Achse  TT^  liegenden 
Konfponenten  r^,  r^,  f 3 . .  •  [nach  den  Glei- 
chungen 10).  bis  12).]  je  nachdem  positiv 
oder  negativ. 

Da  hiemach  die  entgegengesetzte 
Bichtnng  der  in  der  Achse  XXi  und  ebenso 
der  in  der  Achse  TY^  wirkenden  Kompo- 
nenten von  der  Grösse  der  Winkel  a,  er,,  «^ . . . 
abhängig  ist  und  sich  aus  den  vorstehenden 
Gleichungen  7).  bis  12).  von  selbst  ergibt, 
so  erhält  man  durch  algebraische  Addi- 
tion der  in  der  Achse  XX^  wirkenden  Kom- 
ponenten P,  «p  3,,  ^3  fttr  die  Resultante 
Q  derselben  die  allgemeine  Formel: 


L 


^  =  P  +  Pl  .  cos  ai  +  Pj  .  cos  «2  +■ 
P3 .  cos  «3  +  .  .  .  . 


Ebenso  erhält  man  durch  algebraische 
Addition  der  in  der  Achse  TY^  wirkenden 


Komponenten: 


11  '2» 


fflr  die  Resul- 


Erkl.  64.  Wenn  eine  Kraft  von  einer  andern 
aufgehoben  werden  soll,  so  mnss  dieselbe  ent- 
gegengesetzte Richtung  und  gleiche  Grösse  mit 
ihr  haben.  Hieraus  folgt,  dass,  wenn  die  auf 
einen  materiellen  Punkt  in  beliebiger  Anzahl 
^rkenden  Kräfte  einander  im  Gleichgewicht 
halten  sollen,  jede  von  ihnen  mit  der  Mittel- 
kraft aller  Übrigen  entgegengesetzte  Richtung 
und  gleiche  Grösse  haben  muss. 

Sollen  z.  B.  die  drei  Kräfte  Pj ,  P, ,  P,  ein- 
ander im  Gleichgewicht  halten,  so  muss  jede 
von  ihnen  mit  der  Diagonale  des  aus  den 
beiden  andern  konstruierten  Parallelogramms 
gleiche  Grösse  und  entgegengesetzte  Richtung 
haben.  Die  Seiten  des  Dreiecks  ABC,  siehe 
Figur  39  a,  repräsentieren  die  drei  Kräfte  und 
verhalten  sich  nach  dem  Sinussatz  wie  die  Sinus- 
zahlen der  gegenüberliegenden  Winkel  ^,  ift,  ta. 
Setzt  man   statt  dessen  die   Sinnszahlen   der 

Klimpert,  Statik. 


tante^i  derselben  die  allgemeine  Formel: 

ir,   .    .    p^  =  Pj .  sin  «i  4- P, .  sin  «^  + 

ir  3 .  sin  £(3  -j- .... 

Da  endlich  die  Richtungen  der  Resultan- 
ten ^  und  ^i  rechtwinklig  zueinander 
sind,  indem  die  Richtung  der  ersten  mit  der 
Achse  XXi,  die  Richtung  der  andern  mit 
der  hierzu  senkrechten  Achse  YYi  zusam- 
menfällt, so  hat  man  nach  der  Formel: 

fär  die  Resultante  der  Kräfte  q  und  ^i^ 
bezw.  fttr  die  gesuchte  Resultante  R 
der  Kräfte  P,  Pp  P„  P3,  die  Formel: 

III.    .    .    .    R  =  V^^qp^T 

Schliesslich  findet  man  den  Winkel  ß,  wel- 
chen die  Resultante  R  mit  der  positiven 
Richtung  der  Achse  XX^  bildet,  aus  den 
beiden  Grössen  q  und  ^^  mittels. der  Formel: 

IV tg/?  =   ^^ 

oder  unter  Zuhilfenahme  der  ermittelten  R : 


V cos/?  = 


sin/9  = 


U 
R 


In  diesen  Formeln  IV  und  V  müssen  die 
Vorzeichen  der  Resultanten  q  und  ^p  bezw. 
die  Lagen  derselben,  nämlich  ob  dieselben 
in  den  positiven  oder  negativen  Rich- 
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Winkel  a^,  «,,  Oj,  welche  jene  resp.  zu  180°  tungen  der  Achsen  XX^  und  YYi  wirken, 
ergänzen,  bo  erh&lt  man  die  Proportion:  berücksichtigt  werden. 

Pi :  P, :  Ps  =  sin  a, :  sin  14 :  sin  «3  Bezeichnet  man  im  allgemeinen  mit  S  .  P . 

^.E*.^[8?^*  ?!^5  ^'^"''n  r°  «^'^^»^^«8  ^'^^h  cos«  ^d  mit   S.P.sin«  die  Somme   der 

die  Richtigkeit  des  Parallelogrammgesetzes  auf  Komponenten  mehrerer  auf  den  Punkt  a  wir- 

experimentellem  Weg  zu  prüfen.    Der  Ydlbin-  ,  ^_  .*'^  xr^xr*         j      «^  tT  j •    tT     1..         j 

duigspunkt   dreier  F&den,    siehe  Figur  89  b,  Menden  Kräfte  und  mit  ß  die  ResulUerende 

von   denen   der   eine   mit   einem    Gewicht  P^  ^^^r  dieser  Kräfte,  so  ist: 

belastet,   die  beiden  andern  an  den  Punkten   «^        t>        i/tö-^s ^-r-75— ^r — -. — r^ 

D  und  E  befestigt  sind,   kann   als  ein  unter   VI,    .    K  =  V(S.  P.cosa)2  +  (8.P.Bina)» 

Einwirkung  dreier    Kräfte   im    Gleichgewicht       ^ennt  man  femer  den  Winkel,   den   die 
Lnt^'hXSr  JeÄ^ÄTl  Td  Hesf  ierende  R  mit  der  Achse  XX,  büdet, 
Kräfte   kann    man   sich   von    der   Richtigkeit  P*'^^  ^^^' 
der  obigen  Proportion ,  mithin  auch  von  der  y jj  ^  _   S .  P .  cos  a 

des  Kräfteparallelogramms,  überzeugen.  ^  "  R 

und 

Erkl.  05.   In  der  in  nebenstehender  Antwort  .  S .  P  .  sin  a 

aufgestellten  Gleichung  I  werden  die  Glieder  8*°  ß  =  j^ 

negativ  in  welchen  Winkel  vorkommen,  die 
im  2.  und  3.  Quadranten,  bezw.  welche  zwischen 
90<^  und  270»  liegen 

In  der  in  nebenstehender  Antwort  aufge- 
stellten Gleichung  II  werden  die  Glieder  ne- 
gativ, in  welchen  Winkel  vorkommen,  die 
im  8.  und  4.  Quadranten  liegen,  bezw.  welche 
grösser  als  180®  sind. 

In  der  in  nebenstehender  Antwort  aufge- 
stellten Gleichung  III  brauchen  die  Vorzei- 
chen, welche  sich  für  q  und  ^^  aus  den 
Gleichungen  I  und  II  ergeben,  nicht  berück- 
sichtigt zu  werden.  Dieselben  mögen  nämlich 
positiv  oder  negativ  sein,  das  Quadrat  dieser 
Grössen  q  und  ^^  wird  doch  positiv. 


a).  (Gelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  59.  Von  drei  Kräften  P,  P^,  P„ 
die  in  einer  Ebene  liegen  und  auf  einen 
Punkt  wirken,  bilden  P  undP2  einen  rech- 
ten Winkel,  P  und  Pi  aber  einen  Winkel 
von  28^  10^    Wie  gross  ist  die  Resultante 

und  welche  Richtung  nimmt  sie,  wenn  P  =  28,       Auflösung  1.  Man  konstruiere,  siehe  Fig.  40, 
P^  =  36  und  P2  =  48  kg  ist?  zunächst  das  Kräfteparallelogramm  PP,   und 

ziehe  Ar  =  r,  die  Resultante  der  beiden  Kräfte 
HiUsrechnungen:  ^  ^°^  ^2»  bierauf  konstruiere  man  auch  das 

Kräfteparallelogramm  P^r  und  ziehe  AR  =  R. 

1).  ..28.28          48.48  V^30!8b  =  55,569  _,    .  ^           ,.    _      u     *    ^      u  -^ 

— änr~     öör~          2.*i  Es  ist  nun  die  Resultante  der  beiden  ersten 

224                384  ^*'_  ITr&ftP 

56               192  10 1 588  ^  ^  Vp^  +  P"^ 

784             2804               525  Y       T    2 

4-784  11016800  ^^^^  wenn   man   die   entsprechenden  Zahlen- 

5525  werte  einsetzt,  ist 

111Ö|7"75ÖÖ  r  =  y28»  +  48» 

66636  oder: 

111121 108640Ö  r  =  V3088 

1000161  Q^gj,  j^^^^  nebenstehender  Hilfsrechnung  1): 

A).   .    .   .     r  =  55,569 


3088 


Aufgaben  aber  die  Zasammensetsang  Yon  drei  Kräften  in  einer  Ebene. 
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Figur  40. 


2). 


HilfBreohnnngen. 


.     log  48  =      1,6812412 
—  log  28  =—1,4471580 


log  tg  a  =      0,2840832 

502 


mithin:  484|8300 

nomlog  tg  a  oder  tg  a  =  59®  44'  37' 


=  7 


Ferner  ist  in  Figur  40: 

oder  nach  den  gegebenen  Zahlen 
ist  48 

*8"=  28 

woraus  sich  nach  nebenstehender 
Hilfsrechnong  2).  der  Winkel 

a  =  590 44' 37" 
ergibt. 

Da  der  gegebene  Winkel 

^  =  28»  10' 

beträgt,  so  bleibt  für  den  Winkel 

y  =  a  — /J 

oder:     y  =  31®  34' 37" 

Da  die  Summe  der  Innenwinkel 
eines  Dreiecks  gleich  2R  oder 
180<'  ist,  so  ist  der  Winkel 

cT  =  180«  — y 
oder:     d  =  148«  25' 23- 
Femer  ist  Winkel 

€   =   7 

denn   es   sind  korrespondierende 
Winkel») 

Zur  Berechnung  der  Grösse  der  Linie  BR 
benutzen  wir  die  Gleichung: 

BR 

Sm  e    =    -::^z^ 

P^R 


oder  da  P4R  =  r,  so  ist: 


SlUf  = 


BR 


3) log  55,569  : 

-h  log  sin  3P  34' 37-  : 

logBR  : 

mithin: 
numlog  BR  oder  BR  =  29,098 


1,7448326 
+  9,7190354 


—10 


1,4638680 

81 
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ErkL  66.  Wenn  zwei  gerade  Linien  von 
einer  dritten  in  zwei  Punkten  geschnitten  wer- 
ben, so  entstehen  8  Winkel,  4  innere  und  4 
äussere.  Man  teilt  dieselben  in  4  Paar  kor- 
respondierende Winkel,  d.  i.  je  ein  innerer 
and  ein  äusserer  Winkel  auf  derselben  Seite 
der  schneidenden,  aber  an  yerschiedenen  Win- 
kelpunkten. 

Ein  Lehrsatz  der  Planimetrie  lautet: 
„Wenn  zwei  Parallelen  von  einer  geraden 

Linie   geschnitten  werden,  so  sind  je  zwei 

korrespondierende  Winkel  einander  gleich.^' 


Wir  denken  uns  nämlich  AP^  =  P«  so  weit 
verlängert,  bis  die  von  R  gefällte  Höhe  sie  in 
B  trifft.    Daraus  folgt: 

BR  =  r .  sin  € 
oder  die  bekannten  Zahlenwerte  eingesetzt: 

BR  =  55,569.  sin 31  «34' 37- 

woraus  sich  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  3 

B) BR  =  29,098   ergibt. 

Zur  Berechnung  der  Grösse  der  Linie  P|B 
benutzen  wir  die  Gleichung: 

p;b 

cos  €    =    — 

r 
woraus  sich  fQr 


P^B  =  r .  cos  € 
oder  die  entsprechenden  Zahlen  werte  eingesetzt: 

P^  =  55,569  .  cos  31«  34'  37- 

woraus  man  nach  Hilfsrechn.  4).: 

P^B  =  47,3413  erhält. 


>)  Siehe  Erkl.  66. 
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Nun  ist: 


Hilfsrechnungen. 

4) log  55,569  =      1,7448326 

+  log  cos  310  34' 37-  =  +  9,9304079 


—10 


log  PiB 


1,6752405 

2874 


mithin :     

num-logP^  oder  F^B  =  47,3413 


31 


5) log  29,098  =      1,4638680 

—  log  83,3413  =  —1,9208603 


log  tg  B  A  R  =       9,5430077— 10 

89584 

672  j  4980  =  7 
4782 

mithin :  1980 

num-logBAR  oder  4  BAR  =  19<>  14' 47* 


6).    .    .    .      log  29,098  =      1,4638680 
—  log  sin  19»  14' 47"  =  —9,5180282—10 

log  R  =      1,9458398 

17 

mithin : 
num-log  R  oder  R  =  88,2743 


210 
196 


Figur  41. 


P.. 


AB  =  Pi-HPiB 
oder  die  entsprechenden Z&hlenwerte  eingesetzt: 

AB  =  36  +  47,3413 
oder: 

AB  =  83,3413 

Der  Winkel    BAR    ergibt    sich    aus     der 
Gleichung :  

tg  BAR  =  4?- 
BA 

oder   die   entsprechenden  Zahlenwerte   einge- 

""'"''  tg  BAR  =  ^^^ 

^  83,8413 

woraus  sich  nach  Hilfsrechnung  5).: 

C).    .  .   .  4 BAR  =  19«  14' 47- 
ergibt. 

Nun  ist: 

2J:PAR  =   ß  +  2iBAB, 
oder : 

4  P  AR  =  28«  10'  +  19<>  14'  47- 
oder: 

4PAR  =  47«  24' 47- 

Hieraus  ergibt  sich  für  Winkel 

Q  =  90»  — 47«  24' 47- 
oder: 
D).  .  .  .  e  =  42«  35'  13- 

Endlich  ist: 


sin  BAR  = 
hieraus  ergibt  sich  für 

R  = 


6R 
R 


BR 


sin  BAR 
oder  die    entsprechenden  Zahlenwerte    eioge- 

®®**'-  __         29,098 

""  sin  19«  14' 47- 
und  somit  nach  Hilfsrechnung  6).: 
E) R  =  88,2743 

d.  h.  die   Grösse   der  Resultante    beträgt 
88,2743  kg. 

Aolloaang  2.  Zu  demselben  Resultat  ge- 
langt man  auf  folgendem  kürzeren  Weg: 

Man  zerlege  die  gegebene  Kraft  P^  in  zwei 
zueinander  rechtwinklige  Komponenten,  welche 
in  die  Richtungen  von  P  und  P2  fallen,  siehe 

Figur  41;  es  seien  dies  AG  und  AD. 

Nun  ist:       

AC 


und 


"Pt 


=  cos  a 


AD 

-p  -  =  cos  ß 

hieraus  ergibt  sich  für 

AC  =  P4  .cos  « 


Aufgaben  über  die  Zusammensetzang  von  drei  Kräften  in  einer  Ebene. 
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HUfBreolinimgen : 

7a) log  86  =      1,5563025 

+  log  cos  28«  10'  =  +  9,9452609 


log  AC  =      1,5015634 
mithin :      

num-log  AC  oder  AG  ==  81,787 


1,5563025 
9,6739769 


7b) log  36  = 

+  log  coB  61«  50'  = 

log  AD  =      1,2302794 
mithin:       

num-log  AD  oder  AD  =  16,993 


8).  .  59,74 .  59,74 

23896 
41818 
53766 
29870 

3568,8676 


64,99 .  64,99 

58491 
58491 
25996 
38994 

■  4223,7001 
+  3568,8676 


7792,5677 


V77|92|56|77  = 
64 


88,27 


16|1392 
1344 


176 14856 
3524 

1764|133277 
123529 


17654 I 974800 


9).    . 


.    log  64,99 
—  log  59,737 


1,8128465 
— 1,7762434 


log  tg  o  = 


0,0366031 
5950 


mithin: 
num-log  tg  a  oder  a 


423 I 8 10 
470  24'  42" 


=  2 


und  für 

AD  =  Pi.coB  ß 

oder  wenn   man    die  entsprechenden  Zahlen- 
werte einsetzt,  so  erh&lt  man  für 

ÄC  =  86.COB28M0' 

und  für     

AD  =  36  .  cos  (90°  —  28«  100 

es  ist  somit  nach  Hilfsrechnung  7: 

AC  =  31,787 

^)'  '  '  {  und 


ÄD  =  16,993 


oder: 


Nun  ist: 

ÄC-hP  =  81,74  +  28 
oder:        

AC-f  P  =  59,74 
femer  ist: 

AD-+-P2=  16,99  +  48 

oder:         

AD  +  P2=  64,99 

und  demnach  ist  nach  dem  pythag.  Lehrsatz: 
R  =  V  6^,74* +  64,99» 

R  =  V^7792;5677" 

woraus  sich  nach  Hilfsrechnung  8: 

B).   .    .   .   R  =  88,27 

ergibt. 

Die  Richtung  der  Resultante  ergibt  sich  aus 

der  Gleichung:  

AD  +  P2 
tga  =  -1=. — —^ 

AC  +  P 

oder   die   entsprechenden  Zahlenwerte  einge- 
setzt: 

tan  -   -^^^ 

^  59,737 

woraus  man  nach  Hilfsrechnung  9).: 

C).     .     .     .      a  =  47024' 42- 
erh&lt 

ß  =  90«  — « 

oder:    ß  =  420  85'  18" 


Auflösung  3.  Will  man  aber  die  Grösse 
und  Richtung  der  Resultante  durch  Kon- 
struktion ermitteln,  so  verfährt  man,  wie 
es  Figur  40  yeranschauiicht. 

In  derselben  ist: 

ÄP  =  28  mm 


AP,  =  36  mm 

ÄTPj  =  48  mm 

und  der  Winkel 

ß  =  28«  10' 

während  ^PAPj  ==  90o  gross  gezeichnet  ist. 
Man  findet  durch  Messung  die  Linie 
AR  oder  R  =  88  mm  lang 
und    2J:PAR  =  ca.  471/2'^ 
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Aufgabe  60.  Vier  Kräfte  P,  P^,  Pg  und 
Ps  von  resp.  2,  4,  6  nnd  8  kg  wirken  in 
einer  Ebene  anf  einen  Pnnkt  nnd  zwar  P 
und  Pj  sowie  P^  und  P,  unter  rechten  Win- 
keln, P  und  P^  aber  unter  einem  Winkel 
von  60^  Welches  ist  die  Grösse  und  Kich- 
tung  der  Resultante? 


Figur42. 


Anflösang.  Man  konstruiere  die  Paral- 
lelogramme Fb  und  cd  und  zerlege  die  bei- 
den Kräfte  P^  und  F^  in  zwei  zu  einander 
rechtwinklige  Komponenten,  siehe  Fig.  42. 
welche  in  die  Richtung  von  ax  und  ay 
fallen.  Es  ist  in  diesem  Fall  die  Komponente 


oder: 


a^  =  P 

P  =  Pi .  cos  60« 
und         

ab  =  Pj .  cos  30' 

Ferner  ist: 


also: 


ac 


=  cos  60«  oder  sin  30« 


ae  =  P, .  sin  30« 
ad 


oder: 


P* 


=  cos  80« 


ad  =  P,.  cos  30« 
es  ist  also: 

o^  =  Pi .  cos  60« 

oder   die  entsprechenden  Zahlenwerte   einge- 
setzt: — 

ag  =  4.  cos  60« 

und  da  cos  60«  =  0,5  beträgt  ^),  so  ist 

^  =  2 
Ferner  ist: 

06  =  Pi .  CDS  30« 
oder  die  entsprechenden   Zahlenwerte   einge- 
setzt: -T  j  «A« 

ab  =  4. CO«  80« 
oder  da  cos  80«  =  -VT  beträgt'),  so  ist: 

Vb  ^  2yj 

Ferner  ist: 

o  c  =  P, .  sin  30« 

oder  die    entsprechenden  Zahlenwerte   einge- 
setzt:   

ac  =  8 .  sin  80« 

da  aber  sin  30«  oder  cos  60«  =  0,5  beträgt, 
80  ist:  

ac  =  4 
endlich  ist: 

öd  =  P, .  cos  30« 

oder  die  entspr.  Zahlenwerte  eingesetzt : 

öd  =  8.  cos  80« 
oder  da  cos  30«  =  j V3~  ist,   so  ist: 

öd  =  4V^3" 


i)  Siehe  Srkl.  82. 
*)  Siehe  Erkl.  82. 
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1). 


HiUBreohnungen : 

.(4-4V8")'=    16  — 32VT+16.8 
(10  +  2  ywy  =  100  +  40  V^8"+  4.8 

116+8  ^3  +  20.8 

oder :  176  +  8  Y^ 

oder:  176  +  8  . 1,782 

oder:  176  +  13,856 

oder:  189,856 

Vl|89,;85'6  =  18,7788 
69 


26|2085 
1869 


274{21160 
19229 


2754|243100 
220384 

27552.2271600 


2).  log  4,598  od.  log  tg  p  r= 


0,6625690 
4859 


1014|8310 
8112 


=  8,2 


1980 


mithin: 
nnm-log  tg  q  oder  q  =  77*  43'  48,2* 


In  der  Bichtuog  von  ax  wirken  nun  dieEr&fte 

P  +  a^  —  ^^ 
nnd  in  der  Richtung  von  ay  wirken  die  Kräfte 

P2  +  ab+  ac 

Folglich  ist  die  Summe  der  nach  x  wirken- 
den Kräfte 

2  +  2  — 4V^3"=  4  — 4V'3 

und  die  Summe  der  nach  y  wirkenden  Kräfte 

6  +  2Vy+4  =  10  +  2VT 

Die  Resultante  der  nach  x  und  y  gerichteten 
Kräfte  ist  somit  nach  dem  pythag.  Lehrsatz 

R  =  V(4  -  4  V3  )'  +  (10  +  2  V^3  )' 
oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  1).: 

R  =  V  189,856 
oder: 

A).    .    .    .     R  =  13,7788 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  den  die  Resul- 
tante mit  ax  bildtt,  mit  ^,  so  ist 

10  +  2^3^ 


oder: 


tge  = 


tgp  = 


4-4^3 

10+2^3^ 
4(1-V8) 


^    (l0  +  2\^3)(l  +  \^3) 
^^         4(l-\^3-)(l  +  /8-) 


tge  = 


tg(»  = 


10+12V^3  +  6 
16  + 12  YS 


—  8 

tge  =  -  1(4  +  8^8^) 
mithin: 

tg  p  =  —  1 .  9,196  oder  —  4,598 

hieraus  ergibt  sich  nach  Hilfsrechnung  2).: 
B).    .    .    .    e  =  77»  48' 48,2" 


Anigabe  61.  Vier  Kräfte  P,  P^,  Pj,  Pg  von 
resp  6, 9, 12  und  15  kg  wirken  in  einer  Ebene 
auf  einen  Punkt  und  zwar  P  und  P2  sowie 
P^  nnd  Ps  nnter  rechten  Winkeln,  P  nnd  P^ 
aber  nnter  einem  Winkel  von  40°.  Welches 
ist  die  Grösse  nnd  Richtung  der  Resnltante? 


AuflöBimg.  Man  z^erlege  P^^  zwei,  in 
der  Richtung  von  ax  nnd  ap  wirkende 
Komponenten  am  nnd  ä5_nnd  P,  desgl.  in 
die  beiden  Komponenten  ac  nnd  ad,  siehe 
Fignr  43.      Es  ist: 

öm  =  Pi .  cos  40° 

a5  =  P4 .  cos  50» 

äc  =  P,  .cos40<' 

öi  =  P, .  cos  50» 

oder  nach  den  gegebenen  Kräften  ist: 
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Statik  oder  die  Lehre  Yom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Figur  48. 


am 

=  9 .  cos  40« 

X               ^^ 

=  9  .  cos  50« 

ac 

=  15. cos  40« 

ad 

=  15. cos  50» 

Hieraus  erh&lt  man  nach  den  neben- 

stehenden 

Hilfsrechnungen 

1—4: 

am 

=    6,894 

ab 

=    5,785 

ac 

=  11,49 

ad 

=    9,64 

y 


Hillsrechnimgen. 

1).    .    .    .     log  9  =    0,9542425 
-[-  log  cos  40«  ==    9,8842540 


—  10 


mithin 

log  am 

— 

0,8384965 

num- 

•log  am  oder  am 

=  6,894 

2). 

...     log  9 
-|-  log  cos  50» 

= 

0,9542425 
9,8080675 

mithin 

log  ab 

1 

rs 

0,7623100 

num- 

-log  ab  oder  ab 

— 

5,785 

3). 

.    .    .log  15 
log  cos  40« 

__ 

1,1760913 
9,8842540 

mithin 

log  ac 

• 
• 

= 

1,0608453 

num' 

-log  a  c  oder  a  c 

:  11,49 

4). 

...   log  15 
log  cos  50« 

= 

1,1760913 
9,8080675 

mithin 

log  ad 

• 
• 

^—; 

0,9841588 

num- 

log  ad  oder  ad 

9,6418 

5J.   .   . 

.   3,254.8,254 

29,2752 .  29,2752 

13016 
16270 
6508 
9762 

10,588516 

146375 
204925 
58550 

263475 

58550 

857,025625 
-f-  10,588516 

Es  wirken  nun  in  der  Richtung 

a«  die  Kräfte 

P  +  öm  — 05  =  6+6,894  —  9,64 

oder  wenn  wir  diese   algebraische  Summe  x 
nennen: 

X  =  8,254 

Die  in  der  Richtung  ay  wirkenden  Kr&fte 
sind: 

P2+ai  +  äc  =  12  +  5,785  +  11,49 
oder  wenn  wir  diese  Summe  y  nennen: 

y  =  29,275 
Es  ist  somit  nach  dem  pythag.  Lehrsatz 

R  =  V  aj»  +  y2 
oder  obige  Zahlenwerte  eingesetzt,  ist 

R  =  V3,254»  +  29,275* 

R  =  V867,614141 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechnung  5: 

A).   .  .  .    R  =  29,455 

d.  h.  die  Grösse  der  Resultante  ist  29,455  kg. 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  den  die  Resul- 
tante mit  ax  bildet,  mit  a,  und  den  Winke), 
den  die  Resultante  mit  ay  bildet,  mit  ß,  so  ist: 


oder: 


sma  = 


R 


oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  gesetzt: 

29,275 


867,614141 


"°"=    29,455 

hieraus  erhält  man  nach  Hilfsrechnnng  6  für 
den  Winkel 

B) a  =  83«  39'  45" 

und  Winkel  ß  =  90«  —  « 
oder:  ß  =  6«  20' 15" 
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Hilisrechnongen. 

Vs  67, 61 41141  =  29,455 

__4 

4;467 
441 


58  i  2661 
2336 


588 I 82541 
29425 

58901311641 


6). 


.    log  29,275  =     1,4664969 
—  log  29,455  =-1,4691590 


log  sin  a  =    9,9973879  — 10 

3867 

mithin:  23|120  =  5 

num-log  a  oder  a  =  83<^  39'  45" 


Aufgabe  62.  Drei  Kräfte  wirken  iü  einer 
Ebene  auf  einen  Punkt  und  sind  im  Gleich- 
gewicht. Sie  verhalten  sich  zueinander  wie  : 

(VT+0:V^6-:VT 

Unter  welchen  Winkeln  sind  sie  gegenein- 
ander geneigt? 

Figur  44. 


Aaflösimg.  Die  drei  Kräfte  seien  P,  P^ 
und  Pj,  die  drei  Winkel  a,  fi  und  y.  Es  ist 
also  nach  der  gestellten  Aufgabe: 

P:Pi:P,  =  (VT+ 1) :  ^6^:  2 

siehe  Figur  44.  Da  die  Kräfte  im  Gleich* 
gewicht  stehen,  so  mnss  P,  an  Grösse  der 
Resultante  von  P  und  Pi  oder  gleich  oa  sein, 
aber  dieser  Kraft  entgegengesetzt  wirken 
und  es  sind  somit  von  dem  Dreieck  oaP 
die  drei  Seiten  bekannt,  woraus,  nach  dem 
Kosinnssatz  (siehe  Erkl.  36)  der  Winkel 
(180— a)  berechnet  werden  kann: 

da  nun:  cos (180®—  a)  =  — cosa,  so  ist: 

=        (\^3-+l)^+(Vl)»-4 
2  (V^S  +  1)  V^6 


COS  a  = 


1). 


Hilisrechnungen. 

(YZ-^lf^  3  +  2V^3^+l 


oder: 


4^(/sr+i)^-(V^)» 

COSO    =    \     r-  X       r~ — 

2(V^3+1)1^6 


Diesen  Wert  in  nebenstehende   Gleichung 
eingesetzt,  gibt: 

4_(3  +  2\/3'+l)-6 


oder: 


oder: 


oder: 


COS  «  = 


cos  a  = 


cos  a  =  — 


2  (/3  + 1)1^6 

4^3^2V3"-1  — 6 
2  (\^3-+  1)  V€ 

2  (3  +  VZ) 


oder  nach  nebenstehender  Hilfsrecbnnng  1).: 

1 

cos«    = j^ir 

oder:     cosa  =  — y  V^2^ 

oder:     cos  a  =  —0,7071068 

log  cos  «  =  —  log  0,8494850  —  1 

+  9  —9 


2(\^3  +  l)/6 


log  cos  o  ==  —  9,8494850  —  10 


mithin : 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Qleicfagewieht  fester  EOrper. 


(3  + VT) 

cos  a   = -ii=r, 


COS  a  =  — 


Y6  iV%  + 1) 

diesen  "Wert  mit  YQ   erweitert: 

iVs  + 1)  6 

3  ( V6"+  V2) 
6  VW+  1) 

2  (y3+ 1) 
V-r(V3"+ 1) 


oder: 


oder: 


oder: 


COß  a  =  — 


cos  a  =  — 


oder: 


cos  a  =  — 


cos  a  =   — 


2(/3+l) 

Vi 


oder  cos  a  =  — 


1 


Y2 


2).    .   .   . 


oder: 


2.V0.2 

3  +  2V^+l  — 6  — 4 
4^6" 


2V3-6       ,  ^         V^3  — 8 

cos  /J'  =  —  ^^_ —  oder  cos  /?  = 


4^6 
oder :  _ 

Yz(i-Ys)  , 

cos  jS  =  - — \rJ- — -  oder  cos  ß  = 


oder: 


oder: 


2V6 


2V^ 
2V2 


cos/5  = 


cos  /5  = 


1  — 1,7320508 
2 . 1,4142136 

0.7320508 


2,8284272 
Kan  ist: 

log  0,7320508  =   0,8645412  —  1 

—  log  2,8284272  =  —0,4515450 

0,4129962  —  1 

log  cos  ß  =      9,4 129962  - 10 
mithin:     /3  =  —  75» 


oder: 

A).    . 


«  =  —  45»    d.  h.   a  =  180»  -  45« 
.     «  =  135» 


In  gleicher  Weise  findet  man  für: 


cos/S  = 


-  Zlz^Ziir-?? 


oder: 


2P,P, 


COS.-    (V^+1)'-(V6~)-^ 
eo8/5_- ^^^^ 


oder  nach  Hilfsrechnong  2: 

^       i-Vä" 

2^2 
woraus  sich  fflr  den  Winkel 

.   ß  =  180»  —  75» 
ß  =  105» 


B). 
oder: 


•    •    • 


ergibt. 
Endlich  ist: 

cosr=  2pp^ 

oder  die  entsprechenden  Werte  eingesetzt: 

(^6)»  -  (V3-+l)*-4 


cos  7 


2(^3  +  1)2 


hieraus  ergibt  sich  nach  nebenstehender  Hilfs- 
rechnung S: 

cosy  =  — -g- 

oder  nach  Erkl.  32 : 

^  cos  y  =  —  60» 
und  demnach: 
C) y  =  120» 


3).  . 
oder: 

oder: 


6— 3  — 2V3  — 1— 4   ^  _  2  — 2V3 
4^5^+1  4(V'3+l) 

2(1  +  V3) 


cos  y  = 


4(l  +  V^3) 


COS  y  =  — 
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Aufgabe  63.  Drei  Kräfte  P  =  14,  Pi 
=  18,  Pj  ==  24  kg  wirken  in  einer  Ebene 
auf  einen  Pankt  0;  die  erste  und  zweite 
unter  einem  Winkel  von  44^,  die  zweite  und 
dritte  unter  einem  Winkel  von  67°.  Wel- 
ches ist  die  Grösse  und  Richtung  der  Re- 
sultante ? 


Figur  45. 
B 


Anflösong.  Man  denke  sich  durch  die 
Richtung  der  Kraft  P  die  Achse  AX  und  recht- 
winklig zu  derselben  durch  den  Angriffs- 
punkt 0  die  Achse  BY  (siehe  Figur  45). 
Aus  den  gegebenen  beiden  Winkeln  lässt 
sich  leicht  die  Grösse  der  neu  entstandenen 
Winkel  berechnen.  Zerlegt  man  nun  jede 
der  beiden  Kräfte  P^  und  P,  in  zwei  zuein- 
ander rechtwinklige  Komponenten,  welche  in 
die  Richtung  von  AX  und  BY  fallen,  so  ist: 


P.14 


oa 

—  cos  44« 

ob 
Pi 

=  COB46Ö 

oc 

=  cos  21» 

od 

Po 

=  cob69'> 

P,-18 


P,-24 


1). 


*     HillBreehnangen: 

.    .    log  18  =r    1,2552725 
log  cos  440  =r    9,8569341 


—  10 


mithin : 


log  oa  =     1,1122066 

8087 
89 


num-log  oa  oder  oa  =  12,948 


2). 


.    .  log  18  = 
log  cos  46°  = 


1,2552725 
9,8417713—10 


log  0  (  =    1,0970438 


mithin: 
num-log  Ö6  oder  ö&  =  12,504 


Hieraus  erhält  man  fOr: 

oa  =  Vi,  cos  44« 

ob  =  Pf  cos 46« 

öc  =  P2.CO82I« 

Ö5"  =  Pj  .  COS  69« 

Setzen  wir  die  für  die  Kräfte 
gegebenen  Werte  ein,  so  ist: 

ÖÖ"  =s:   18  .  COS  44« 

oft  =  18 .  COS  46« 
ö7  =  24.  COS  21« 

od  =  24.  COS  69« 

und  wir   erhalten    nach   den 
Hilfsrechnungen  1—4: 

öa  =  12,948 

ob  =  12,504 

öc  =  22,406 

öd  =  8,6 

In  der  Richtung  der  AX-Achse  wirken 
nun  die  Kräfte 

P+oä  — o5=  14+12,948  —  8,6 

bezeichnen  wir  diese  Summe  mit  rr,  so  ist: 

X  =  18,348 

In  der  Richtung  der  B Y-Achse  wirken 
die  Komponenten: 

öb+öc  =  12,504  +  22,406 

od.  wenn  wir  diese  Summe  mit^  bezeichnen: 

ij  =  34,91 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


HilfBrechnungen : 

8).     .    .    .   log  24  =     1,3802112 
log  cos  21'>  =     9,9705157 


log  oc  =     1,3503629 
mithin : 

nam-log  oc  oder  oc  =  22,406 


4).    .    .    .  log  24  = 
log  cos  69»  == 

1,3802112 
9,5543292 

log  od  = 
mithin: 

0,9345404 

5888 

num-log  od  oder  oeZ  = 

8,6008 

5).    18,348.18,848 

34,91 .  84,91 

146784 

3491 

78392 

31419 

55044 

13964 

146784 

10478 

18348 

1218,7081 

386,649104 

+  386,6491 

1555,3572 

Vl5|55,i35;72  =  89,437 
9 

6  655 

621 

78  3435 

3136 

788  29972 

23649 

7886 1 682300 

6).    .    .      log  34,91  = 
—  log  89,437  = 

1,5429498 
—  1,5959039 

log  sin  a  = 

9,9470459 

369 

mithin  ist: 

110  900  = 

num-log  sin  a  oder  a  = 

620 ißi 88" 

Die  Resoltante  dieser  unter  rechtem  Win- 
kel aufeinander  wirkenden  Komponenten  ist 
aber  wieder: 


d.  h.: 

R  =  Vl8,348'  + 34,91» 
oder:  

R  =  ^336,6491  + 1218,7081" 
oder: 

R  =  y  1555,3572 

oder  nach  Hilfsrechnang  5).: 

A).    .   R  =  39,437 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  den  die  Re- 
sultante, mit  der  Achse  AX  bildet,  mit  a, 

so  ist:  -r  ,  — 

00-4-oc 


sm  a  = 


R 


=  8 


ti 


oder  wenn  man  die  entsprechenden  Zahlen- 
werte einsetzt: 

84,91 

"°  «  =  -39;43r 

Diese  Gleichung  logarithmiert,  gibt: 

log  sin  er  =  log  34,91  —  log  39,487 

hieraus  ergibt  sich  nach  Hilfsrechnung  6). : 

B) «  =  62016'88" 

Bezeichnet  man  den  Winkel,   den  R  mit 
P^  bildet  mit  ß,  so  ist: 

ß  =  62»  16'  88"  —  44« 

oder:       ß  =  18»  16' 38" 

und  der  Winkel  r,  den  R  mit  P  bildet- , 

y  =  111»  — 62«  16' 38" 

oder:       y  =  48«  43' 22' 


ß).  Ungelöste  Aufgaben. 

Aulgabe  64.    Von  drei  Kräften  P^  Pi  und       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
Pj,  die  in  einer  Ebene  liegen  und  auf  einen   gelösten  Aufgabe  59. 
Punkt  wirken,  bildet  P  mit  P,  einen  rechten 
Winkel.   Welches  ist  die  Grösse  und  Richtung 
der  Resultante,  wenn: 

a).  .  .  P  =  16,   Pi  =  20,   Pj  =  24  kg  und 

4  PPi  =  60« 

b).  .  .  P  =  26,8,   Pi  =  37,9,    Pj  =  46,76  kg 
und  4PPi  =  3löl2'20" 

c).  .  .  P  =  8,   Pi  =  10,   ?2  =  12  kg 
und4PPi=40«. 
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Aufgabe  65.   Vier  Kräfte  P,  P,,  P^  und  P,       Andeutung.   Die  AuflöBUDg  erfolgt  analog  der 
wirken  in  einer  Ebene  auf  einen  Punkt  und  gelösten  Aufgabe  60. 
zwar  P  und  P,  sowie  P,  und  P,  unter  recbten 
Winkeln  zueinander.    Welches  ist  die  Grösse 
und  Richtung  der  Resultante,  wenn: 

a).    P  =  3,  Pi  =  4,   P,  =  5,  P,  =  6  kg  und 

2j:PPt  =80»» 
b).    P  =  8,  Pi  =  10,  Pj  =  12,  P,  =  14  kg  und 

4  PPi  =  60° 
c).    P  =  4,  Pi  =  7,  Pj  =  9,  Pj  =  12  kg  und 

4:PPi  =  50«. 

Aufgabe  66.    Drei  Kr&fte  wirken  in  einer       Andeutung.   Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
Ebene  auf  einen  Punkt  und  sind  im  Gleichge-  gelösten  Aufgabe  62. 
wicht.  Welche  Winkel  bilden  sie  miteinander, 
wenn  sich  die  Kräfte  verhalten: 

a).   wie  4:6:8; 

b).    wie  8  :  12  :  14  ; 

c).    wie  7:9:11? 

Aufgabe  67.  Drei  Kräfte  tou  274,  369  und  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
396  kg  wirken  in  einer  Ebene  auf  einen  Punkt  gelösten  Aufgabe  63. 
eines  Körpers,  und  zwar  die  erste  und  zweite 
unter  einem  Winkel  von  54 <^  26'  20",  die  zweite 
und  dritte  unter  einem  Winkel  von  62<'  17'  10'. 
Welches  ist  die  Grösse  und  Richtung  der  Re- 
sultante? 


f).   Ueber  die  Beziehungen,  welche  zwischen  mehreren  unter  beliebigen 

Winkeln  auf  einen  Punkt  wirlienden  Kräften,  deren  Richtungen  nicht 

in  ein  und  derselben  Ebene  liegen,  und  deren  Resultante  bestehen. 

Frage  16.  Mittels  welchen  Satzes  werden 
die  Beziehungen  zwischen  den  Intensitäten  Antwort.  Wirken  drei  Kräfte  P,  Pi,  P,, 
und  den  Richtungen  dreier  Kräfte,  die  deren  Richtungen  nicht  in  ein  und 
nicht  in  ein  und  derselben  Ebene  liegend,  derselben  Ebene  liegen,  an  einem  ma- 
r echtwinklig  gegeneinander  wirken  und  der  teriellen  Punkt  a  rechtwinklig  gegenein- 
Intensität  nnd  Richtung  der  Resultierenden  ander,  siehe  Figur  46,  so  ist  die  Resultante 
derselben  ansgedrackt  und  wie  ermittelt  man  H  derselben,  sowohl  ihrer  Grösse  als  auch 
Grösse  nnd  Richtung  der  Resultante?  ibrer  Richtung- nach  durch  die  Diagonale 

aR  des  über  den  drei  Strecken  aP,  aPi, 
aP,  konstruiert  gedachten  rechteckigen 
Parallelepipedons  PaP^  uR&Pj  c  be- 
stimmt ^).  Gleichwie  man  von  einem  Kr äf  te- 
parallelogramm  spricht,  kann  man  somit 
auch  von  einem Kräfteparallelepipedon 
sprechen. 

Die  Grösse  der  Resultante  R,  Fig.  46, 
findet  man  nach  dem  pythagor.  Lehrsatz 
wie  folgt: 

Die  Mittelkraft  u  der  rechtwinklig  zu- 
einander wirkenden  Kräfte  P  und  P^  ist  so- 
wohl ihrer  Grösse  als  Richtung  nach  durch 
die  Diagonale  au  des  Rechtecks  "PaT^u 
bestimmt, 


^)  Siehe  in  Kleyert  Lehrbuch   der   Stereometrie  den 
Abschnitt:  Das  PrJima. 
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Statik  oder  die  Lehre  Tom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Figur  46. 


( (88  flher  den  Strecken  aP  und  aP,  kon- 
struiert gedachte  ||gr.  ist  ein  Rechteck, 
da  4;PaPi  =  90'>  ist) 

mithin  hat  man  nach  der  Formel  R'  ==  P- 
+  Q*  für  die  Mittelkraft  u  der  Komponen- 
ten  P  und  P^  die  Gleichung: 


1). 


tt»  =  P^  +  P^ 


Ferner  ist  die  Mittelkraft  R  der  Kraft  P^ 
und  der  soeben  gefundenen  Mittelkraft  u  so- 
yrohl  ihrer  Grösse  als  Richtung  nach  durch 
die  Diagonale  aR  des  Rechtecks  uaP^R 
bestimmt, 

(das  über  den  Strecken  au  und  aP2  kon- 
struiert gedachte  {jgr.  ist  ein  Rechteck, 
weil  der  Winkel  P,  a  u  =  90^  ist,  denn 
P,»  steht  senkrecht  auf  den  Strecken  a? 
und  a  P| ,  folglich  auch  senkrecht  auf  der 
Ebene  PaPi  u,  somit  auch  senkrecht  auf  ati) 

mithin  hat  man  nach  Erkl.  26  für  die  ge- 
suchte Resultante  R  der  Kräfte  u  und  P«, 
bezw.  der  Kräfte  P,  Pi,  P2,  die  Gleichung: 

2).    .    .    .    R»  =  u^  +  Pj^ 

Hieraus  and  in  Rücksicht  der  Gleich.  1). 

erhält  man: 

I.    .    .    R  =  Vp» +TV+T7 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  at<R  nod 
in  Rücksicht,  dass  t«R  =  aP,  =  P,  ist, 
erhält  man  für  den  Winkel  ß,  welchen  die 
Resnltante  R  mit  der  Resultante  m,  bezw. 
mit  ihrer  Projektion  auf  die  Ebene  PaP^« 
bildet,  die  Gleichung: 

u    \      au        au         u/ 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  aFu  und 
in  Rücksicht,  dass  Pw  =  aP^  =  Pj  ist, 
erhält  man  für  den  Winkel  er,  welchen  die 
Resultante  u  der  Kräfte  P  und  P^,  bezw. 
welchen  die  Projektion  der  Resultante  K 
mit  der  Richtung  der  Kraft  P  bildet,  die 
Gleichung : 
TTT       ♦  Pi   /      P«       aPi       PA 

Die  Winkel  endlich,  welche  die  Resultante 
R  mit  den  Kräften  P,  P^  und  P,  bildet  und 
der  Reihe  nach  mit  /,  y^  und  yj  bezeichnet 
sein  sollen,  findet  man  aus  den  rechtwink- 
ligen Dreiecken  aPR,  aPiR  und  aPjR,  be- 
züglich mittels  der  Gleichungen: 

p 
.    .     cosPaR  =  cosy  = 


IV. 


V.     .     .    cos  P^aR  =  cos  yj  = 


R 
R 


VI.    .    .    cosPjaR  =  cosy2=    ^ 


üeber  das  Kr&fteparallelepipedon. 
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Frage  17.  Welche  Beziehungen  bestehen 
zwischen  drei  oder  mehreren  Kräften, 
deren  Richtungen  beliebige  Lagen  im 
Ranm  einnehmen  nnd  der  Grösse  nnd 
Richtang  der  Resultierenden  derselben? 


Figur  47. 


Antwort.  Wirken  an  einem  materiellen 
Punkt  a,  siehe  Figur  47,  drei  oder  meh- 
rere Kräfte  P,  Pp  P2 ..  ..,  deren  Richtun- 
gen beliebige  Lagen  im  Raum  ein- 
nehmen, welche  also  nicht  in  ein  und 
derselben  Ebene  liegen,  so  findet  man  die 
Resultante  R  derselben,  wie  folgt: 

Man  denke  sich  durch  den  Angriffspunkt  a 
die  drei  zueinander  senkrechten  Ge- 
raden XXx,  YTf  und  ZZ^,  welche  die  Achsen 
eines  sogenannten  rechtwinkligen  Raum- 
koordinatensystems bilden,  gezogen  und 
durch  zwei  derselben,  z.  B.  durch  XX^  und 
YYj  eine  Ebene  mn  gelegt. 

Dann  denke  man  sich  z.  B.  die 
Kraft  P  mittels  der  von  P  auf  die 
Ebene  mn  und  auf  die  Achse  ZZi 
geföllten  Senkrechten  Pt<  und  P^  (wo- 
durch das  Rechteck  atFu  entsteht) 
in  die  beiden  rechtwinklig  zu  einander 
wirkenden  Komponenten  t  (=at)  und 
u  (==  au)  zerlegt.  Die  Grössen  dieser 
beiden  Komponenten  t  und  u  findet 
man,  wenn  man  den  Winkel,  welchen 
die  Richtung  der  Kraft  P  mit  der 
Richtung  der  Kraft  u,  bezw.  mit  der 
Ebene  mn  bildet,  mit  ß  bezeichnet, 
mittels  der  Relationen: 


cos/?  = 


au 
tiP 


u 
P 


Bin/?  =  --^  =  -w  = 


aP    ""    äP  ""  "P 
denn  aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich: 

a) u  =  P.C08/? 

1) t  =  T.Biuß 

Ferner  denke  man  sich  die  in  der  Ebene 
mn  liegende  Komponente  u  (=  au)  mittels 
der  von  u  auf  die  Achsen  X  Xx  und  T  Y^ 
gefällten  Senkrechten  us  und  ur  (wodurch 
das  Rechteck  arus  entsteht)  in  die  weiteren 
rechtwinklig  zueinander  wirkenden  Kom- 
ponenten 8  und  r  zerlegt.  Die  Grössen  dieser 
beiden  Komponenten  s  und  r  findet  man, 
wenn  man  den  Winkel,  welchen  die  Richtung 
der  zerlegten  Kraft  u  mit  der  positiven 
Richtung  aX  der  Achse  XX^  bildet,  mit  a 
bezeichnet,  mittels  der  Relationen: 

as  8 

cos  o  =  —  =    — 
au  u 


8U 

am  u  =  — 
au 


ar  r 

'  au  ^   u 
denn  aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich: 

b) 8  =  u.  cos  n 

c) r  =  M .  sin  u 


64 


Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Erkl.  67.  Da  zur  Bezeichnang  der  Winkel 
und  anderer  Grössen  häufig  Buchstaben  des 
griechischen  Alphabets  Anwendung  finden,  so 
dürfte  es  manchem  Lernenden  erwQnscht  sein, 
dasselbe  hier  verzeichnet  zu  finden: 

Das  griechische  Alphabet. 


Ay  «  (Alpha)  =  a 
J5,  ß  (Beta)  =  b 
r,  y  ( Gamma]  =  g 
^.  (T  (Delta)  =  d 
£,  f  (Epsilon,  das 

dünne,  kurze  «)  =  e 
Z,  C  (Zeta)  =  z 
H,  i\  (Eta  od.  Ita)  =  e 

oder  1 
e,  ^  (Theta)  =  th 
/,   i  (Jota)  =  i 
Ky  X  (Eappa)  =  k 
jif  X  (Lambda)  =  1 
Af,  fi  (My)  =  m 
N,  V  (Ny)  =  n 


Setzt  man  in  diese  Gleichungen  den  Wert 
für  u  ans  der  Gleichung  a).  ein,  so  erhält 
man: 

2) «  ■=  P.cos/S . cos« 

3) r  =  P.  cos/S.  sin« 

Denkt  man  sich  schliesslich  die  übrigen 
Kräfte  P^ ,  Pj . . .,  siehe  Figur  47,  in  der- 
selben Weise  je  in  drei  Komponenten:  t^. 


B,  ^  (Xi)  =  X 

O,  o  (Omikron,  das 

kleine,  kurze  o)  =.  o 
//,  n  (Pi)  =  p 
P,  Q  (Rbo)  =  r 
2,  a  (so  im  Anlaut, 

im  Auslaut  g  Sigma) 

=  s 
r,  T  (Tau)  =  t 
y,  V  (Ypsilon)  =  y 
*,  (f  (Phi)  =  ph 
X,  X  (Chi)  =  ch 
V',  1/;  (Psi)  =  ps 
fl,  (0  (Omega ;  das 

grosse,  lange  o)  =  ö 


'n 


r.  und  t,  «„  r 


2»    "2» 


Figur  48. 


4).    .    . 

•    «1 

5).    . 

.    .    «, 

6).    . 

•    •    ♦•i 

7).    .    . 

•     h 

8).    .    . 

■    »t 

»)■    . 

■    •    U 

für  die 
Kraft  P^ 

für  die 
Kraft  P, 


zerlegt,  deren  Rich- 
tungen mit  den  Richtungen  der  zueinander 
rechtwinkligen  Achsen  zusammenfallen,  so 
erhält  man  die  mit  den  Gleichungen  1).. 
2).  und  3).  korrespondierenden' Ausdrflcke: 

=  Pi  sin  /Sj 

=  Pi  cos  /J^  cos  «i 

=  P|  cos  ß^  sin  «1 

=  P,  sin  ßi 

=  P2  cos  ßi  cos  «2 

=  Pj  cos  ß^  sin  oj 

Für  die  Resultante  q  der  in  der  Richtung 
der  Achse  XX^  wirkenden  Komponenten  er- 
hält man  in  Rücksicht  der  vorstehenden 
Gleichungen  2).,  5).,  8) die  Formel : 

1.  .  .  Q  =  P  cos  /?  cos  « -j-  P,  cos  /Sj  cos  o,  -+- 

Pj  cos  ß2  cos  «2  +  •  •  • 

Für  die  Resultante  q^  der  in  der  Richtung 
der  Achse  YYi  wirkenden  Komponenten  er- 
hält man   in  Rücksicht   der    vorstehenden 

Gleichungen  3).,  6).,  9) die  Formel: 

IL  .  .  pi  =  P  cos  /9  sin  o  -f  Pj  cos  /J,  sin  a,  4- 
Pj  cos  ßi  sin  «2  +  •  •  • 

Für  die  Resultante  q.^  der  in  der  Richtung 
der  Achse  ZZx  wirkenden  Komponenten  er- 
hält man   in   Rücksicht   der    vorstehenden 

Gleichungen  1).,  4).,  7) ,  die  Formel: 

III.  .  .  .  .  fi^  =  V .wiß-^-V^  sin^,  -t- 

P2 .  sin  /S^  + . . . 

Da  man  hiemach  für  die  Kräfte  P,  P^, 
P2...  die  drei  rechtwinklig  zueinander 
wirkenden  Kräfte  q,  q^  und  q^  gesetzt  den- 
ken kann,  so  wird  die  Resultante  R  der- 
selben, analog  wie  in  der  Figur  46,  durch 
die  Diagonale  eines  rechteckigen  Pa- 
rallelepipedons,  Figur  48,  dargestellt, 
folglich  hat  man  (nach  der  Formel  I  in 
Antwort  auf  Frage  16)  zur  Berechnung  der 
Resultante  R  der  Kräfte  P,  Pj ,  P2 . . .,  die 
Formel: 

IV R  =  V^M->T'"+^ 

Zur  Berechnung  des  Winkels  /},  welchen 
die  Resultante  R  mit  ihrer  Projektion  aü, 
bezw.  mit  der  Ebene  mn  bildet,  besteht  in 
dem  rechtwinkl.  Dreieck  aUR,  die  Relation: 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ansflihrliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Yerlagshandlung  gratis  und   portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschnitten  und  gat  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
nnd  Erklämngen  am  Schlosse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3—4  Hefte  zu  dem  Abonnementapreise  von  26Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsrerzeich- 
nis  ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlioh,  ohne  jede  Bedeutung  fflr 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  nnd  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  ffir  Schfiler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  far  Lehrer  und  Examinatoren,  das  yorsfiglichste  Lehrbuch 
Eum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Naohschlagebuch  ftlr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vsllständige 

Inhal  tsyerz  ei  chnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1 — 266 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


HalbjShrlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


OnMsk  Ton  Carl  H»nm»r  in  Stuttgart. 
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Aufgaben  -  Sammlung 


-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  deji  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Angab«  pd  EntwlcUong  dor  beoDtzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  In  Fragen  nnd  intf  orten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

-  aus  allen   Zweigen 

der  Seebenkonst,  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  BphÄrischen 
Ingonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
l>ifferential.  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.):  — 
aus  aUen  Zweigren  der  Physik,  Mechanik,  Oraphostatik,  Chemie,  GeodSsie,  Nautik, 
mathemat.  Geogrraphie,  Astronomie;  des  Masehinen-,  Strafsen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Urflcken-  u.  Hoehban's;  der  Konstroktionslehren  als:  darsteU.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-Perspectire,  Sehattenkonstruktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Stndierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,  zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  HLleyer^ 

Mathematiker,  vereideter  königl.  preasf.  Feldmesser,  vereideter  grossh,  hessischer  Geometer  I.  Klasse 

in  l^rankfurt  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  -Kräfte. 


I 


IS  t  a  t  i  k« 


Fortsetzung  von  Heft  312.  —  Seite  65—80.    Mit  9  Figuren. 

I  nhalt: 

üeber  das  KräfteparallelepipedoD.  —    Gelöste   und  ungelöste  Aufgaben  Qber  das  Kräfteparallelepipedon.  — 
Ueber  die  ZusammenBetzung  vou  Parallelkr&ften  und  zwar  über  die  Boziehuageu,  welche  awisoheu  gleich- 
gerichteten Parallelkrfifteu  und  deren  Bosultanto  bestehen. 
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Stuttgart  1887. 
Verlag  von  Julius  Maier. 
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^M  Diese  Aufgabensammlung  erscheint  fortlaufend,  monatlich  3—4  Hefte.  «^ 
Die  einzelnen  Hauptkapitei  sind  mit  eigener  Paginierung  versehen,  so  dass  jedes  derselben  einen  Band  bilden  wird. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—266 
kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a>  M>  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  fthnUekes  zar  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  bUligren  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  and  hringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten  and  praktischsten  Aafgabeo  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Pbysik, 
Heehanik,  math.  Geographie ^  JLstronomiey  des  Maschinen-)  Strassen- ^  Eisenbahn-» 
Brfleken-  und  Hoehbanes^  des  konstraktiren  Zeichnens  etc.  etc.  and  zwar  in  ToUstSndig 
gelöster  Form,  mit  lielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  and  Entwickelnn^  der 
'  benntsten  Sitae ,  Formeln,  Regeln  in  Yntgen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Losung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergränzen  und  alsdann  audi  alle 
Teile  der  reinen  and  angewandten  Mathematik  —  nach  ^besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  nigleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsreraeieh* 
nis,  Berlohtignngen  und  erlftntemde  ErklXmngen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  IL  (hrd.,  gleleh- 
bereehtigten  höheren  Bürgerschulen,  PriTatsehulen,  Gjmnaslen,  Realgymnasien,  Pre 
gymnasien,  Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkschnlen^ 
Gewerbesehnlen,  Handelsschulen,  techn  Yorbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen,' Akademien,  IJniTersitäten ,  Land-  und  Forstwlssensehaftssehnlen, 
MiUtftrsohulen,  Yorbereltnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  fOr  das  Eii\|älu1g-Frel^ 
willige-  und  (^ziers-Examen,  etc. 

Die  Schttler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  and 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  fir  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung inunerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflfkingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaas  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lost,  Liebe 
und  Yerstftndnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  AnfTrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Benis- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfuser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stattgart.  Die  YerlagsbaBdlung« 


Ueber  dai  Kräfteparallelepipedon. 
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Figur  49. 


tg/J  = 
oder: 

V tgß  = 


aU 


92 


Vq'  +  Qi^ 


da:    ÜR  =  0^2  =  C?  ^^^  ^^  ferner  in  dem 
rechtwinkligen  Dreieck  üqU: 


oder: 


mithin : 


aü*  =  a^'  +  api' 


Zar  Berechnung  des  Winkels  or,  welchen 
die  Projektion  aU  der  Resultante  aR  mit 
der  positiven  Richtnng  aX  der  Achse  XX^ 
bildet,  besteht  in  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck agJJy  die  Relation: 

tga  =  -=^ —  =      ^' 
oder:  ^^ 


a^ 


VL    .    . 


tg«  =  -^^ 


Bezeichnet  man  die  Winkel,  welche  die 
Kräfte  P,  Pi,  P2  .  . .  mit  der  positiven 
Richtung  aX  der  Achse  XX|  bilden,  der 
Reihe  nach  mit  7,  r^,  7,  *  -  -i  ^^®  Winkel, 
welche  diese  Kräfte  mit  der  positiven 
Richtung  aY  der  Achse  YTi  bilden,  der 
Reihe  nach  mit  J,  &^,  «f, . . .  und  endlich  die 
Winkel,  welche  die  Kräfte  mit  der  posi- 
tiven Richtung  aZ  der  Achse  ZZ^  bilden, 
der  Reihe  nach  mit  e,  f^,  f ,  •  •  -  ^^^  ^^^^ 
man  bei  der  Berechnung  der  Resultante  K 
etc.  diese  Winkel  in  Betracht  ziehen,  so 
denke  man  sich,  z.  B.  die  Kraft  P,  siehe 
Fig. 49,  mittels  des  rechteckigen Kräfte- 
parallelepipedons  arushtc^  in  die  drei 
Komponenten  5,  r  und  t  zerlegt,  deren  Rich- 
tungen mit  den  Richtungen  der  Achsen  zu- 
sammenfallen. 

Aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  P«a, 
Pra  und  P^a,  erhält  man  der  Reihe  nach: 


as 


1).  .  «  =  P.cosy,  denn:  cosy  =  — „-  =  -^ 


2).  .  r  =  P  .  cos  (f, 
3).  .  t  =  P .  cos  «, 


n 


cos  (F  = 


cos  £   = 


aP 

ar 

1^ 

at 


8 
P 


r 

T 


Klimpert,  Statik. 


Analog  erhält  man  für  die  Komponenten 
der  weiteren  gedachten  und  in  derselben 
Weise  zerlegten  Kräfte  Pp  P2...: 

4).  «1  =  P^ .  cos  Vi ;  5).  ft  =  P^  .  cos  <f| 
6).  *i  =  P, .  cos  «, ;  7).  82  =  ?2'  cos  yj 
8).   fj  =  Pj  .  cos  Jj ;     ^)-    tj  =  Pj  .  COB  «2  w.  s.  f. 

5 


1 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Figur  50. 


Für  die  Resultante  q  der  in  der  Richtung 
der  Achse  XXi  wirkenden  Komponenten  s, 
«t ,  ^2 . . .  erhält  man  in  Rücksicht  der  Tor- 
stehenden  Gleichungen  1).,  4).  und  7}.^  die 
Formel: 

VII.  .  .  .  Q  =  P .  cos  7  +  Pi  •  cos  yi  + 

P2 .  cos  ^2  "H  •  •  • 

Ebenso  erhält  man  fQr  die  Resultanten 
Q^  und  ^2  der  in  den  Richtungen  der  Achsen 
YY^  und  ZZi  wirkenden  Komponenten  r,  r^. 
r2 . . .  und  t,  ti,  ^2  -  -  •  &^B  d^^  vorstehenden 
Gleichungen  2).,  5).,  8).  und  3).,  6).  und  9)., 
die  Formeln: 

Vin.  .  .  .  »1  =  P .  cos  J  +  Pj .  cos  if  I  -t- 

P2 .  cos  1^2  -+-  •  •  • 
IX pj  ~  P .  cos  €  +  P| .  cos  «i  -^- 

P2  .  cos  «2  +  .  .  . 

Fttr  die  Resultante  R  der  drei  rechtwink- 
lig gegeneinander  wirkenden  Kräfte  e,  Q^,  9^, 
bezw.  der  Kräfte  P,  Pi ,  P, . . .  erhält  man, 
wie  vorhin,  siehe  Figur  50,  die  Formel: 

X R  =  Vö^TöJ^^fÖ? 

Zur  Berechnung  der  Winkel  a<,  i»^,  ^,. 
welche  die  Resultante  R  mit  den  rechtwink- 
lig gegeneinander  wirkenden  Kräften  c,  d 
und  ^2«  bezw.  mit  den  Achsen  XXi,  YYi  und 
ZZi  bildet,  erhält  man  aus  den  rechtwinkl. 
Dreiecken:  a e R,  ao^B.  und  üq^^j  siehe 
Fig.  50,  der  Reihe  nach  die  Relationen : 


XI. 


ag 
^^"^   =  TR-  == 


XII.  . 

XIII.  . 


COS/U| 
cos  fjl  2 


aR 
ap2    _ 


aR 


R 
R 
R 


a).  Gelöste  Aufgaben. 

Anfgabe  68.  Drei  nicht  in  ein  und  der- 
selben Ebene  liegende  Kräfte,  welche  recht- 
winklig gegen  einander  wirken,  sollen  durch 
eine  einzige  Kraft  R  ersetzt  werden.  Wel- 
ches ist  die  Grösse  und  Richtung  der  letzte-  AaflöBnng.  Nach  der  Gleichung  I.  in 
ren,  wenn  die  drei  gegebenen  Kräfte  P  =  5,  Antwort  auf  Frage  16  ist  die  Resultante  R: 
P.  =  4  und  P,=  7kg  sind?  ^  ^  1^5^+4^^,- 

oder : 


A). 


R  =   9,4868    (liehe  HUfareolm.  1) 


Ferner  ist  nach  Gleichung  II  in  Antwort 
auf  Frage  16: 


tg/5 


t( 


(liehe  Fig.  46) 


oder  da 


Aufgaben  über  dag  Kr&fteparallelepipedon. 
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1).    . 


Hilisrechnnngen. 

5.5  =r  25 
4.4  ^^  16 
7.7  z=z  49 

Y9Ö~^    9,4868 

81 

18 :  900 
736 


2).     .    .      u 
oder:     u 


188 :  16400 
^5104 

1896 :  12960Ö 
113796 

18972 :  1580400 
1517824 


V25  + 16 

Vir  ^-r    6,4031 
36 

12 :  500 
496 


1280 :  40000 
38409 

12806 :  159100 


3), 


....    log  7 
—  log  6,4031 

^ogtgß 
mithin : 

ß  =  47«  33' 


0,8450980 
-0.8063908 

0,0387077 


4). 


....    log  4 
—  log  5 

log  tg  a 
mitbin: 

«  =  38» 89' 35" 

5) log  5 

—  log  9,4868 

log  cos  y 
mithin : 

y  =  58»  11' 40'' 

6) log  4 

—  log  9,4868 

log  C08  yi 
mithin : 

7i  =  65»  3' 40" 


7). 


=     0,6020600 
^-—0,6989700 

=     9,9030900-iO 


0,6989700 
0,9771197 


9,7218503-10 


0,6020600 
-0,9771197 


=^     9,6249403-10 


0,8450980 
0,9771197 


.    .    .   log7  — 

-  log  9,4868  = 

log  cos  7^  ^      9,8679783 
mithin : 

72  =  420  27' 


I«  =  yP'+Pi^  ==  6,4081  (•.  Hiifiwohi.  2) 
so  ist:  ^ 

^^^  "^  6,4031 
hieraus  erhält  man  fOr  den  Winkel  ß: 

B) ß  =  47^38'    (lieh«  HUfinohii.  8) 

Nach  Gleichung  III  in  Antwort  auf  Frage 
16  ist: 

tg « -  ^ 

tg  a  =     - 


oder: 


hieraus  erhält  man  für  den  Winkel  a: 

C) a   —   38®  89' 35"    (•.  miftraohn.  4) 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  den  R  mit 
P  bildet,  als  Winkel  y,  so  ist  nach  Gleich. 
lY  in  Antwort  auf  Frage  16: 

P 


oder: 


cos  y  - 


cosy  = 


R 


9,4868 
woraus  man  den  Winkel  y  erhält: 

D) y=  580  11' 40"    (■.HUftrechn.5) 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  den  die 
Resultante  R  mit  der  Kraft  P^  bildet,  ds 
Winkel  rp  so  ist  nach  Gleichung  V  in  Ant- 
wort auf  Frage  16: 


oder: 


cos  Xi  = 


cos  yi 


R 


9,4868 
hieraus  erhält  man  für  den  Winkel  y^ : 

E) y,  —   650  3' 40"    (•.HUfsraohn.S) 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  den  die 
Resultante  R  mit  der  dritten  Kraft  P2  bil- 
det, als  Winkel  y,,  so  ist  nach  Gleich.  VI 
in  Antwort  auf  Frage  16: 

P2 


cos  72  = 


R 


oder: 

hieraus  erhält  man  fQr  den  Winkel  7,: 

F) 72  =  420  27'    (8.  Hilhrtehn.  7) 
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Statik  oder  die  Lehre  Yom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Aufgabe  69.  Drei  Kräfte  P,  P^,  und  Pg 
wirken  auf  einen  Pankt  eines  Körpers.  P 
and  Pi  liegen  in  einer  Ebene  und  bilden 
einen  Winkel  a  von  110^.  Der  Neigungs- 
winkel ß  der  Kraft  P2  mit  der  Ebene  der 
Kräfte  P  und  P^  beträgt  60°,  während  der 
Winkel  y,  den  die  Projektion  der  Kraft  Pg 
auf  genannte  Ebene  mit  der  Kraft  P  bildet, 
=  40°  ist.  Welches  ist  die  Grösse  und 
Richtung  der  Resultierenden,  wenn  P  =  9, 
Pi  =  8  und  Pg  =  14  kg  ist? 


Figur  51. 


^^ 


Auflösung.  Nach  Antwort  auf  Frage  17 
denke  man  sich  durch  den  Angriffspunkt 
a  drei  zu_  einander  senkrechte  Achsen  öär 
ay  und  a^  so  gezogen,  dass  die  Kraft  P 
ihrer  Richtung  nach  mit  der  Achse  ax  zu- 
sammenfällt; alsdann  bleibt  nur  noch  übrig, 
die  beiden  Kräfte  P^  und  Pg  in  je  drei  Sei- 
tenkräfte zu_zeriegen,  deren  Richtungen  in 
die  Achsen  ax,  ay  und  äi  fallen,  also  recht- 
winklig zu  einander  wirken. 

Da  die  Kraft  Pi  mit  P 
in  ein  und  derselben  Ebene 
liegt,  durch  welc^  wir  uns 
auch  die  Achse  ödb  und  ay 
gelegt  denken  können,^  wird 
die  in  der  Richtung  ai  wir- 
kende Seitenkraft  von  Px  =  0 
sein,  und  es  bleibt  somit  nur 
noch  tlbrig,  die  Kraft  P^  in 
zwei  zu  einander  rechtwink- 
lig wirkende  Seitenkräfte 
zu  zerlegen,  deren  eine  ctr^ 
=  r^  in  der  Richtung  öy» 
und  deren  andere  as^  =  s^ 
in  der  Richtung  äx  wirkt 
(siehe  Figur  51). 

Da  nun  die  beiden  Kräfte  P  und  Pi  einen 
Winkel  von  110®  einschliessen,  während  der 
von  ax  und  ay  gebildete  Winkel  90^  be- 
trägt, so  bleibt  fQr  den  Winkel,  den  die 
Kraft  Pi  mit  ay  bildet  =  110  —  90  =  20« 
übrig.    Es  ist  nun  im  Dreieck  ar^P^i 


Hilfsrechnmigen . 


1). 


....  log  8  =     0,9030900 
+  log  CDS  200  =-[-9,9729858-10 

log  r*  =     0,8760758 
mithin : 
ri  =  7,5175 


oder: 


oder: 
oder: 


cos  200  = 


COB  20«  = 


ar' 


«Pi 


Pi 


r*  =  coB200.Pi 
r^  =  cos  20®.  8 


woraus  man  nach  Hilfsrechnnng  1).: 
A).    .    .    .       r^  =  7,5175   erhält. 


2) log  8 

-f  log  Bin  20° 

log  8^ 
mithin: 
«i  =  2,7362 


9,9030900 
+9,5340517-10 

0,4371417 


Ferner  ist: 


oder: 


Bin  20«  = 


Bin  20«  = 


oder: 


ii 


oder: 


«<  =  Pi .  Bin  20« 
«*  =  8  .  Bin  20» 
woraus  man  nach  Hilfsrechnung  2: 

B) «1  =  2,7362    erhält. 


Aufgaben  aber  das  Er&fteparallelcpipedon. 
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HiUsrechntingen : 

3).    .     .    .      log  14  =      1,1461280 

+  log  sin  60«  ^     9,9375306-10 


mithin : 
t  =  12,124 

4).    .    .  log  cos  60'* 

+  log  cos  40» 

+  log  14 

loga 
mithin : 
8  =  5,3623 


5).    .    .  log  cos  60'» 

+  log  sin  40'* 

-f  log  14 

log  r 
mithin : 

r  =  4,4995 


log  t  =     1,0836586 


9,6989700- 
9,8842540- 
1,1461280 


10 
10 


0,7293520 


9,6989700- 
9,8080675- 
1,1461280 


10 

10 


=     0,6531655 


6). 


11,6261 .  11,6261 

11,6261 
697566 
232522 
697566 
116261 
116261 

135,16620121 


12,017 .  12,017 

84119 
12017 
1442040 

144,408289 


12,124 .  12,124 

48496 
145488 
145488 

146,991376~ 
+  144,408289 
+  135,166201 

V4;26,|56|58;66  = 

40 :  2656 
2436 

412 :  22058 
20625 


20,653 


143366 
123909 


Die  Kraft  P,  mass  nun  zunächst  in  eine 
horizontal  wirkende  Kraft  au  :=  u  und  in 
eine  vertikal  wirkende  Kraft  äi  =  t  zer- 
legt werden. 

Im  Parallelogramm  ut  ist  zunächst: 

-^=r-  =  -5-  =  sin  60» 

folghch : 

t  =  P2.sin60« 

oder:  t  =  14.  sin60'» 

woraus  man  nach  Hilfsrecbnung  3: 
C).    .    .    .    *  =  12,124   erhält. 
Desgleichen  ist: 

=  -.j^  =  cos  60° 


aP, 


oder:  ' 

«  =  cos  60«.  P2 

Diese  Kraft  u  muss  wieder  in  die  beiden 
rechtwinklig  JEU  einander  wirkenden  Kräfte 
as  =  $  und  ar  ^=  r  zerlegt  werden. 

Nun  ist: 


a8 

s 

— 

—  cos 

40» 

au 

u 

oder: 

8  — 

u 

.  cos 

400 

und  desgl. 

r  = 

u 

.  sm 

40° 

Setzt  man  in  jede  dieser  beiden  Gleichun- 
gen den  oben  gefundenen  Wert  für  u,  d.  h. 

u  =  cos  60».  Pj 
80  erhält  man  für 

8  =  cos  60».  P, .  cos  40» 

und       r  =  cos  60».  P^ .  sin  40» 
oder  für  P,  den  Zahlenwert  eingesetzt: 

8  —  cos  60».  cos  40».  14 
woraus  man 

D).     .     .        8  —  5,3623    (liebe  Hilftreolui.i) 

und 

r  =  cos  60».  sin  40».  14 
woraus  man 

£)....  r  =  4,4995    (siehe  HOfireohn.  5) 

erhält. 

Es  wirken  nun  in  der  Richtung  der  Achse 

ax  die*  Kräfte 

P  +  «  — «*=  9+5,3623 

—2,7362 

Q  =    11,6261 

In   der  Richtung  der  Achse  äi  wirken 
die  Kräfte: 

r  +  ri  =  4,4995  +  7,5175 
oder:  q^  =  12,0170 

und  in  der  Richtung  der  Achse  äi: 

i)2=^  t  =  12,124 

Es  ist  nun  nach  Gleichung  IV  in  Antwort 
auf  Frage  17: 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleicligewicht  fester  Körper. 


Hiliarechnmigen : 

7).    .    .    .     Q^   =    135,166 
Pt«  =    144,408 

V  279,574 

log  tg  (J  =  log  12,124  -  I .  log  279,574 

Kan  ist: 

log  12,124  =      1,0836459 

—  j  log  279,574  =  ->1,2282484 

logtgJ  =     9,8603975—10 
mithin: 

<f  =  85«  56' 45" 


8).     .    .    log  12,017 
—  log  11,6261 

log  tg  € 
mithin: 
f  =  45«  56'  50" 


9).    .    .  log  11,6261 
—  log  20,653 

log  cos  (M 

mithin: 
pi  =  55M5'2" 


=      1,0797961 
=:  —1,0654340 

=     0,0143621 


=      1,0654340 
==  —1,3149831 

=     9,7503509—10 


10). 


1,0797961 
1,8149831 


11).    .    .  log  12,124  = 

—  log  20,653  =  

log  cos  fi2  =     9,7686628—10 


1,0836459 
■1,3149831 


mithin: 

f*2  = 


=  540  3'  11" 


R  =  Vll»626P  + 12,0172 +12,124' 
oder: 

F).  .  .  R  =  20,653    (ilebcHllfirechn.e) 

Zur  Berechnung  des  Winkels  <r,  welchen 
die  Resultante  E  mit  ihrer  Projektion,  bezw. 
mit  der  Horizontalehene  bildet,  ergibt  sich 
ans  Gleichang  Y  in  Antwort  auf  Frage  17: 


oder: 

oder: 
G).    . 


tgcf  = 


tgcT 


^2 


12,124 


V279;574" 
^  =  35»  56' 45"    (8.  miftrechiL  7) 

Zur  Berechnung  des  Winkels  c,  welchen 
die  Projektion  der  Resultante  B  mit  der 
positiven  Richtung  der  Achse  a  x  bildet, 
erhidt  man  nach  Gleichung  VI  in  Antwort 
auf  Frage  17: 

Q 
12,017 


oder: 


tgf 

tg€  = 


.  log  12,017  = 
—  log  20,653  =  ___^^ 

log  cos  fjL,  =     9,7648130-10  ^^^^, 

mithin: 
fi^  =  540  25'  8" 


11,6261 
woraus  man  nach  Hilfsrechnung  8: 

H).    .    .    .     €  =  450  56'  50"   erh&lt. 

Zur  Berechnung  der  Winkel  ft,  fi^  und  u,, 
welche  die  Resultante  B  mit  den  recht- 
winklig gegeneinander  wirkenden_Krä^en  o, 
^1)  ^39  bezw.  mit  den  Achsen  ax^  ay^  ae 
bUdet,  erhäjt  man  aus  den  Gleichungen  XI, 
Xn,  XIII  in  Antwort  auf  Frage  17: 


cos  fl  = 


__    9 


R 


11,6261 


20,653 
woraus  man  nach  Hilfsrechnung  9).: 


J). 


oder: 


f4,  =  55»  45' 2"   erhüt 


cos  ^1*1=-^ 


cos  fli 


12,017 


20,653 

woraus  man  nach  Hilfsrechnung  10).: 
K).    .    .    .    ^1  =  54»  25'  8"   erhält. 


oder: 


cos  f^2=  ^ 


cos  ^2 


12,124 


20,653 

woraus  man  nach  Hilfsrechnung  11).: 
L).    .    .    .    iUj  =  54«  3' 11"   erhüt. 


Aufgaben  über  das  Kr&fteparallelepipedon. 


71 


Aufgabe  70.  Drei  Arbeiter  ziehen  an 
den  Enden  dreier  Seile,  welche  an  einer 
auf  dem  horizontalen  Boden  MN  (siehe 
Figur  52)  liegenden  Last  angeknüpft  sind, 
jeder  mit  50  kg  Kraft.  Die  Neigungswinkel 
dieser  Kräfte  gegen  den  Horizont  sind  10", 
20**  und  30^  und  die  Hoiizontalwinkel  zwi- 
schen den  Projektionen  der  ersten  und  zwei- 
ten Kraft  =  20"  und  zwischen  den  Pro- 
jektionen der  ersten  und  dritten  Kraft  = 
35^  Es  soll  Grösse  und  Richtung  der  Re- 
sultante berechnet  werden. 


AoflöBimg.  Nach  der  in  Antwort  auf 
Frage  17  enthaltenen  Anleitung  zerlege 
man  zunächst  die^lraft  P  (welche  mit  den 
Achsen  äx  und  äz  in  ein  und  demselben 
senkrechten  Ebene  liegend  gedacht  werden 
kann)  in  zwei  Seitenkräft^  welche^mit  den 
Richtungen  der  Achsen  ax  und  as  zusam- 
menfallen. Der  Winkel  Pas  ist  gegeben 
und  zwar  ist: 

Pas  =  10» 


Figur  52. 


Da 


as 


=  -=r-  --  COS  P  a  s  ist, 
aP  ^ 


so  ist: 
oder: 


8  =  P  .cosPa« 


HülBrechnnngen. 


«    r-r    50  .  cos  10« 

woraus  man  nach  Hilfsrechn.  1).: 
A).  .  .  8  ^-  49,24  erhält. 
Femer  ist: 

aP  P 

t  =  P.sinPds 

t  =  50.8inl0ö 
woraus  man  nach  Hilfsrechn.  2). : 
B).  .  .  t  —  8,6824  erhält 

Im  Parallelogramm  P^t^^a^^  ist  Winkel 
V^au^  =  20^ 


oder: 
oder: 


!)• 


mithin: 
2).    . 

mithin : 
3).    , 

mithin : 
4).    . 

mithin: 


.    .    .  log  50  =r:  1,6989700 

-f  log  cos  10»  =  9,9933515—10 

log  8  =  1,6923215 
8  =  49,24 


und 

oder: 
oder: 


au 


1    


u 


i  


cos  PittUi 


.    .      log  50 
+  log  sin  10« 

log« 
t  =  8,6824 


rr.      1,6989700 
=     9,2396702 

=     0,9386402 


«l    =   P^.COS  Pitt  Ml 

M,  =r  50 .  cos  20» 


1,6989700 
9,9729858 


.    .      log  50  = 

+  lOgCO8  200   =:    

log  fit  ==  ~T;;67i9558 
Ui  =  46,9846 


woraus  man  nach  Hilfsrechnung  8).: 
C).    .    .    .     Ml  =  46,9846  erhält. 
Ferner  ist: 

a  f i    _    «i 

~ä?[  "  pT  '' 


sin  a  Pi^i 


.    .      log  50 
+  log  sin  20» 

log*, 
«t  =  17,101 


1,6989700 
9,5340517 


oder: 
oder: 


1,2330217 


f i  =  Pi .  sin  a  Pi  «i 

«i  =:  50.sin20<> 
woraus  man  nach  HilfsrechnuDg  4).: 
D).    .    .    .    *i  —  17,101   erhält. 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleiohgevicht  fester  Körper. 


Die  Seitenkraft  au^r=:u^  zerlege  man  in 
die  beiden  Komponenten  as^^s^^  und  ar^=r^ 

Da  Winkel  8^au^=z  20®  gegeben  ist,  so  ist: 


HiUsrechnungen. 


5). 


.  log  46,9846  =-  1,6719558 

-h  log  cos  20»  ^  9,9729858 

log  «4  =  1,6449416 

mithin :   8|  =  44,151 


-10 


• 

oder: 

— -'  —  — ^  ^  cosSiau. 

oder: 

8^^  —  «1  .  cos  s^aUi 

6).    .    .  log  46,9846 
-f  log  sin  20<) 

logn 
mithin:   r^  =  16,07 


1,6719558 
9,5340517—10 


«i  —  46,9846 .  COB  20« 
woraus  man  nach  Hilfsrechnnng  5).: 
£)....«!=:  44,151    erhält 
Ferner  ist: 


=     1,2060075 


«n    _   n    _ 


7).    .    .    .      log  50  =     1,6989700 

+  log  cos  30«  rrr     9,9375306—10 

logM^  =:     1,6365006 

mithin :   «^  =  43,301 

(Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  auch  auf 
kürzerem  Weg,  da  nach  Erkl.  32  die  Höhe  des 
gleichseitigen  Dreiecks  =  0,866  a  ist,  also  far 
die  obigen  Zahlenwerte  u^  =  0,866 .  50  =  43,3). 


8).     .    .    .      log  50  =r      1,6989700 

+  log  sin  30«   -     9,6989700—10 

log  t,  -.■^.   "  1,3979400 
mithin:   t.  ^  25 

(Dasselbe  Resultat  ergibt  sich  einfacher  aus 
Erkl.  32,  wonach  im  rechtwinkligen  Dreieck, 
welches  einen  Winkel  von  30^  enthält,  die 
die  diesem  Winkel  gegenüberliegende  Kathete 
=  V2  der  Hypotenuse,  also  in  obigem  Zahlen- 
beispiel  --  »/j  .50  —  25  ist). 


oder: 
oder: 


au. 


u. 


sin  rua 


9).    .    .    log  43,301 
+  log  cos  350 

log«„ 
mithin :   s^  —  35,47 


10),-   .    .      log  43,301 
+  log  sin  350 

logr. 
mithin:   r,  =  24,837 


=     1,6365006 
=     9,9133645-10 

=      1,5498651  " 


r^  =r  tt|.  sm  rua 

r,  =  46,9846  .  sin  20« 

woraus  man  nach  Hilfsrechnung  6).: 

F).    .    .    .    r,  =  16,07   erhält 

In  gleicher  Weise  zerlegt  man  die  Kraft 
T„  in  drei  zu  einander  rechtwinklig  wir- 
kende Kräfte  t„ ,  s„  und  r„  und  zwar  ist : 

au^  =  tt^  =  P„ . cos  P„aif, 

oder  da  F,aii,  ~  30°  gegeben  ist,  so  ist: 

«.  =  50 .  cos  30» 
oder: 

G).      .     .     .     tl^  =   43,301     (■.  Hilfweohn  7) 

Desgleichen  ist: 

at,  =  t„=^  P„.sin30« 
oder: 

t,  =  50  .  sin  30« 
oder: 

H).     .     .     .     t,=  25    (•.  Hilfweolm.  8) 

Die  Seitenkraft  u„  ist  endlich  noch  in  die 
zwei  Komponenten  s,,  und  r„  zu  zerlegen. 

Gegeben  ist  Winkel  u„as„  =  36® 
folglich : 


oder: 


rr.      1,6365006 

rr.      9,7585916—10 

=   1,3950919 


Sg  ~  u„ .  cos  35° 
s.  =  43,301 .  cos  350 

8„  =   35,47    <B.  Hilftoachii  9) 


oder: 
J).    .    . 

Desgleichen  ist: 

r„  =  u,  .  sin  35® 
oder: 

r,  r-z  43,301.  sin  350 
oder: 

K).     .     .     .     r,  ~  24,837    (•.  HUfweobn.  10) 

Es  wirken  nun  in  Richtung  der  Achse  az 

die  drei  Kräfte: 

8^8^  +  8,  r^  49,24+44,151  +  35,47=  128,861 

in  der  Richtung  der  Achse  ay  die  drei  Kräfte: 

r  +  r^  +  r^  r^  0  +  16,07  +  24,837  =  40,907 


Aufgaben  über  das  Kr&fteparallelepipedon. 
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HiUsrechnimgen : 

11).     128,86  .  128,86  40,9  .  40,9 

77316 
103088 
103088 
25772 
12886 


3681 
1636 


16604,8996 
+ 1672,81 
-r  2578,6084 

V2;0856,i30|80  ^  144,4 

2"T1Ö8 
96 


1672,81 
50,78.50,78 


40624 
35546 
253900 

2578,6084 


28 : 1256 
1136 


288  :  12030 
11536 


12). 


.  log  128,86 
—  log  144,4 


2,1101181 
-2,1595672 


log  cos  u   ■— 

9,9505509- 

-10 

mitbin : 

f^ 

260  49i  30« 

13). 

.    .  log  40,907    - 
log  144,4  -^-.  - 

log  cos  fii   — 

1,6117976 
-2,1595672 

mithin : 

9,4522304- 

-10 

i"i  - 

73«  32'  40" 

H). 

.    .     log  50,78  — 
—  log  144,4  r- 

log  COS/U„    —^ 

1,7056927 
-2,1595672 

mithin: 

9,5461255- 

-10 

f^n    - 

69° 24' 40" 

QDd  in  der  Richtung  der  Achse  ag  wirken 
die  drei  Kräfte: 

t^t^  +  t„  =  8,6824  +  17,101  +  25  =  50,7834 

Analog  der  Formel  lY  in  Antwort  auf 
Frage  17  ist  demnach  die  Resultierende 

R  =  Vl28,862  -H  40,9«  +  50^78« 
oder:  

R  r-  ^20856,3080 
oder: 

L).    .    .     R  =   144,4    («.  HUfsrftchn.  11) 

Nach  Formel  XI,  XII  und  XIII  in  Ant- 
wort auf  Frage  17  sind  die  Winkel,  welche 
die  Resultierende  R  mit  den  rechtwinklig 
gegeneinander  wirkenden  Kräften  bildet: 

128,86 

woraus  man  nach  Hilfsrechnung  12).: 
M) u  -^  26«  49' 30'   erhält. 

40,907 

woraus  man  nach  Hilfsrechnung  13).: 
N) fi^  =  73°  32' 40"  erhält. 

50,78 

woraus  man  nach  Hilfsrechnung  14).: 
0) ^.=  69*  24' 40"    erhält. 


Aufgabe  71.  An  einem  Rammklotz  (siehe 
Figur  1)  ziehen  4  Mann  mit  einer  durch- 
schnittlichen Kraft  Yon  je  60  kg.  Die  Leute 
stehen  so,  dass,  ihre  Fusspunkte  durch  ge- 
rade Linien  verbunden,  dieselben  ein  Quadrat 
bilden  würden.  Die  Winkel,  welche  je  zwei 
nebeneinander  befindliche  Taue  miteinander 
bilden,  sind  sämtlich  einander  gleich  und 
zwar  jeder  Winkel  a  =  30°.  Welches  ist 
in  diesem  Fall  die  Grösse  und  Richtung 
der  Resultante? 


Aoflösiing.  Es  ist  auch  in  diesem  Fall, 
gleichwie  bei  den  vorher  gelösten  Aufgaben, 
jede  der  gegebenen  Kräfte  in  drei  unter 
rechtem  Winkel  gegeneinander  wirkende 
Komponenten  zu  zerlegen,  z.  B.  die  Kraft 
P  in  Figur  53  in  die  drei  Seitenkräfte  R, 
&b'  und  c'd\  Da  aber  sämtliche  gegebene 
Kräfte  und  Winkel  einander  gleich  sind, 
so  heben  sich  sämtliche  in  der  Horizontal- 
ebene wirkende  Komponenten  gegenseitig 
auf  und  es  genügt,  aus  P  und  a  die  Re- 
sultante R  zu  berechnen,  und  diese,  da  vier 
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Statik  oder  die  Lehre  Tom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Fignr  53. 
B 


Hilfsrechnimgen. 

1).    ,    .     .      log  60  -=      1,7781513 

+  log  sin  15«  =      9.4129962—10 


log  ab  =      1,1911475 
mitbin:  ah  =  15,529 


2).    Y2  =-.  1,414 


3).     .    60.60 

3600 
—  481,154 

3118,846 


V3118„84|6 
25 

10:618 
525 


^  -55,75 


15,529 . 1,414 

62116 
15529 
62116 
15529 

21,958006 

21,958 .  21,958 

175664 
109790 
197622 
21958 
43016 

481,153764 


110:8384 
7749 


gleichgrosse  Kräfte  gegeben  sind,  mit  4  za 
multiplizieren,  um  die  Gesamtwirknng  in 
der  Richtung  des  Tanes  BC  zu  erhalten. 

In  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ahc'  be- 
steht non  die  Relation: 


ah 


—  sm-g-a 


oder: 

oder: 
oder: 


oder  in  Anbetracht  der  gegebenen  Zahlen- 
werte: 

ah  =z  60. sin  15» 

woraus  man  nach  Hilfsrechnung  1).: 
1).    .    .    .     ah  =  hc  =  15,529   erhält. 
Im  rechtwinkligen  Dreieck  ahc  ist: 

ac  —  Va6'4-&c« 

ac  =  V2a6» 

ac  =  ahY^ 

ac  =  15,529  V^2" 
woraus  man  nach  Hilfsrechnung  2j.: 
2).    .    .    .     ac  =  21,958   erh&lt. 
Femer  ist  im  rechtwinkligen  Dreieck  acc': 

cc,  =    y  ac,^  —  ac^ 
oder: 

cc,  =  V  60»  —  21,958» 

woraus  man  nach  Hilfsrechnung  8).: 

A).    .    .    .      r  =  55,75   erhält. 

Da  jede  der  gegebenen  Kräfte  dieselbe 
Resultante  ergibt,  so  ist  die  Gesamtwirkong: 

B).     .     .     R  =  4 .  55,75  ==  223  kg 

Der  Winkel  ß,  den  R  mit  P  bildet,   er- 
gibt sich  aas  der  Relation: 


oder: 


ac 
ac* 


sin  /?  = 


ac 


P 

21,958 
60 


=  sin  ß 


woraus  man  nach  Hilfsrechnung  4).: 

C).    .    .    .     ß  =  210  28' (1^*) 
erhält. 


1114:63560 
55725 


Aofgaben  über  das  Krftfteparallelepipedoo.  75 


HilfBreohnong. 

4).    .    .    log  21,958  ■--      1,3415928 
—  log  60  -^rz  -1,7781518 


mithin:    ^  :r^  2P28' l'" 


log  sin  ß  --r     9,5634415—10 
2 


ß).  Ungelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  72.  Drei  nicht  in  ein  und  derselben  -  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
Ebene  liegende  Er&fte,  welche  rechtwinklig  gelösten  Aufgabe  68. 
gegeneinander  wirken,  sollen  durch  eine  ein- 
zige Kraft  R  ersetzt  werden.  Welches  ist  die 
Grösse  und  Richtung  der  letzteren,  wenn  die 
drei  gegebenen  Erftfte  P.  =  45 ,  P,  =  50  und 
P,  =  55  kg  sind? 


Anigabe  78.   Drei  Kr&fte  P,  P,  und  P«  wir-       Andeutung.   Die  Auflösung  ergibt  sich  aus  der 
ken  auf  einen  Punkt  eines  Körpers.   P  und  P,   gelösten  Aufgabe  69. 
liegen  in  einer  Ebene  und  bilden  einen  Winkel 
von  96^.    Der  Neigungswinkel  ß  der  Kraft  P, 
mit  der  Ebene  der  Kräfte  P  und  P,  beträgt 
50^,  wahrend  der  Winkel  y,  den  die  Projektion 
der  Kraft  P^  auf  genannter  Ebene   mit   der 
Kraft  P  bildet,  =  SS^  ist.    Welches   ist  die 
Grösse  und  Richtung  der  Resultierenden,  wenn 
P  =  20,  P,  ^  25  und  P^  =  30  kg  ist? 


Aufgabe  74.  Vier  Arbeiter  ziehen  an  den  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
Enden  von  4  Seilen,  welche  an  einem  Punkt  gelösten  Aufgabe  70. 
befestigt  sind ,  jeder  mit  42  kg  Kraft.  Die 
Neigungswinkel  dieser.  Kr&fte  gegen  den  Ho« 
rizont  sind  15^  22«,  ^0^  und  36«  und  die  Ho- 
rizontalwinkel zwischen  den  Projektionen  von 
je  zwei  aufeinanderfolgenden  Kräften  sind  zwi- 
schen P  und  P,  =  20»,  P,  und  P^  —  28*  und 
P„  und  P,;,  =  40^  Es  soll  die  Grösse  und 
Richtung  der  Resultante  berechnet  werden. 


Aufgabe  75.    An  einem  Rammklotz  ziehen       Andeutung.   Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
6  Mann   mit    einer   durchschnittlichen   Kraft   gelösten  Aufgabe  71.     (Siehe  auch  Kleyers 
▼on  je  45  kg;  die  Leute  stehen  so,  dass  ihre  Lehrbuch   der  Körperberechnungen.    I.  Band. 
Fasspunkte  durch  gerade  Linie  verbunden  die-   Seite  29.) 
selben  ein  gleichseitiges  Sechseck  bilden  würden. 
Die  Winkel,  welche  je  zwei  nebeneinander  be- 
findliche Taue  miteinander  bilden,  sind  gleich- 
gross  und  zwar  jeder  dieser  Winkel  a  —  21^  30'. 
Welches  ist  die  Grösse  und  Richtung  der  Re- 
sultante? 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


5).  Ueber  die  Zusammensetzung  von  Parallelkräflen. 

a.  Ueber  die  Beziehungen^  welclie  zwischen  gleichgerichteten  Paraliel- 

kräften  und  deren  Resultante  bestehen. 


Frage  18.  Welche  Fälle  kann  man  hin- 
sichtlich der  Richtung  zweier  in  Wiiinmg 
tretender  Parallelkräfte  unterscheiden? 


Antwort.  Hinsichtlich  der  Richtung  zweier 
in  Wirkung  tretender  Parallelkräfte  hat  man 
folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 
a).   beide    Parallelkräfte    sind    entweder 

gleichgerichtet,  oder 
b).  beide  Parallelkräfte   sind   entgegen- 
gesetzt gerichtet. 


Frage  19.  Welche  Beziehungen  bestehen 
zwischen  zwei  nach  derselben  Richtung 
auf  einen  Körper  wirkenden  Parallelkräften 
und  der  Resultante  derselben? 


Figur  54. 


Erkl.  68.    Ein  Grundsatz  (siehe  Erkl.  69) 
der  Statik  lautet: 

Die  Wirkung  eines  Systems  von  Kräften 
wird  nicht  geändert,  wenn  man  zu  demselben 
beliebig  viele  Kräfte  derart  hinzufügt,  dass 
sich  letztere  gegenseitig  aufheben. 


Erkl.  69.  Ein  Grundsatz  (Axiom)  ist  eine 
Wahrheit,  die  unmittelbar  einleuchtet  und  des- 
halb keines  Beweises  bedarf. 


Antwort.  Um  die  Beziehungen  zu  er- 
fahren, welche  zwischen  zwei  gleichge- 
richteten Parallelkräften  und  deren  Re- 
sultante bestehen,  denke  man  sich,  siehe 
Figur  54,  in  den  Angriffspunkten  a  und  h 
der  beiden  Parallelkräfte  P  und  Q  zwei 
gleichgrosse  aber  entgegengesetzt  gerichtete 
Kräfte  p  und  q  angebracht ,  deren  Rich- 
tungen in  die  verlängerte  Angriffslinie  a  h 
fallen.^)  Da  diese  beiden  Kräfte  sich  ge- 
genseitig aufheben,  so  ist  die  Resultante 
der  vier  Kräfte  P,  Q,  j)  und  q  offenbar 
auch  die  Resultante  von  P  und  Q.  Kon- 
struiert man  nun  aus  P  und  p  ein  Kr&fte- 
Parallelogramm,  so  erhält  man  die  Resul- 
tante r, ;  konstruiert  man  in  gleicher  Weise 
aus  den  beiden  Kräften  Q  und  q  ein  Paral- 
lelogramm, so  ergibt  sich  die  Resultante  r„. 

Nach  Satz  5  in  Antwort  auf  Frage  11 
kann  man  den  Angriffspunkt  einer  Kraft  auf 
jeden  andern  Punkt  verlegen,  der  in  der 
Richtung  der  Kraft  liegt  und  mit  dem  an- 
fänglichen Angriffspunkt  fest  verbunden  ist: 
folglich  kann  map  den  Angriffspunkt  der 
Kraft  r^  von  a  nach  o,  und  den  Angriffs- 
punkt der  Kraft  r„  von  h  nach  o  verlegen. 
Der  Punkt  o  ergibt  sich  als  Schnittpnnkt 
der  nach  rückwärts  verlängerten  Resultan- 
ten r^  und  r„  und  ist  jetzt  der  gemeinsame 
Angriffspunkt  von  r,  :=  ox  und  r„  =  oy. 

Zerlegt  man  nun  r^  nach  dem  Satz  vom 
Kräfteparallelogramm  in  zwei  Seitenkräfte, 
deren  eine  op  parallel  ah  und  deren  andere 
ou  parallel  aP  =  P  ist,  so  muss  op  =  ap 
=  p  sein;  in  gleicher  Weise  erhält  man 
aus  r„  die  mit  ab  parallele  Seitenkraft  oq 
=  hq  =  q.  Diese  beiden  Kräfte  p  und  q 
in  0  angreifend,  heben  aber  einander  auf. 


>)  Siehe  Erkl.  6S. 


Ueber  die  Zasammensetzung  gleichgerichteter  Pftrallelkr&fte. 
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weil  sie  eiDander  gleich  und  entgegengesetzt 
gerichtet  sind,  können  also  bei  der  weiteren 
Betrachtang  onbertlcksichtigt  bleiben,  so 
dass  nur  noch  die  in  o  angreifenden  beiden 
Kräfte  oii  =  P  und  Ö0  =  Q  übrig  bleiben. 
Da  diese  beiden  Kräfte  in  ein  und  dem- 
selben Punkt,  in  ein  und  derselben  Geraden 
und  nach  derselben  Richtung  wirken,  so  ist 
ihre  Resultante  nach  Satz  1  in  Antwort  auf 
Frage  10  gleich  ihrer  Summe,  man  hat  also 
die  Beziehung  : 

1). R  =  P  +  Q 

Erkl.  70.  Gleichgewicht  findet  in  diesem  Verlegen  wir  nun^)  den  Angriffspunkt  o 
Fall  niemals  statt.  Soll  dasselbe  hergestellt  der  Resultante  in  der  Richtung  der  letzteren 
werden,  so  ist  in  c  eine  Kraft  =  R  mit  der  nach  dem  Pnnkt  c  auf  der  festen  Linie  ah, 
gefundenen  Resiütante  nach  entgegengesetzter  go  ergibt  sich,  dass  R  parallel  zu  den  ge- 
Richtung  wirkend  anzubnngen.  ^^y^^^^^  Kräften  P  und  Q  wirkt  und   dass 

ihr  Angriffspunkt  zwischen  den  Angriffs- 
punkten beider  Kräfte  P  und  Q  und  zwar 
näher  zur  grösseren  Kraft  P  hin  gelegen  ist. 

Aus  dieser  Betrachtung  ergibt  sich  der 
folgende  Satz: 

Satz  7.  Die  Resultante  zweier  gleich- 
gerichteten  Parallelkräfte  ist  stets 
gleich  der  Summe  dieser  Kräfte,  ist 
parallel  zu  den  Kräften,  hat  ihren 
Angriffspunkt  zwischen  den  Angriffs- 
punkten der  Kräfte  und  ist  näher  zum 
Angriffspunkt  der  grösseren  Kraft 
gelegen.') 

>)  Sith«  S»ts  5  in  Aatwott  auf  Frage  11. 
S)  Sittha  Xrkl.  70. 


Frage  20.  Wie  lässt  sich  die  Lage  des 
Angriffspunktes  der  Resultante  zweier  Pa- 
rallelkräfte Ton  gleicher  Richtung  durch 
Rechnung  genau  ermitteln  und  welche 
Relation  besteht  zwischen  den  beiden  Teilen 
der  Angriffslinie? 

ErkL  71.    Ein  planimetr.  Lehrsatz  heisst: 

„Zwei  (oder  mehr)  Dreiecke  sind  ähnlich, 
wenn  zwei  Winkel  des  einen  gleich  zwei 
Winkeln  des  andern  sind.** 

Erkl«  72.   Ein  planimetr.  Lehrsatz  heisst: 

„In  zwei  (oder  mehr)  ähnlichen  Dreiecken 
siDd  die  Winkel  des  einen  Dreiecks  gleich 
den  homologen  Winkeln  des  andern  Drei- 
ecks und  die  Verhältnisse,  gebildet  aus  je 
einer  Seite  des  einen  Dreiecks  und  der  ho- 
mologen Seite  des  andern  Dreiecks  sind  ein- 
ander gleich.'' 

Nach  diesem  Lehrsatz  lassen  sich  nebenstehende 

Proportionen  aufstellen. 


Antwort.  Um  den  Angriffspunkt  der  Re- 
sultante zweier  Parallelkräfte  von  gleicher 
Richtung  durch  Rechnung  genau  zu  er- 
mitteln, benutzt  man  die  Aehnlichkeit  der 
Dreiecke 0  oxu  und  oaCy  sowie  der  Drei- 
ecke ozy  und  och  in  Figur  54,  woraus 
sich  folgende  Proportionen^)  ergeben: 


ouxux  — 

OC :  ac 

oder:         P  :_p    = 

oc  :  ac 

oder:        p.oc   — 

P  .  ac 

und 

oz :  sy  -- 

oc :  hc 

oder:         Q  :  g    - 

oc  :  hc 

oder:        q  .  oc  -- 

Q.6c 

1)  Siehe  Brkl.  71. 

2)  Siehe  Erkl.  72  u.  78. 
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Statik  oder  die  Lehre  Yom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Erkl.  73.  Unter  einer  Proportion  versteht 
man  die  Verbindung  mehrerer  gleichen  Yer- 
hftltnisse  (Quotienten)  durch  das  Gleichheits- 
zeichen.   So  ist  z.  B  : 

1.  -^  1 
2   ~    4 


j  3  4 

oder:     -r  =  ~2 


eine  Proportion.    Nimmt  man  an ,   dass   der 

A  C 

Quotient  r=-  gleich  dem  Quotient  ^  ist,  so  ist 

€L  C 

-.-  =  -y  eine  Proportion;    dieselbe   schreibt 
0  a 

man  auch  in  der  Form: 

a:b  =  cid 

und  nennt  dieselbe  eine  geometrische  Pro- 
portion. Werden  mehr  als  zwei  Verh&ltnisse 
einander  gleich  gesetzt,  so  erh&It  man  eine 
fortlaufende  Proportion,  wie  z.  B.: 

5:15  =  6:18  =  1:3 

Erkl.  74.  Unter  homologen  Grössen  (vom 
griech.  homös  --  gleich,  einerlei)  versteht  man 
in  kongruenten  oder  ähnlichen  Dreiecken  die- 
jenigen Seiten,  welche  gleichen  Winkeln,  und 
diejenigen  Winkel,  welche  gleichen  Seiten 
gegenüberliegen. 

Erkl.  75.  Um  auf  empirischem  Weg  (d.  h. 
durch  Erfahrung)  die  Richtigkeit  von  Satz  7 
und  8  zu  bestätigen,  benutzt  man  den  Hebel. 
Jeder  Körper  von  beliebiger  Form,  der  in  be- 
liebig vielen  Punkten  von  Kräften  angegriffen 
ist  und  sich  um  eine  feste  Achse  drehen  kann, 
wird  Hebel  genannt.  Derselbe  heisst  ein- 
armig, wenn  sich  der  Drehpunkt  an  einem 
seiner  Enden  befindet,  zweiarmig  im  ent- 
gegengesetzten Fall.  Der  Form  nach  zerfallen 
die  Hebel  in  gerade  und  Winkelhebel  (s. 
den  Abschnitt  Hebel). 


da  jp  =  2,  so  ist  auch 

_p.  oc   =   q  .  oc 

und  demnach: 

P.^  =   q.bc 
oder: 

1).     .     .    .      P  :  Q    =   6  c  :  a  c 
d.  h.: 

Satz8.  Der  Angriffspunkt  c  der  Re- 
sultante teilt  die  Yerbindangslinie 
der  Angriffspunkte  der  Kräfte  jP  and 
Q  in  zwei  Stücke,  die  sich  umgekehrt 
verhalten  wie  die  gegebenen  Kräfte. 

Aus  obiger  Gleichung  1).  ergibt  sich  für 
die  Entfernung  ac  des  Angriffspunktes  i 
der  Resultante  R  von  dem  Angriffspankt 
der  grösseren  Kraft  P : 

Q.bc 
ac  =  ^ — 

und  die  Entfernung  des  Angriffspunktes  r 
von  dem  Angriffspankt  b  der  kleineren 
Kraft  Q: 


bc 


P.ac 


Q 


Frage  21.    Wie  lässt  sich  die  Lage  des 
Angriffspunktes  der  Resaltante  zweier  gleich-       Antwort.    Will  man   für  zwei  gleichge- 
gerichteten    Parallelkräfte    durch    Kon-   richtete  Parallelkräfte  den  Angriffspankt  der 


struktion  ermitteln? 


Figur  55. 


Resaltante  nicht  durch  Rechnung,  son- 
dern durch  Konstruktion  ermitteln,  so 
ziehe  man  von  dem  Angriffspunkt  a  der 
grösseren_  Kraft  P,  siehe  Figur  55,  eine 
Gerade  ad  von  beliebiger  Richtung,  trage 
die  kleinere  Kraft  Q  (d.  h.  die  ihre  Inten- 
sität repräsentierende  Länge  oder  Strecke) 
=  af  der  grösseren  Kraft  P  zunächst  ab, 
und  darnach  die  Kraft  P  =  fg^  verbinde  r; 
mit  b  und  ziehe  durch  f  zu  gb  diQ  Parallele 
fc,  80  ist  c  der  Angriffspunkt  der  Resul- 
tante, und  es  ist: 

afiag  =  ac:  ab 
oder:      Q  :  R  =1  aciab 

Wäre  die  Gerade  in  beliebiger  Richtung 
vom  Punkt  b  aus   gezeichnet   worden,   so 
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hätte  man  auf  derselben  zuerst  die  grössere 
Kraft  P  =  &m  and  alsdann  die  kleinere 
Kraft  Q  ==  m  n  abtragen  müssen ;  dann 
würde  genau  derselbe  Angriffspunkt  c  der 
Resultante  ermittelt  werden. 


Frage  22.  Wenn  zwei  gleichgerichtete 
Parallelkräfte  auf  einen  Körper  wirken  und 
man  nimmt  ihre  Resultante  als  dritte  Kraft 
hinzu,  welches  Verhältnis  besteht  dann  zwi- 
schen diesen  Kräften  und  den  zwischen  ihren 
Angriffspunkten  liegenden  Angriffslinien? 


Erkl.  76.   Ein  Lehrsatz  aus  der  Proportions- 
lehre  heisst: 

„In  jeder  Proportion  verhält  sich  die 
Summe  (oder  Differenz)  der  Glieder  des 
ersten  Verhältnisses  zur  Summe  (oder  Diffe- 
renz) der  Glieder  des  andern,  wie  zwei  ho- 
mologe Glieder.'' 

Hat  man  z.  B.  die  Proportion: 

a:b  =  c  :  d 

so  ist  nach  diesem  Satz: 

a±b  :  a  —  c:t  d  :  c 

a:jl6  :  b  =  c±id  :  d 

a  —  b:a-\-b  =  c  —  dic+rf 


Erkl.  77.  Aus  dem  in  nebenstehender  Ant- 
wort aufgestellten  Satz  ergeben  sich  die  fol- 
genden Sätze: 

1).  Sind  die  beiden  gleichgerichteten  Paral- 
lelkräfte gleich  gross,  so  ist  die  Grösse  der 
Resultante  gleich  ihrer  Summe,  die  Richtung 
derselben  parallel  mit  den  gegebenen  Kräften 
und  ihr  Angriffspunkt  halbiert  die  Verbin- 
dungslinie der  Angriffspunkte  der  Parallelkräfte. 

2).  Wenn  an  derselben  Angriffslinie  mehrere 
gleichgerichtete  Parallelkräfte  von  gleicher 
Intensität  und  in  gleichen  Abständen  von  dem 
Mittelpunkt  c  der  Angriffslinie  AB  wirken,  siehe 
Fig.  56,  so  ist  die  Resultante  gleich  der  Summe 
jener  Kräfte,  ihre  Richtung  ist  parallel  mit 
jenen  Kräften  und  ihr  Angriffspunkt  fällt  in 
den  Mittelpunkt  c  der  Angriffslinie  AB. 

3).  Nach  Zusatz  2  kann  man  eine  auf  einen 
Kölner  wirkende  Kraft  in  zwei  derselben  pa- 
rallele und  gleichgerichtete  Seitenkräfte  zer- 
legen, deren  Summe  indes  immer  der  gegebe- 
nen Kraft  gleich  sein  muss  und  deren  Litensi- 
täten  immer  im  umgekehrten  Verhältnis  der 
Entfernungen  ihrer  Angriffspunkte  vom  An- 
griffspunkt der  Resultierenden  stehen  müssen. 


Antwort.   Aus  der  in  Antw.  der  Frage  20 
aufgestellten  Proportion: 

P  :  Q  ==  6c  :  ac 

ergibt  sich  nach  dem  in  der  Erkl.  76  ange- 
führten Summensatz: 


(P  +  Q):  Q  =  (6c-|-ac):ac 

da  aber  P  +  Q  =  R  ist  und  bc  +  ac  =  ab 
gibt,  so  ist  auch 

R  :  Q  =  flö  :  ac 

diese  Proportion  mit  der  obigen  zusammen- 
gefasst,  ergibt: 


3). 


P:Q: R  =  bc:ac:ab 


was  durch  folgenden  Satz  in  Worten  aus- 
gedrückt ist: 

Satz  9.  Wenn  zwei  gleichgerichtete 
Parallelkräfte  auf  einen  Körper  wir- 
ken und  man  nimmt  ihre  Resultante 
als  dritte  Kraft  dazu,  so  yerhält  sich 
die  kleinere  Kraft  zur  grösseren  und 
zur  Resultante  wie  die  kleinere  Ent- 
fernung zur  grösseren  zur  ganzen 
Angriffslinie. 


Figur  56. 


/ 


/ 


B 


Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  KOrper. 


Frage  23.  Welche  BeziehnDgeo  bestehen 
zwischen  mehr  als  zwei  gleichgerichteten 
ParaJlelkräften  nnd  deren  Reaqltante? 


Antwort.  Wirken  mehr  als  zwei  gleich- 
gerichtete Parallelkräfte  auf  einen  Körper, 
so  ist  die  Resultante  derselben  gleich  der 
Summe  der  wirkenden  Einzelkräfte,  ihre 
Richtnng  parallel  den  Richtungen  der  Ein- 
zelkräfte nnd  ihr  Angriffsponkt  hat  eine 
ganz  bestimmte  Lage,  die  sich  asf  folgende 
Weise  ermitteln  lAsst: 

Uaa  vereinigt  zunächst  die  beiden  Kr&fte 
P,  und  P,  zu  einer  Resnltante  r  =  Pj  4-Pj. 
zieht  die  feste  Yerbindangslinie  a  o ,  auf 
welcher  der  AogriSspnnkt  x  der  Resnltante 
r  liegen  moss,  nnd  znar  nach  Gleichang  l). 
in  Antwort  auf  Frage  20,  so,  dass 


also  dasa 
oder: 


ax-.hx  =  P,:P, 
—  ^    Pj.ftic 

Tx-.äh  =  V,:r 


'<I-Pi*P.+P, 
*R-P,+F,+P,+P4 


Erkl.  78.  Den  Angrifi^pnakt  «  der  Resnl- 
tante R  mebrerer  FarallelkrAfte  nennt  man 
denMittelpankt  derErAfte.  Derselbe  hat 
folgende  zwei  Eigenschaften: 

1).  Bringt  man  im  Mittelponkt  der  gleich- 
gerichteten FaraUelkrafte  eine  Kraft  gleich  der 
Summe  derselben  an,  so  bat  letztere  dieselbe 
Wirkung,  wie  alle  SeitenkrAfte  znaammen. 

2).  Bringt  man  in  dem  Mittelpunkt  der  gleich- 
gerichteten FarallelkrAfte  eine  Kraft  an,  welche 
der  ßeaultante  an  Intensität  gleich ,  aber  der- 
selben entgegengesetct  gerichtet  ist,  so  werden 
alle  Seitenkr&rte  dadurch  anfgehoben.  Wird 
also  ein  Körper  im  Mittelpunkt  der  gleichge- 
richteten Farallelkr&fte  anteratotzt ,  so  wird 
deraetbe  in  jeder  Lage  im  Gl eicb gewicht  sein, 
voransgesetzt ,  dass  die  Kr&fte  immer  parallel 
und  ihre  Angrifisp unkte  dieselben  bleiben. 


bierans  ergibt  sieh  fOr 


Da  ä\k  ADgriftelinie  ah  gegeben  sein  moss. 
so  lässt  sich  hiemach  ax  stets  berechnen. 
Femer  zieht  man  die  feste  Verbindungslinie 
zc  nnd  nimmt  r  +  P,  =  P,-f  Pj  +  P,  zn 
einer  neuen  Resnltante  q  zusammen. 

Die  Entfernung  xy  des  Angriffspunktes  y 
der  Resultante  q  von  der  grösseren  Kraft  r 
findet  man  wieder  nach  Gleichung  1).  dnrch 
die  Proportion: 


worans  man  

—  cic.P, 

erhält 

Die  zuletzt  erhaltene  Kraft  q  setzt  man 
wieder  mit  der  noch  abrigen  Kraft  P4  zu- 
sammen und  erhält  so: 

R  =   3  +  Pi  =   P,  +  P,  +  Pj  +  P4 


y^-.yd  =  P^.n 


woraus  man 


Entsprechend  fährt  man  fort,  wenn  noch 
mehr  als  4  Kräfte  gegeben  sind. 


Preisgekrönt  in  Frankfort  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  ,,Tollständig  gelösten  Anfgabensammliing,  Ton 
l>r.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Bnchliandlung,  sowie  von  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschnitten  und  gat  brochiert  um  den  sofortigeii  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  Jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3— -4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreiie  iron  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Proepekt  eniohtUoh,  ohne  jede  Bedeutung 
fflr  die  Interessenten. 

6).  Bas  Werk  enthält  AHes,  was  sich  Oberhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formehi  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefOichen  Figuren. 

7).  Bas  Werk  ist  ein  praküaohea  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beate  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  ▼orsüglichate  Lehrbuch 
sum  Selbstatudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  fOr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—266 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Drook  Toa  Omtl  ÜAmmtr  in  Siiitftgwi 


.-I 


I 


B 

51 


i 


iS 


n 


Statik 

oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fegter 
Körper  (Geostatfk). 

Forts,  von  Hoft  313.  —  Seite  81—96. 

Mit  18  Figuren. 


Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

Angabe  nnd  EntficUnng  der  benntzten  Sätze,  Foraeln,  Regeln  In  Fragen  und  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzsclinitte  &  lithograpL  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 
der  Beehenkiuisty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  spliftrisclien 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Bfathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  aUen  Zweiiren  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geodftsie,  Nantik, 
mathemat.  Geograplile,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strafisen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brfleken-  u.  Uochbaa's;  der  Konstruktionslehren  als:  darsteU.  Geometrie,  Polar-  n. 

Parallel-PerspeetiTe,  Schattenkonstmlrtionen  etc.  etc. 

ffir 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,  zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  HLleyer, 

Mathematiker,  vereideter  kÖDigl.  preuss.  Feldmesser,  vereideter  grossh.  hessischer  Geomeier  L  Klasse 

in  Frankfurt  a.  K. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kr&fte. 

"  Statik 

oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper  (Geostatilc) 

nach  System  Kleyer  bearbeitet 
von  B.  Klimpert,  Seminarlehrer  u.  Physiker  in  Bremen. 

Fortsetzung  von  Heft  313.  —  Seite  ^81— 96.   Mit' 18  Figuren. 

Inhalt: 

Ueber  die  Beziehungen,  welche  zwischen  entgegengesetzt  gerichteten  Parallolkrftften  und  deren  BesulUnte 
bestehen.  —  Gelöste  und  ungelöste  Aufgaben  über  die  Zusammensetzung  gleich-  und  entgegengesetzt  ge- 
richteter Pariillelkrftfto.  —  Ueber  die  statischen  Momente  von  Kräften,  welche  in  ein  und  derselben  Kbene 

wirken,  im  allgemeinen. 


Sfüttgart  1887. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 

durch  jede  Buchhand  luna  bezoaen  werden. 


I 


I 


I 
I 


I 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in 
Heften  zu  dem  billisren  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten and  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Hathematiky  Phjaik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen« ,  Strassen-,  Eisenbabn-y 
Brfleken-  nnd  Hochbanes,  des  konstrnktlTen  Zeiclinens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollständig 
gelöster  Form,  mit  fielen  Figuren,  Erklfirungen  nebst  Angabe  und  Entwickeinng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  nlle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  LOsung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTerzeich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  ttber  das  betrelTende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschnlen  I.  nnd  II«  Ord.,  gleieh- 
berechtigten  höheren  Bfirgerschulen,  Prlyatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pre- 
gymnasien,  Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkschulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  üniYersitäten ,  Land-  und  Forstwissenschaltsschnlen, 
Hilitärschulen,  Yorbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  6.  für  das  Eii^ährig-Frei- 
willige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungeu  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  flberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Sttttze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  yoII- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Tcrwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  darch  ihre  praktischen  in  allen  Bemfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Bachhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  YerCasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart  Die  Yerlagshandlung« 
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Figur  58. 


b.    Ueber  die  Beziehungen,  welche  zwischen  entgegengesetzt  gerich- 
teten Parallelkräften  und  deren  Besnltante  bestehen« 

Frage  24.   Welche  BeziehuDgen  bestehen 
zwischen   zwei   Parallelkräften,    welche   in       Antwort.    Um  die  Beziehungen  zu  er- 
entgegengesetzten   Richtungen    auf  fahren,  welche  zwischen  zwei  entgegen- 
einen Körper  wirken,  and  ihrer  Resultante  ?  gesetzt    gerichteten   Parallelkräften    und 

deren  Resultante  hestehen,  denke  man  sich 
von  den  beiden,  in  den  Punkten  a  und  h 
angreifenden  Kräften  P  und  Q,  s.  Fig.  58, 
die  grössere  Kraft  P  in  zwei  Seitenkräfte 
R  und  S  zerlegt.  Da  man  die  eine  derselben, 
z  B.  S  beliebig  gross  wählen  kann,  so  nehme 
man  S  =  Q  an  und  lasse  sie  in  demselben 
Punkt  h  angreifen,  wodurch  (nach  Satz  4 
in  Antwort  auf  Frage  11)  die  Wirkung  von 
Q  aufgehoben  wird.  £s  bleibt  demnach  nur 
noch  die  Wirkung  der  zweiten  Seitenkraft 
R  =  P  —  S  =  P  —  Q  übrig  und  das  ist 
im  vorliegenden  Fall  die  Resultante;  oder: 

R  =  P  — Q 

Satz  10.  Wirken  zwei  entgegenge- 
setzt gerichtete  Parallelkräfte  auf 
einen  Körper,  so  ist  deren  Resultante 
gleich  der  Differenz  der  Kräfte,  ihr 
Angriffspunkt  liegt  nicht  zwischen 
den  beiden  Kräften,  sondern  ausser- 
halb, auf  der  Seite  der  grösseren  Kraft 
und  ist  derselben  gleichgerichtet. 


Frage  25.  Wie  lässt  sich  der  Angriffs- 
punkt der  Resultante  zweier  entgegengesetzt 
gerichteten  Parallelkräfte  durch  Rechnung 
genau  ermitteln  und  welche  Relation  be- 
steht zwischen  den  einzelnen  Angriffslinien? 

ErkL  79.  Gleichgewicht  findet  auch  in  die- 
sem Fall  niemals  statt,  vielmehr  muss  man 
zur  Herstellung  desselben  im  Angriffspunkt  c 
der  Resultante  eine  Kraft  =  R,  aber  entgegen- 
gesetzt gerichtet  der  Resultante  anbringen. 

Ist  P  =  Q  also  bei  entgegengesetzt  gerich- 
teten Parallelkräften  R  =  0,  so  ist  folgendes 
zu  eiörtern:  Aus  nebenstehender  Gleichung 

—        06. Q 
ac  =  — j^- 

folgt,  wenn  a  h  und  Q  unverändert  bleiben,  da- 
gegen P  und  somit  anch  R  immer  kleiner  wird, 
endlich  P  —  Q  und  somit  R  =  0  werden  muss. 

ac  nimmt  dagegen  immerfort  zu  und  ist  un- 
endlich gross,  sobald  R  =  0  ist,  d.h.  zwei 
gleich  grosse,  entgegengesetzt  gerichtete  Paral- 
lelkräfte haben  zur  Resultante  die  im  Unend- 
lichen angreifende  Kraft  0,  sie  haben  also  keine 
Resultante,  lassen  sich  also  niemals  durch 
eine  Kraft  ersetzen.  (Siehe  den  Abschnitt 
über  Kräftepaare.) 


Antwort.  Um  die  Entfernung  ac  des  An- 
griffspunktes der  Resultante  zweier  entgegen- 
gesetzt gerichteten  Parallelkräfte  von  dem 
Angriffspunkt  der  grösseren  Kraft  P  zu 
finden,  nimmt  man  den  früher  bewiesenen 
Satz  9  zu  Hilfe,  dass  sich  der  kleinere  Ab- 
schnitt der  Angriffslinie  zum  grösseren  und 
zur  Summe  beider  verhält,  wie  die  kleinere 
Kraft  zur  grösseren,  zur  Summe  beider,  oder: 


woraus: 
1).    .    . 


ah'.aeihc  =  R:  Q:  P^ 


ac  — 


R 


(siehe  Fig.  58)  *) 


*)  Siehe  Erkl.  79. 


'■*'■ 


Klimpert,  SUtik. 
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Statik  oder  die  Lehre  Tom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Frage  26.  Wie  lässt  sich  der  Angriffs- 
punkt der  Resultante  zweier  entgegengesetzt 
gerichteter  Parallelkräfte  durch  Konstruk-       Antwort.    Den  Angriffspunkt  der  Hesol- 


tion  ermitteln? 


Figur  59. 


c  .-- 


^R-P-q 


tante  zweier  entgegengesetzt  gerichteter 
Parallelkräfte  ermittelt  man  durch  Konstruk- 
tion, indem  man  durch  den  Angriffspnnkt  o 
(s.  Fig^Ö9)  der  grösseren  Kraft  P  eine  Ge- 
rade ag  unter  ziemlich  spitzem  Winkel  zieht: 
darauf  trage  man  ä%  =  P  und  öÄ  =  Q  ab, 
so  ist:  _ 

a0  =  P  — Q 
oder:  __ 

ao  =  R 

Weiter  verlängere  man  äg  über  a  hinaus 
nach  /",  trage  darauf  an_=  Q  ab,  verbinde 
0  mit  5_und  ziehe  zu  o&  durch  n  die  Pa- 
rallele nc,  so  ist  c  der  Angriffspunkt  der 
Resultante. 

Da 
80  verhält  sich: 


oder: 

aoiah        aniac 

oder: 
woraus : 

Riab  =  Q  :ac 
R :  Q  -    ah:  ac 

9^ 

—         ab.Q 

R 


entsprechend  der  obigen  Gleichung  1). 


>)  d.  b.  Dreieck  ane  Umlich  Dreieck  aoh- 


Frage  27.  Welche  Beziehungen  bestehen 
zwischen  mehr  als  zwei  entgegengesetzt 
gerichteten  Parallelkräften  und  ihrer  Resul- 
tante? 


Antwort.  Wirken  mehr  als  Ywei  ent- 
gegengesetzt gerichtete  Parallelkräfte  auf 
einen  Körper,  so  kann  man  zunächst  die 
nach  der  einen  Seite  wirkenden  Kräfte,  z.  B. 
P^  und  P,  in  Fig.  60  zu  einer  Resultante  r. 
dann  die  beiden  nach  der  andern  Seite  wir- 
kenden, nämlich  P,  und  P4  zu  einer  Resul- 
tante g  zusammensetzen  und  endlich  zwi- 
schen r  und  q_  die  Endresultante  R  bestim- 
men. Man  ziehe  an  h  in  beliebiger  Rich- 
tung die  Gerade  &7>  mache  6^  =  Pj  und 
(jT?»  =  P,,  verbinde  h  mit j»  und  ziehe  von 
g  aus  eine  Parallele  zu  /la,  so  ist  x  der 
Angriffspunkt  der  Resultante: 

r  =  Pi  +  P2 
nach  Satz  8  in  Antwort  auf  Frage  20  ist 

Pj :  r  =  tx'.  ha 
hieraus  erhält  man  für 
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P,  .bT 

Verbindet  man  in  gleicher  Weise  F,  nnd 
P4  zu  einer  Resultante  q,  zieht  die  beliebig 

Erkl.  80.    Abb  oebensteheDder  Antwort  er-  Berichtete  Linie  d^,  macht  ^  =  P«  und 

geben  sich  folgende  S&lze:  on  =  P3,   verbindet   0   mit    c    und   zieht 

I).  Ist  die  Snmme  r  der   nach   der   einen  '*''"h  «  eine  PwaUele  zu  oc,  80  erhält 

Seite  gerichteten  KrUte  gleich  der  Summe  q  m""    ^«^    Angnffspnnkt   y    der    aufwärts 

der  nach  der  andern  Seite  gerichteten  Krifte,  wirkenden  Resultante 
so  fallen  entweder  die  Angriffsponkte  der  bei-  3  ^  P3  + 1*4 

dea  gleichen  Resaltanten  lusammen  und  sind  

im  Gleichgewicht,  oder  die  Angriffspunkte  fallen  Zur  Berechnung  von  dy  ergibt  sich  wieder : 

Dicht  zusammen,   dann  bilden  die  Beanltanten 

ein  Eräftepaar.     (Siehe  den  Abschnitt  nUeber  i'^t  =  de:dff 

Kräftepaare-.)  woraus;  _ 

2).   Ist  die  Summe  r    der  nach  der    einen  dy  =  — *-— - 

Seite  gerichteten  Kräfte  verschieden  von   der  3 

Summe  der  nach  der  andern  Seite  gerichteten  Zwischen  den  beiden  Resultanten  r  und  0 

Kräfte,  so  haben  die  beiden  R«inltanteu  stet»  ^^,.1,^  ^^  ^^  eine  neue  Resultante,  indem 

■wieder  eme  Resultante,  welche  gleich  der  Diffe-  _       j      1,      „-  „  i,„i -vi       „-;  i..-.- r~-„j« 

renz  beider  Summen  ist:  ??.'"  ^^^^^  ?  ^"'*'  beliebig  gerichtete  Gerade 

j^  _  ^_.  ik  zieht.  Ix  =^  r,   lu  ^  xv  ^  q  macht, 

nach   der   Seite   der  grösseren  Summ«    wirkt  t'ä'"'  •*?  ""d  parallel  damit  ff  tf  zieht,  wo- 

uud  deren  Angriffopunkt  nach  der  in  Antwort  durch  man  den  Angriffsponkt  w  der  Resul- 

auf  Frage  25  nnd  26  enthaltenen  Theorie  zweier  taute  R  erhält.  Zur  Berechnung  der  Strecke 

fand^l^lrl"'  S«"''''«''"'  Parallelkräfte  ge-  —  ^^^^j^j  „^^  jj^  Proportion: 

g:R  =  xw.xy 


Figur  60. 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


a).  Gelöste  Aufgaben. 


Aalgabe  76.  An  den  beiden  Enden  einer 
Stange  von  85  cm  Länge  wirken  zwei  gleich- 
gerichtete Parallelkräfte.  Wie  gross  ist  die 
Resaltante  nnd  wo  mnss  dieselbe  angreifen, 


wenn: 


a)  P 

b)  P 

c)  P 


80,  Q 
75,  Q 
162/3,  Q 


50  kg 
180  kg 
12V,  kg  ist? 


1)- 


2). 


Figur  61. 


Hilisrechnnngen : 


85 .  80 
130 


75 .  85 
255 


85.8 
13 


=1=« 


680 
13 


=  52,3 


12:^ .  85 


29 


25.85.6       255  s 


AuflÖBong.   Nach  Gleichung  1).  in  Antw. 
auf  Frage  19  hat  man  für  cUe  Grösse  der 
Resultante: 
A).    .    .    R  =  80  +  50  =  130  kg 

Nach  Gleich.  3).  in  Antw.  auf  Frage  22  ist: 
äciäb  =  80  :  130 

B).    .    .     ac  =     ,Q^     =  52,3  cm  («.Hiifsr.  i) 


130 


d.  h.  die  Resaltante  mnss  in  52,3  cm  Ent- 
fernung vom  Angriffspunkt  h  der  kleineren 
Kraft  Q  oder  in  85  —  52,3  =  32,7  cm  Ent- 
fernung von  dem  Angriffspunkt  a  der  grös- 
seren Kraft  P  angreifen,  siehe  Fig.  61. 

b).    .    .    .    R  =  75  -f  180 
oder: 

A).    .    .    .    R  =  255  kg 

ferner  besteht  die  Relation: 

P:R  =  hciäb 

oder :  

75:255  =  &c:85 

woraus  man 

75.85 


hc  = 


255 


oder  nach  Hilfsrechnung  2: 

B) 6c  =  25  erhält, 

d.  h.  der  Angriffspunkt  c  der  Resultante  R 
ist  25  cm  vom  Angriffspunkt  h  oder  85  —  25 
:=  60  cm  von  dem  Angriffspunkt  a  entfernt. 

c).  .    .    .  R  =  16|-i-12i 
oder: 


8 


2 


1 


A).  .    .    .   R  =  29^  kg 

ferner  besteht  die  Relation: 

Q  :R  —  aciah 
oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt 


12|:29|  =  ac:  85 


woraus 


ac  = 


12y .  85 


29 


6 


oder  nach  Hilfsrechnung  3).: 
B) 


ac  =  36y  cm 


d.  h.  der  Angriffspunkt  c  der  Resultante  R 
ist  36^  cm  vom  Angriffspunkt  a  der  grösse- 
ren oder  85  —  36^  =  48^  cm  vom  An- 
griffspunkt h  der  kleineren  Parallelkraft 
entfernt. 
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Aalgabe  77.  An  einer,  in  ihren  beiden 
Endpunkten  unterstützten  Stange  von  120  cm 
Länge  hängen  90  kg  in  a)  30,  b)  50,  c)  75  cm 
Entfernung  von  dem  einen  Stützpunkt.  Wie 
verteilt  sich  in  jedem  Fall  die  Last  auf 
beide  Stützpunkte? 


^. 


AnflöBong.  Es  ist  in  diesem  Fall  die 
gegebene  Kraft  von  90  kg  in  zwei  mit  ihr 
parallele  und  greichgerichtete  Seitenkräfte 
zu  zerlegen,  die  als  Druck  wirken  und  sich 
umgekehrt  yerhalten  wie  ihre  Entfernungen 
vom  Angriffspunkt  der  Last. 

a)  Beträgt  die  Entfernung  des  Angriffs- 
punktes der  Last  von  dem  einen  Stützpunkt 
30  cm,  so  beträgt  dieselbe  vom  andern 
Stützpunkt,  da  die  Stange  120  cm  Länge 
hat,  120  —  30  =  90  cm.  Die  Entfernungen 
verhalten  sich  demnach  wie  30 :  90  =  1:3 
und  der  der  Last  nähergelegene  Stützpunkt 

hat  somit  ^.90  =  67-^  kg,    der   andere 

Stützpunkt  dagegen  ~ .  90  =  22^^  kg  Druck 

zu  erleiden. 

b)  Ist  die  Last  50  cm  von  dem  einen  Stütz- 
punkt entfernt,  dann  verhalten  sich  die  Ab- 
stände wie: 

50 :  (120  —  50)  =  50 :  70  oder  5 :  7 

demnach  erleidet  der  der  Last  nähergelegene 
Stützpunkt  einen  Druck  von: 

D  =  -l-.90 
oder: 

A).    .    .    D  =  52|  kg 

und  der  von  der  Last  entfernter  liegende 
Stützpunkt  einen  Druck  von: 

B).    .    .    D  =n  ^ .  90  oder  37|  kg 

c)  das  Verhältnis  der  Abstände  ist: 

75 :  (120  —  75)  =  75 :  45  oder  5  : 3 
demnach: 
A).    .    .    D  =  g  .  90  oder  56|  kg 

B).    .    .    D,=  j'90  oder  33^   „ 


Anigabe  78.    In  Figur  61  ^ei  gegeben 
K  =  72  kg,  Fj=  20  kg  und  ac  =  25  cm;       Aoflösimg.    Man  hat  zunächst: 
wie  gross  ist  a  6  und  Q?  q  —  72  —  20  oder  52  kg 

femer  verhält  sich: 
Hilf Brechnung.  6^ :  ^ :  ^  =  20 :  52  :  72 

oder:  _   _ 

aciab  =  52:72 


25 .  72 


25 .  18 


25.18  r. 


52 


1o 
o 


8 


450:  13  =  34-^        ,       ,     —         «c  •  * 

13     oder  da  ac  =  25  ist,  so  ist: 

25.72 


60 


ab  = 


oder: 

A).    . 


52 

8 


^1 


ab  =  34-rr-  cm    (■.  HUfarecho.) 

Xo 
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Statik  oder  die  Lehre  yom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Aufgabe  79.  Eine  Kraft  von  385  kg  soll 
in  zwei  gleichgerichtete  Parallelkräfte  zer- 
legt werden,  deren  eine  =  150  kg  gross 
und  2  m  von  der  gegebenen  Kraft  entfernt 
sein  soll.  Wie  gross  ist  die  zweite  Seiten- 
kraft und  ¥äe  weit  ist*ihr  Angriffspunkt  vom 
Angriffspunkt  der  385  kg  entfernt? 


2. 150 
"  235 


Hilfsrechnimg. 

==    60  :  47  =  1,276 
47 

ISO 
94 


360 
329 


Aoflöanng.  Fttr  die  fehlende  Seitenkraft 
hat  man: 

P  =  885  — 150  oder  235  kg 

Bezeichnet  man  ferner  den  kleineren  Ab- 
stand zwischen  den  Angriffspunkten  der  drei 
Kräfte  mit  a  c,  den  grösseren  mit  6  c,  so  be- 
steht die  Relation: 

äciirc  =  150  :  235 
oder  da  6c  r=  2  m  gegeben  ist,  so  ist: 

2.150 


ac  = 


oder: 


235 


ac     -   1,276  m  (siehe  HilfBredm. 


.  Aufgabe  80.  An  einer  Stange  von  1  m 
Länge  hängen  in  den,  in  Fig.  62  angegebe- 
nen Abständen,  4  Gewichte  von  60,  90,  120 
und  240  g.  Wo  mass  die  Stange  unterstützt 
werden,  um  im  Oleichgewicht  zu  sein  und 
welchen  Druck  erleidet  der  Stützpunkt? 

Figur  62. 


Auflösung.   Man  sucht  zunächst  die  Re- 
sultante der  beiden  Kräfte  P^  und  P^: 

fi  =  60-1-  90  oder   150  kg 

und  deren  Abstand  bx.  Nach  den  in  Ant- 
wort auf  Frage  22  gegebenen  Gleichungen 
lässt  sich  folgende  Proportion  aufstellen: 


oder: 

oder: 
A).    . 


hxiba  --  60  :  150 

i-         20 .  60 

ox  - — 

^  150 

hx  —  8  cm 


-360 


R- 150 +360 


'510 


Weiter  ist  die  Resultante  der  beiden  Kräfte 
P3  und  P4: 

r,  =  120  +  240  oder  360  kg 

und  ihr  Abstand  ergibt  sich  aus  der  Proportion: 

5y  :  de  =  120:360 

hieraus  erhält  man  für 

3-         48 . 120 

^^  =  -360- 
oder: 

B).    .    .    ,    dy  =:  16  cm 

Endlich  ist  noch  die  Resultante  R  der 
beiden  Resultanten  ri  =  150  und  r,  =  36r» 
zu  ermitteln,  wonach: 

C) R  =  510  kg 

Die  Entfernung 

xy  =  bx-\-hC'\-  cy 
oder: 


xy  =  8-4-32-1-32  =  72  cm 


Aufgaben  aber  die  ZuBammenBetzuDg  gleicbgcrichteter  Parallelkr&fte. 
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Ferner  ist: 

ry:xy^  150 :  510 

hieraoB  erh&lt  man  fQr 

—         72 .  150 

zy  z= 

oder: 


510 

zy  "-.  21,18  cm 
hierzu  dy  =  16  cm  gezählt,  gibt: 
T>).    .    .    .    dz  —  37,18  cm 

d.  b.  der  Stützpunkt  z  mnss  37,18  cm  vom 
Endpunkt  d  entfernt  angebracht  werden  und 
hat,  abgesehen  von  dem  Gewicht  der  Stange, 
510  kg  zu  tragen. 


Aufgabe  81.  Eine  wagerechte  Platte  (Fi- 
gur 63)  ruhe  auf  drei  Punkten  A,  B,  C  und 
trage  in  0  eine  Last  P  von  500  kg.  Die 
Entfernung  AD  senkrecht  zu  BC  sei  4  m, 
BC  aber  3  m  und  AO:  OD  =  3:  2,  BD: 
CD  =  4 :  3.  Welcher  Druck  wird  auf  jeden 
der  drei  Stützpunkte  ausgeübt? 


Figur  63. 


AuflÖBimg.    Da: 

ÄÖ:  ÖD  =  3:2 
so  hat  zunächst  der  Stützpunkt: 

A  =  -^  .  500  kg  oder  200  kg 
o 

Druck  zu  erleiden,  während  die  übrigen 
300  kg  auf  dem  Punkt  D  lasten.  Diese 
300  kg  verteilen  sich  auf  die  beiden  Stütz- 
punkte B  und  C  und  zwar,  da: 


so  hat: 

oder: 
und 

oder: 

zu  tragen. 


BD:CD  =  4:3 


B  rr-  -•-  .  300 
o 

B  ^  128|kg 


C  -  y  .  300 
C  -  171}  kg 


Aufgabe  82.  Auf  2  Punkten  eines  Kör- 
pers wirken  die  beiden  entgegengesetzt  ge- 
richteten Parallelkräfte  P  und  Q  in  180  cm 

Entfernung.    Wie  gross  ist  die  Resultante       Anflösung.    Für  die  Resultante  R  hat 
R  und  wo  liegt  deren  Angriffspunkt,  wenn:  ^^^  ^^^^  Antwort  auf  Frage  24: 
a)  P  =  250  und  Q  =  312  kg  R  =  312  —  260 


b)  P  = 

c)  P  = 


97 
12 


2'  " 


Q  =  153   „ 

Q  =      5|  kg 


oder: 

A).    .    .    .  R  =  62  kg 

Nach  Antwort  auf  Frage  25  lässt  sich  fol- 
gende Proportion  aufstellen: 

ah:  ac  —  R  :  P 
oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetit: 

180  :ac=:=  62:250 
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Statik  oder  die  Lehre  Tom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


1).    •    , 
oder: 


2).    .    . 
oder: 


3).    .    . 
oder: 

oder: 


HiUsrechnangen : 

—         180 .  250 
«^=—62- 

90 .  250 
31 

90 .  250  22500 


ac  = 


31 


31 


31  :  22500  =  726 
^17_ 

80 
_62_ 

180 

—        180 .  97 
ac  = 


56 

—         45 .  97 
ac  = 


14 


45.97 


315 
405 


4365  :  14 
42 


=  312 


16 
14 

25 


ac  = 


ac  = 


ac  = 


180.  5^ 

^r 

180 .  16  .  6 
43.3 

5760 


43 


5760  :  43 
43 


=  134 


146 
129 


170 
172 


hieraus  erh&lt  man  far 

B).     .     .      .     OC  =  ca.  726  (siehe  Hilfireclui.  1) 

d.  h.  die  Resnltante  R  wirkt  in  726  cm  £nt- 
fernnng  vom  Angriffspunkt  der  Kraft  Q  oder 
in  726  + 180  =  906  cm  Entfemong  vom 
Angriffspunkt  der  Kraft  P  in  gleicher  Rich- 
tung wie  Q. 

b).    .    .      R  ^  153  —  97 
oder: 
A).    .    .    .    R  -  56 

d.  h.  die  Resultante  beträgt  56  kg. 

Femer  besteht  die  Proportion: 

ad  :  ac  —  R  :  P 

oder  die  entspr.  Zahlenwerte  eingesetzt: 

180 :  OC  =  56  :  97 
woraus : 

B).     .     .     .     Öc  =r-  ca.  312  (eiehe  HUfiraclm.  2) 

d.  h.  die  Resultante  greift  in  312  cm  Ent- 
fernung vom  Angriffspunkt  der  grösseren,  oder 
in  312  + 180  =  492  cm  Entfernung  vom 
Angriffspunkt  der  kleineren  Kraft  an  und 
wirkt  in  der  Richtung  der  grösseren  Kraft. 


c). 
oder : 

A).    . 


R=12i~4 


1 


R  =  7^ 


d.  h.  die  Resultante  beträgt  7ykg. 

Ferner  lässt  sich  folgende  Proportion  auf- 
stellen : 

ab  :  ac  =  R  :  Q 

oder  die  entspr.  Zahlenwerte  eingesetzt: 
180:"äc=  7^:5^ 


ac  =  ca.  134  (siehe  Hilf 8reelin.8) 


woraus : 
B). 

d.  h.  die  Resultante  greift  in  134  cm  Ent- 
fernung vom  Angriffspunkt  der  grösseren 
Kraft  an. 


Anlgabe  83.  An  einer  geraden  Linie 
von  10  m  Läoge  wirken  in  5  Punkten,  deren 
Abstände  ans  Fig.  64  ersichtlich  sind,  fQnf 
Parallelkräfte,  und  zwar  P  =  4,  P^  =  17 
und  Pj  =  60  kg  nach  der  einen,  Q  =  12 


Anflösang.    Man  ermittelt  zuerst  die  Re- 


und  Qi  =  25  nach  der  entgegengesetzten  sultante  r^  der  nach  der  einen  Richtung 
Richtung.  Wie  gross  ist  die  Resultante  und  wirkenden  Kräfte  P,  Pi  und  Pj ;  die  Resul- 
wo  liegt  ihr  Angriffspunkt?  tante  r  von  P  und  Pi: 


A).     . 
oder: 


r  =  17  -h  4 
r  =  21  kg 


Aufgaben  über  die  ZusammenBetzung  entgegengesetzt  gerichteter  Parallelkr&fte.        89 


Figur  64. 
r2  =  12+25=37 


P=4 


Bezeichnet  man  den  Angriffspunkt  dieser 
Resultante  mit  x,  so  erhält  man  nach  Ant- 
wort auf  Frage  22  die  Proportion: 

ex  :  ca  =  V  :  r 

oder  die    entsprechenden   Zahlenwerte 
eingesetzt: 


woraus : 


ex:  2  +  2  r-  4:21 

—        16 
ex==^ 


r^- 21  +  60 
-8J 


1).     . 


Hillsrechnangen ; 

160  :  21  =  0,762 
147 


130 
126 


2).    . 


40 


6,762.21 

6762 
13524 

142,002  :"81 
81 

610 
567 


=  1,753 


430 

405 


552 


3).    .    .    4 .  12  =  48 


48:37 
37 


-  1,3 


110 
111 


oder: 

B).    .     .      ex  =~   0,762  m    (s.  HUfBrechn.  l) 

Weiter  ist  die  Resultante  der  bei- 
den Kräfte  r  und  Pg: 

C).    .    .   r^  =r  21  +  60  ^  81 

Bezeichnet  mau  den  Angriffspunkt 
dieser  Resultante  r^  mit  y,  so  ergibt 
sich  die  Proportion: 

oder  die  gegebenen  Zahlen  werte  dafQr 
eingesetzt: 

/>  :  6  +  0,762  =  21  :  81 


oder: 


oder: 
D). 


fy 


6,762 ,  21 
81 


.   fy  —   1,753  m    (e.  Hüfirechn.  2) 

Femer  ist   die  Resultante    der    beiden 
Kräfte  Q  und  Q^: 


oder: 

E).    . 


25  4- 12 


rj  r.  37 


Bezeichnet  man  den  Angriffspunkt  dieser 
Resultante  mit  z^  so  erhält  man  die  Pro- 
portion : 

deidh  —  Q  :  fj 
oder  die  bekannten  Zahlenwerte  eingesetzt: 
dz'A  =--  12 :  37 

■j-         4.12 
dz  =  -3  — 

oder: 

F).     .     .     .     5i  —   1,3     (il«he  HUfireohn.  8) 

Schliesslich  ist  die  Resultante  R  der  bei- 
den Kräfte  rx  und  r,: 

R  ^-  81  —  37 
oder: 

G).    .    .    .    R  r-  44 

Bezeichnet  man  deren  Angriffspunkt,  wel- 
cher nach  Satz  10  in  Antwort  auf  Frage  24 
in  der  Figur  64  nach  rechts  fallen  muss, 
mit  t,  so  erhält  man  die  Proportion: 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


4). 


oder 


5). 


Hüfsrechnnng. 

Jz  ^  4  +  l,-3  — 1,753 
y2r  ^=:  5,3  —  1,753 
yz  =  3,547 

.    .      3,547.37 


24829 
10641 


44  :  131,239  -^  2,98 

88 

432 
396 


363 
352 

119 


yziyt  —  Rir, 
oder   die   bekannten   Zahleowerte     eingesetzt 

(yi  =  3,547)     (ilAe  Hflfftreehn.  4): 
3,547  :  y  e  =:  44 :  87 
3,547 .  37 


oder: 


yt  - 


44 


oder  nach  Hiifsrecbnung  5: 
H).    .    .    .    yi  =-  2,98  m 

Da  />  nach  obiger  Gleich.  D).  =  1,753  m, 
so  ist: 

fi  =z  yt'-Jy  ^  2,98  —  1,753 
oder: 

J).    .     .     .     ~ft~  1,227  m 

Der  Angriffspunkt  der  Resultante  R  be- 
findet sich  also  1,227  m  vom  Angriffspunkt  / 
der  Kraft  Pj  oder  10-M,227  ==  11,227  m 
vom  Angriffspunkt  a  der  Kraft  P   entfernt 


ß).  Ungelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  84.    An  den  beiden  Enden  einer       Andeutung.   Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
50  cm  langen  Stange  wirken  die  beiden  gleich-   gelösten  Aufgabe  76. 
gerichteten  Parallelkräfte  P  und  Q;  wie  gross 
ist  die  Resultante  und  wo  ist  deren  Angriffs- 
punkt, wenn: 

a)  P  =  200 ,      Q  =    50  kg 

b)  P  =:r:  345 ,       Q  ^  218    „ 

c)  P  =  88,537,  Q  =  65,315  kg  ist? 


Aufgabe  85.  Ueber  eine  horizontale  Brücke       Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
von  24  m  Spannweite  f&hrt  eine  Lokomotive  gelösten  Aufgabe  77. 
von  40  t  Gewicht.  Wie  verteilt  sich  ihre  Last 
auf  beide  Widerlager,  wenn  sie  a)  6,  b)  12, 
c)  20  m  von  dem  einen  entfernt  ist? 


Aulgabe  86.  An  einem  einrädrigen  Schieb-       Andeutung.   Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 

karren  wirken  in  den  Entfernungen  a  und  (  gelösten  Aufgabe  77.    (Siehe  Figur  65.) 
von  der  Radachse  die  Last  Q  und  die  Kraft  P 

des  Arbeiters.    Wie  gross  ist  diese  letztere  und  Figur  65. 

der  Druck  auf  die  Achse  des  Rades?  '  p 

(Q  =  250  kg,   a).  =  40,  b).  ==  75  cm.)  a 


Aufgaben  über  die  Zusammensetzung  gleich-  u.  entgegengesetzt  gerichteter  Parallelkr&fte.       9 1 


Aufgabe  87.    Eine  Kraft  R  --  490  kg  soll       Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
in  zwei  gleichgerichtete  Parallel  kr  äfte  zerlegt   Lösung  der  Aufgabe  79. 
'werden,  deren  eine  P,  sowohl  der  Grösse  als 

auch  der  Entfernung  ae  nach  bestimmt  ist  Wie 
^ross  ist  die  zweite  Parallelkraft  Q  und  wie 
weit  ist  ihr  Angriffspunkt  vom  Angriffspunkt  c 
der  Kraft  R  entfernt,  wenn: 

a).   P  =  120  kg  und  öc  =  80  cm 
b).   P  ^  310,5  kg  und  äc  =  22,5  cm 
c).'  P  =  213-^  kg  und  öc  =  l4  m  ist? 


12 


2 


Aalgabe  88.    An  einer  Stange  Ton  147  cm  Andeutung.  Die  Auflösung  ergibt  sich  aus  der 

Länge  b&ngen  in  den  Punkten  a,  5,  c,  d  und  e  Lösung  der  Aufgabe  80.  Da  hier  5  Kr&fte  ge- 

fanf  Gewichte  von  79,  65,  27,  120  und  36  kg.  geben  sind,  so  ist  hier  eine  Partialresultante 

Wo  muss  die  Stange  unterstützt  werden,  wenn  mehr  zu  berechnen  als  in  Aufgabe  80. 
sie  im  Gleicbgewicht  sein  soll  und  welchen  Druck 
erleidet  der  Stützpunkt?   Die  Abstände  sind: 

ah  =  25,  ae  =  63,  ad  =  112  und  ae  =  147  cm. 


Aufgabe  89.  An  einer  wagerech- 
ten Stange  AB  =  50  cm,  siehe  Fi- 
gur 66,  welche  auf  den  beiden  Quer- 
Stangen  E  D  und  F  G,  deren  jede  85  cm 
lang  ist,  so  ruht,  dass  A  D  =  12  und 
BG  =  10  cm  beträft,  hängt  eine  Last 
von  880  kg  in  der  Entfernung  AG  = 
20  cm.  Welchen  Druck  hat  jeder  der 
vier  StQtzpunkte  D,  £,  F  und  G  zu 
erleiden? 


Andeutung.   Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
gelösten  Aufgabe  81. 

Figur  (jQ. 


Aufgabe  90.    Auf  2  Punkte  einer  geraden       Andeutung.   Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
Linie  wirken  die  beiden  entgegengesetzt  gerich-   gelösten  Aufgabe  82. 
teten  Parallelkräfte  P  und  Q  in  42  cm  Ent- 
fernung.   Wie  gross  ist  die  Resultante  B  und 
wo  liegt  deren  Angriffspunkt,  wenn: 

a).   P  =  40,       Q  =  100  kg 
b).   P  =--  87|,    Q  =    28|  kg 
c).   P  =  7,583,  Q  =  5,872    „    ist? 


Aufgabe  91.  Fünf  parallele  Kräfte  von  50,  Andeutung.  Die  Auflösung  ergibt  sich  analog 
30,  70,  90  und  120  kg  wirken  an  fünf  Punkten  der  gelösten  Aufgabe  83. 
einer  geraden  Linie,  wobei  die  Kräfte  von  80 
und  120  kg  den  übrigen  gerade  entgegengesetzt 
gerichtet  sind.  Von  dem  Angriffspunkt  a  der 
ersten  Kraft  von  50  kg  haben  die  Angriffspunkte 
der  übrigen  Kräfte  eine  Entfernung  von  50, 
120,  210  und  320  cm.  Wo  liegt  der  Angriffs- 
punkt der  Besultante  und  wie  gross  ist  dieselbe? 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Anmerkung  3.  Ehe  wir  za  der  allgemeinsten  Aufgabe,  zn  der  Yereinigang  von 
Kräften  übergehen,  die  an  beliebig  vielen,  fest  miteinander  verbundenen  Pankten  nach 
den  verschiedensten  Richtungen,  sowohl  in  einer  Ebene  als  in  verschiedenen  Ebenen 
wirksam  sind,  ist  es  nötig,  die  statischen  Momente  und  die  Kräftepaare  näher 
kennen  zu  lernen. 


6).  lieber  statische  Momente. 


a.  lieber  die  statischen  Momente  Ton  Kräften,  welche  in  ein  und 

derselben  Ebene  wirken,  im  allgemeinen. 


Frage  28.  Was  versteht  man  unter  dem 
statischen  Moment  und  was  unter  dem 
Drehungsmoment  einer  Kraft. 


Erkl.  81.  „Moment^  kommt  vom  ]at.  mo- 
mentum,  entstanden  aus  movimentum,  von  mo- 
vere, bewegen.  Moment  bedeutet  demnach  „das 
Bewegende,  Entscheideode''. 


Figur  67. 


Antwort.  Unter  dem  statischen  Mo- 
ment^)  einer  Kraft  P  in  bezug  anf  einen 
beliebigen  festen  Punkt  0  versteht  man  das 
Produkt,  bestehend  aus  derEraftP 
und  dem  senkrechten  Abstand  MO 
ihrer  Bichtungslinie  von  dem  festen 
Drehpunkt  0.  Oder,  da  man  die  senk- 
rechte Entfernung  der  Angriffslinie  einer 
Kraft  von  ihrem  festen  Unterstützungsponkt 
den  Hebelarm  oder  kurz  den  Arm  der 
Kraft  nennt,  so  kann  das  statische  Moment 
auch  definiert  werden  als  das  Produkt  aus 
Kraft  mal  Hebelarm.  Bezeichnet  man 
die  Länge  des  Hebelarms  mit  l,  die  Kraft 
mit  P  und  ihr  Moment  mit  M,  so  ist: 

1) M  =  P? 

Da  dieses  Produkt  zugleich  ein  Mass  för 
das  Drehungsbestreben  der  betreffen- 
den Kraft  P  ist,  so  nennt  man  dasselbe  wohl 
auch  das  Drehungsmoment  der  Kraft. 


1)  Siehe  Erkl.  81. 


Frage  29.  Was  yersteht  man  unter  dem 
Drehungsbestreben  einer  Kraft  und 
wovon  ist  dasselbe  abhängig? 

Figur  (>8. 


V 


e 

T 


Antwort.  Denkt  man  sich  einen  homo- 
genen^) Stab  a&  in  seinem  Mittelpunkt  c 
unterstatzt,  so  ist  derselbe  im  Gleichgewicht 
resp.  im  Zustand  der  Buhe.  Wirkt  dann 
ein  und  dieselbe  Kraft  P  an  dem  Stab,  und 
zwar  das  einemal  in  a,  dann  in  c  und  end- 
lich in  &,  so  ist  die  Wirkung  derselben  immer 
eine  andere.  In  a  angebracht,  bringt  die 
Kraft  eine  Drehung  in  der  Richtung  des 
Pfeiles  d  hervor,  siehe  Figur  68,  in  c  ange- 
bracht, ist  diese  selbe  Kraft  ohne  Einfluss 
auf  die  Drehung  des  Stabes,  und  in  h  wir- 
kend, verursacht  die  Kraft  eine  Drehung  des 
Stabes  in  der  Richtung  des  Pfeiles  /*.    Die 


0  Siehe  Brkl.  82. 


Ueber  statische  Momente. 
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Erkl.  82.  Das  Wort  homogen  kommt  vom 
griech. homÖB,  d.h.  gleich,  einerlei;  unter  einem 
homogenen  Körper  versteht  man  einen  Körper 
von  einerlei  Nator,  von  durchaus  gleicher  Be- 
schaffenheit, und  ein  homogener  Stab  ist  somit 
ein  überall  gleich  dicker  und  durchweg  aus 
demselben  Stoff  bestehender  Stab. 


Srkl.  83.  Das  statische  Moment  wird  po- 
sitiv oder  negativ  genommen,  je  nachdem 
die  durch  die  Richtung  der  Kraft  angezeigte 
Umdrehungsrichtung  den  Körper  rechts  herum 
oder  links  herum  drehen  würde.  Welche  von 
beiden  Drehungsrichtungen  man  als  die  posi- 
tive ansehen  will  ist  gleichgiltig,  nur  muss  hei 
allen  Kräften  auf  übereinstimmende  Weise  ver- 
fahren werden.  In  der  Regel  wfthlt  man  die 
Ton  links  nach  rechts  hernmgerichtete  Drehung 
als  positive  Drehungsriehtung,  also  diejenige, 
mit  welcher  die  Drehung  der  Uhrzeiger  über- 
einstimmt, während  man  die  derselben  entgegen- 
gesetzte Umlaufsrichtung  als  negativ  bezeich- 
net. Dieses  Produkt  ist  identisch  mit  der  Fläche 
des  Parallelogramms,  das  aus  der  betreffenden 
Kraft  als  einer  Seite  und  deren  Hebelarm  als 
anderer  Seite  konstruiert  werden  kann,  wenn 
man  dieser  Fläche  ein  Vorzeichen  beilegt,  das 
abhängig  ist  von  der  Richtuuff  des  um  sie  im 
Sinn  der  Kraftrichtung  ausgeführten  Umlaufs, 
denn  der  Flächeninhalt  eines  Parallelogramms 
ist  gleich  Grundlinie  mal  senkrechte  Höbe 
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Figur  69. 
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Kraft  P  in  a  oder  b  angreifend  ist  also  b  e- 
strebt,  den  Körper  oder  Stab  zu  drehen, 
und  zwar  in  dem  einen  Fall  im  entgegen- 
gesetzten Sinn  als  in  dem  andern  Fall. 
Bringt  man  nun  in  a  und  b  gleichzeitig 
zwei  gleiche  Kräfte  an,  so  hebt  das 
Drehnngsbestreben  der  einen  Kraft  das  der 
andern  Kraft  auf  und  der  Stab  befindet  sich 
demnach  im  Gleichgewicht,  wobei  sein  Stütz- 
punkt einen  Druck  erleidet,  welcher  gleich 
der  Summe  der  auf  ihn  wirkenden  Kräfte 
ist.    (Siehe  Erkl.  77.) 

Nach  den  früheren  Betrachtungen  können 
aber  auch  zwei  gleichgerichtete  Parallel- 
kräfte im  Gleichgewicht  sein,  ohne  gleiche 
Intensität  zu  besitzen.  Das  Drehungsbestre- 
ben einer  Kraft  hängt  somit  nicht  allein  von 
der  Grösse  der  Kraft  selber,  sondern  auch 

von  ihrer  Entfernung  ac  vom  Stütz-  oder 
Drehpunkt  ab,  und  zwar  wächst  das  Bestre- 
ben der  Kraft,  um  den  Punkt  c  eine  Drehung 
hervorzubringen,  nicht  nur  mit  der  Kraft 
allein,  sondern  ist  auch  um  so  grösser,  je 
weiter    entfernt    der   Angriffspunkt   a   der 

Kraft  P  vom  Stützpunkt  c  ist.  Beträgt  ac 
die  Längeneinheit  „Eins**  (etwa  1  m  oder 
1  cm),   so  ist  das  ^rehungsbestreben  der 

Kraft  P  =  1  P;  ist  oc  =  2  oder  3  oder  4 
oder  Z,  so  ist  das  Drehungsbestreben  der- 
selben Kraft  P  ^  2P  resp.  3P,  4P  oder 
l  P,  d.  h.  man  erhält  das  Drehungsbestreben 
einer  Kraft,  wenn  man  ihre  Intensistät  mul- 
tipliziert mit  ihrer  Entfernung  vom  Dreh- 
punkt. 

Demnach  ist  das  Drehungsbestreben  der 
Kraft  P  in  Fig.  69  -  P .  ac,  ^as  Drehungs- 
bestreben der  Kraft  Q  =  Q.bc.  Sind  beide 
Produkte  einander  gleich,  so  herrscht  Gleich- 
gewicht und  es  verbleibt  der  Körper  im  Zu- 
stande der  Ruhe  oder: 

Satz  11.  Zwei  Kräfte,  welche  einem 
Körper  eine  entgegengesetzte  Dre- 
hung zu  erteilen  streben,  halten  sich 
das  Gleichgewicht,  wenn  ihre  mecha- 
nischen oder  statischen  Momente 
einander  gleich  sind. 

Wirkt  in  d,  Figur  69,  noch  eine  dritte 
Kraft  Pp  so  muss,  für  den  Fall  des  Gleich- 
gewichts, nach  obiger  Betrachtung: 

F .ac  +  Vi.dc  —  Q.&c  sein. 

Wirken  im  allgemeinen  mehr  als  zwei 
Kräfte  in  entgegengesetztem  Drehnngssinn 
auf  einen  materiellen  Punkt,  so  ist  nach 
obigem  Satz  11  Gleichgewicht,  wenn  die  Ge- 
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Figur  70. 


samtwirkung  der  nach  der  einen  Drehrich- 
tung wirkenden  Kräfte  gleich  ist  der  Gesamt- 
wirkung  der  in  entgegengesetztem  Drehungs- 
sinn wirkenden  Kräfte,  oder  mit  Bezag  auf 
Figur  70: 

das  heisst: 

Satz  12.  Es  besteht  Oleichgewicht, 
wenn  die  statischen  Momente  der 
auf  der  einen  Seite  wirkenden  Kräfte 
zusammen  gleich  sind  den  statischen 
Momenten  der  entgegengesetzt  wir- 
kenden Kräfte,  oder  da: 

P.öc  +  Pi.Sc-l-Pj.dc  —  Q.  cf  —  Qi .  c^  ~ 

Qj.cÄ^  0 

so  kann  man  sagen: 

Ein  drehender  Körper  befindet 
sich  im  Gleichgewicht,  wenn  die 
Summe  der  Drehungsmomente  der 
auf  ihn  einwirkenden  Kräfte  =  0  ist 
(Siehe  Erkl.  83.) 


1 


Frage  30.  Welche  Beziehungen  bestehen 
für  den  Fall  des  Gleichgewichts  zwischen 
den  statischen  Momenten  von  Kräften,  welche 
schief  auf  die  Verbindungslinie  ihrer  An- 
griffspunkte wirken  und  nicht  parallel  laufen? 


Figur  71a. 


Antwort.  Sind  die  Richtungslinien  der 
Kräfte  P  und  Q,  Fig.  71  a  und  b,  welche  die 
Drehung  eines  Körpers  um  C  hervorzubringeD 
suchen,  nicht  parallel,  so  muss  für  den  Fall 
des  Gleichgewichts  auch  nicht  P  .  B  C  = 
Q .  ÄTC  sein,  denn  offenbar  ist  die  Wirkung 
jeder  der  Kräfte  P  und  Q  in  bezug  auf 
Drehung  um  den  Punkt  C  eine  andere,  je 
nachdem  sich  ihre  Kichtungslinien  ändern. 

Um  nun  einen  Ausdruck  fttr  den  Gleichge- 
wichtszustand auf  leicht  anschauliche  Weise 
zu  erhalten,  denke  man  sich  (siehe  Satz  5 
in  Antwort  auf  Frage  11)  den  Angriffspunkt 
der  Kraft  P  in  der  Hichtung  der  Kraft 
nach  b  verlegt  und  die  Punkte^  &BC  fest 
miteinander  verbunden,  wobei  bC  senkrecht 
zu  der  Kraftrichtung  von  P  steht  Ebenso 
denke  man  sich  den  Angriffspunkt  der  Kraft 
Q  nach  a  verlegt,  wobei  wieder  AaC  fest 
verbunden  gedacht  und  aC  senkrecht  zur 
Richtungslinie  der  Kraft  Q  steht.  Zerlegt 
man  ferner  jede  der  beiden  Kräfte  P  und  Q 
in  zwei  rechtwinklig  zueinander  wirkende 
Seitenkräfte,  von  denen  p  und  q  senkrecht 
auf  AB  wirken,  während  die  beiden  andern 
Komponenten  mit  Ä'B  gleichgerichtet  und 
offenbar  auf  eine  Drehung  um  den  Punkt  C 
ohne  allen  Eiufiuss  sind,  so  ergibt  sich,  dass 
von  der  Kraft  P  eigentlich  nur  die  Kompo- 
nente : 


lieber  statische  Momente. 
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1) p  —  P .  cos  « 

und  von  der  Kraft  Q  nnr  die  Eomponente : 

2) g  =  Q .  cos  ^ 

zar  Wirkung  kommt. 

Nach  der  Definition  in  Antw.  auf  Frage  28 
ist  das  Moment  der  Kraft  p: 

M  r:  p.CB 

oder  nach  obiger  Gleichung: 

5).    .    .    .    M  —  P .  cos  « .  CB 

und  das  Moment  der  Kraft  q  ist: 

M  =  g.ÄC 

oder  für  q  aus  Gleichung  2).  den  Wert  ein- 
gesetzt, ist: 
4).    .    .    .     M  -----  Q .  cos  /J .  ÄC 

Der  senkrechte  Abstand  der  Kraft  P  von 
der  Drehachse  ist  aber  =  Ob  und  der  senk- 
rechte Abstand  der  Kraft  Q  von  der  Dreh- 
achse =  Ca.  Es  lässt  sich  nun  leicht  nach- 
weisen, dass  die  beiden  Dreiecke  Bj^P  und 
C&B,  sowie  die  beiden  Dreiecke  Q^A  und 
AaG  einander  ähnlich  sind,  und  somit  a  —  a^ 
und  ß  =  /9^*i8t.    Es  ist  nun: 

Cb  ^  Cß . cos  «1 

und  __         

Ca  ^  '  AC.cos/5» 

und  somit  auch: 


5).    .    .    .     P.C6 
und 


P.CB.cosff 

6).    .    .    .    Q.Ca    -  Q.  CA.  cos/? 

Man  sieht  hieraus,  dass  es  gleichwertig 
ist,  das  Moment  der  Kraft  P  als  j? .  CB  oder 
als  P  .  C  6  zu  nehmen,  sowie  dass  es  gleich- 
wertig ist,  das  Moment  der  Kraft  Q  als 
g .  AC  oder  als  Q .  Ca  zu  nehmen,  dass  also 
der  Satz  11  in  Antwort  auf  Frage  29  auch 
für  Kräfte  gilt,  welche  nicht  senkrecht  zu 
ihrer  Angriffslinie  wirken. 


Frage  31.  Welche  Beziehungen  bestehen 
zwischen  zwei  nicht  parallelen  Kräften  und 
deren  Resultante,  und  wie  lässt  sich  der 
Angriffspunkt  der  letzteren  mit  Hilfe  der 
statischen  Momente  bestimmen? 

Erkl.  84.  Wenn  umgekehrt  die  statischen 
Momente  zweier  nicht  parallelen  Kräfte,  die 
in  einer  Ebene  liegen,  fQr  einen  und  denselben 
Punkt  dieser  Ebene  einander  gleich  sind ,  so 
liegt  dieser  Punkt  auch  in  der  RichtuDg  der 
Resultante. 


Antwort.  Wirken  auf  die  beiden  Punkte 
A  und  B,  Fig.  72  a  und  b,  eines  starren  Kör- 
pers die  beiden  Kräfte  P  und  Q,  welche  nicht 
parallel  laufen,  so  schneiden  sich  die  Rich- 
tungslinien bei  gehöriger  Verlängerung,  im 
Punkt  0,  welcher  mit  dem  starren  Körper 
in  starrer  Verbindung  zu  denken  ist,  und 
vereinigen  sich  nach  dem  Parallelogramm 
der  Kräfte  zu  einer  Mittelkraft,  welche  man 
sich  in  jedem  Punkt  ihrer  Richtung,  also 
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auch  in  C  wirkend  denken  kann  und  deren 
Intensität  sich  nach  dem  Satz  vom  Kräfte- 
parallelogramm leicht  berechnen  lässt.  Zieht 
man  nun  von  C  und  S  die  Lote  SM  und 
CA'  senkrecht  Äö  und  SN  und  ÜB'  senk- 
recht OB,  so  ist  wegen  der  Aehnlichkeit 
der  Dreiecke  MSP^  und  NSQii 


SQiiSPi  =  SN:SM 
oder,   da  SQi  --  P  und  SPt  =--  Q  ist,  so  ist 


da  aber 


P:Q  =3  SN:SM 


80  ist  auch: 


SN:SM  =  CB«:CAi 


oder: 
1).   . 


P:Q  =r:  CBiiCA» 


.     .    P.CA*  r^  Q.CBi 

Die  Lage  des  Angriffspunktes  C  der  Re- 
sultante wird  demnach  durch  die  Bedingung 
bestimmt,  dass  die  statischen  Momente 
der  beiden  Kräfte  in  bezug  anf  ihn 
gleich  sein  müssen.') 


>)  siebe  Brkl.  84. 


Frage  32.  Gilt  der  Satz  von  der  Gleich- 
heit der  Momente  auch  für  jede  andere  Ge- 
stalt der  Angriffslinie  resp.  des  Hebels  und 
für  alle  Richtungen  der  beiden  Kräfte? 

Figur  73. 


Antwort.  Der  Satz  von  der  Gleichheit 
gilt  auch  fttr  jede  andere  Gestalt  des  He- 
bels resp.  der  Angriffslinie  und  für  alle 
Richtungen  der  beiden  Kräfte.  Es  sei  ABC 
irgend  eine  krumme  Stange,  an  deren  Enden 
A  und  B  die^  beiden  Kräfte  P  und  Q  in  den 
Richtungen  AP  und  BQ  wirken,  siehe  Fig.  73. 

Zieht  man  von  dem  Unterstfltzungspnnkt  C 
auf  die  Richtungen  dieser  Kräfte  die  senk- 
rechten Linien  Ca  =  p  und  C6  =  g,  so 
muss  für  den  Fall  des  Gleichgewichts: 

Vp  =  Qg 

sein,  oder  die  Momente  der  beiden  Kräfte 
0     müssen  gleich  gross  sein. 
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Preisgekrönt  in  Frankfart  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

DieiM  Werk|  welchem  kein  Uuiliehes  cur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  sn  dem  biHlipen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig 
sten  and  praktischsten  Anfgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math«  Geographie ,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hochbanes,  des  konstruktiTon  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  zwar  in  TOlIstfindig 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  ErklSmngen  nebst  Angabe  nnd  Entwickelvng  der 
benntiten  Sfttze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösiing 
Jedermann  Yerst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ers^nzen  nnd  alsdann  anch  aUe 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbst&ndigen  Ej^i- 
I  teln  angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Anfgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösnng  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Anfgaben)  des  Studierenden 
^  aberlassen  bleiben,   und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fftr  den  Schnlnnterricht  benutzt 

werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTerseicli- 
I  nis,  Berichtlrnngen  nnd  erl&utemde  Erklftmngen  über  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

!  Das  Werk  behandelt  zun&chst   den  Hauptbestandteil   des  mathematisch-naturwissen- 

I  sehaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:    Bealschnien  L  nnd   II.  Ord.,   gleick- 

j  berechtigten  höheren  BOrgerschulen,  Privatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pr*- 

I  gymnasien,  Schallehrer -Seminaren,    Polytechniken,   Techniken,   Baagewerksclmlen, 

I  GewerlMSclinlen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 

Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  UniversitAten ,   Land-  nnd  Forstwissenschaltsscholen, 
Militirschulen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  fOr  das  Einjährig-Frei- 
willige- nnd  Offiaiers-Examen,  etc. 
j  Die  Schfiler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischoi  und 

naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
I  Sammlung  inunerwfthrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 

I  erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auflinden  der  Lösungen  der- 

{  jenigen  Anfgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prfifiingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  aach 

{  die  llberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  "V^ssenschaften  vorgefahrt. 

I  Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stiltae  fflr  den  Schul- 

I  Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 

!  Disdplinen  —  nun  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 

übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  SchOler  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eine  voU- 
/f  ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zn  lösen,  die  ge- 

habten Regeln,  Formeln,  Sfttze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.   Lost,  Liebe 
und  Terstftndnis  fOr  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  nnd  Fachgenossen  aller  Art,  MilitSrs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  AnlYMschung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  nnd  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  BerafM 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 
Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  nnd  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  nnd  mit  Angabe  der  Namen 
VQhmÜltL  —  Wflnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreifen,  nimmt  der  Yeifhsser, 
Dr.  Kleyer»  Frankftirt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  lö,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thnnlichst  berttcksichtigt 

stattgmrt  Die  Yerlagshandlung. 
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Frage  33.  In  welchen  Beziehungen  stehen 
die  statischen  Momente  zweier  Kräfte  ftlr 
den  Fall  des  Gleichgewichts,  wenn  deren 
Drehnngspnnkt  ganz  ausserhalb  des  Körpers 
liegt,  auf  den  dieselben  einwirken? 


0 


Antwort.  Man  kann  den  Satz  von  der 
Gleichheit  der  statischen  Momente  auch  auf 
den  Fall  ausdehnen,  dass  der  Drehungs- 
oder Stützpunkt  der  wirkenden  Kräfte  ganz 
ausserhalb  des  Körpers  zu  liegen  kommt, 
auf  den  die  Kräfte  wirken,  indem  man  sich 
eine  Gerade,  eine  sog.  Achse  denkt,  welche 
rechtwinklig  zu  der  Kräfteebene  steht  und 
von  den  Richtungslinien  der  einzelnen  Kräfte 
Lote  auf  diese  Achse  fällt.  Multipliziert 
man  dann  jede  Kraft  mit  ihrer  so  bestimm- 
ten Entfernung  oder  ihrem  Hebelarm,  d.  h. 
bestimmt  man  die  statischen  Momente  der 
Kräfte,  so  müssen  für  den  Fall  des  Gleich- 
gewichts die  Momente  der  in  entgegenge- 
setztem Drehungssinn  wirkenden  Kräfte  ein- 
ander gleich  sein,  d.  h.  in  Bezug  auf  Fig.  74 

mnss:  

P.Oc  =  Q.Od 
sein. 

Für  den  Fall,  dass  nicht  der  Hebelarm 
einer  Kraft,  sondern  die  Entfernung  des 
Angriffspunktes  derselben  von  der  Drehachse 
und  der  Winkel  bekannt  ist,  welchen  letztere 
Linie  mit  dem  Hebelarm  bildet,  erhält  man 
z.  B.  für  den  Hebelarm  OC  der  Kraft  P 
in  Figur  74: 

Ö~c  =  Öä .  cos  a 

Soll  irgend  eine  der  gegebenen  Kräfte, 
etwa  die  Kraft  Q  durch  eine  andere,  in  f 
angreifende  Kraft  X  ersetzt  werden,  welche 
die  nämliche  Wirkung  wie  die  Kraft  P  her- 
vorbringt, so  wird  in  f  eine  kleinere  Kraft 
als  Q  genügen,  und  zwar  wird  dieselbe  um 
so  kleiner  sein,  je  grösser  die  Entfernung 
0/*  im  Verhältnis  zu  der  Entfernung  von  Öd 
ist,  denn  es  muss: 


oder: 


sein,  d.  h. : 


X.Of  =  q.öd 


Q.Od 
Of 


Man  findet  die  gesuchte  Kraft, 
welche  gleiche  Wirkung  wie  die  ge- 
gebene Kraft  hervorbringt,  wenn 
man  das  statische  Moment  der  gege- 
benen Kraft  durch  den  Hebelarm  der 
gesuchten  Kraft  dividiert. 


Klimpert,  Statik. 


t 
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b.  lieber  die  statischen  Momente  Ton  Kräften ,  welche  in  ein  nnd  der- 
selben Ebene  nach  einer  Seite  der  Angriffslinie  wirken. 

Frage  34.   Welche  Beziehangen  bestehen 
zwischen  dem  statischen  Moment  der  Besnl- 
tante  von  zwei  oder  mehreren  nach  der- 
selben Seite  der  Angriffslinie  gerichteten  Antwort.  Für  zwei  oder  mehrere  nacL 
Kräften  und  den  statischen  Momenten  der  derselben  Seite  gerichtete   Kräfte 
Komponenten?  einer  Ebene  ist  das  statische  Moment 

der  Resaltante   in  Bezug   auf   einen 

Erkl.  8Ö.    Es  ist  2  das  griechische  Sigma  beliebigen  Drehungspunkt  der  Kräfte- 

oder  dasselbe,  was  der  Buchstabe  8  im  Deut-  ebene  gleich  der  algebraischen  Summe 

sehen  ist,  und  deutet  an,  dass  die  einzelnen  der  statischen  Momente  der  Seitec- 

Produkte  P^  Z^  . . .  Vnln  mit  Berücksichtigung  kräfte. 

ihrer  +  oder  — Vorzeichen  zu  einer  algebra-       Sind  P^,  Pj,  Ps P«  Kräfte  mit  ver- 

ischen  Summe  zusammensefasst  werden  sollen,  schiedenen  Angriffspunkten  a.,  a-,  a,  . .  .n. 

Diese  Bezeichnung  mit  2  ist  in  der  Mechanik  i^g^w.  ihre  Hebelarme  vom  nämUchen  Dreh- 

sehr  häufig.  ungspunkt  0  ausgehend  Z, ,  ?,,  ?, . . .  /«,  K 

«.  ^,  «^    ^.     ,    .     .    V    «  ^       ^  die   Resultante   und   L   ihr   Hebelarm,   so 

&kl.  86.   Die  algebraische  Summe  der  sta-  j     ^  ^  ^^         ^^^^  i^  Zeichen: 
tischen  Momente    der  Komponenten  »t  eine 

virkliche  Summe,  sobald  alle  Eiftfte  auf  der-  RL  ~  Pi^  -t-Pj'j  +  Pi'i  •  •  •  Pnl« 

selbM»  Seite  des  Drehungspunktes  UeRen;  sie  o^er  es  ist  RL  gleich  der  Samme  aller  ein- 
ist aber  eine  Differenz    nämlich  die  DiiTerenz       ,        pj      ^^  schreibt: 
zwischen   der  Summe  der  statischen  Momente                                          v  ro  7\  i\ 
der  Kräfte,  die  in  Uhrzeigerrichtung  drehend                          RL  =  ^(PQ   ) 
wirken,  und  der  Summe  der  statischen  Momente       Dieser  Lehrsatz  heisst  das  Gesetz  der 

der  Kräfte,  die  in  entgegengesetztem  Drehungs-  statischen  Momente, 
sinne  wirken,  sobald  die  Kräfte  auf  Terschie-       t.,      ,  a      r*      ^     a       ^  ^-    ^      ^t» 

denen  Seiten  des  Drehungspunktes  wirken.  Man  kann  das  Gesetz  der  stoüschen  Mo- 

mente für  folgende  Fälle  beweisen: 

A.  Ftlr  Kräfte  mit  ein  und  demselben  Angriffspunkt: 

a)  wenn  der  Drehungspunkt  ausserhalb, 

b)  „       „  „  innerhalb   der  Richtungen  der 
beiden  Kräfte  angenommen  wird. 

B.  Für  Kräfte   mit   verschiedenen   Angriffspunkten: 

a)  wenn  der  Drehungspunkt  ausserhalb  der  Richtungen  der 

Kräfte  liegt, 

b)  „        „  „  zwischen    den    Angriffspunkten 

der  Kräfte  liegt  und  zwar: 

a)  zwischen  der  grösseren  Kraft  und  der  Resultante. 

ß)        „  r     kleineren    „        «        ^  r 

Dass  das  Gesetz  der  statischen  Momente 
für  alle  diese  Fälle  Giltigkeit  hat,  ergibt 
sich  aus  folgenden  Beweisen: 

\.  1.  Beweis   des  Gesetzes   der   statischen 

i  Momente:  für  2  Kräfte  mit  demselben  An- 

griffspunkt, deren  Drehungspunkt  ausserhalb 
der  Richtungen  der  beiden  Kräfte  liegt. 

Es  seien  P  und  Q,  Figur  75,  die  gege- 
benen Kräfte,  p  und  q  ihre  Hebelarme,  JR 
die  Resultante  der  Kräfte  P  und  Q  und  r 
deren  Hebelarm,  a  der  Drehungspunkt. 


I 


>)  Siehe  Erkl.  85. 
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Figur  75. 


Erkl.  87.    !l  gr  ist  das  Zeichen  fQr  Paralle- 
logramm. 


ErkL  88.  Ein  Lehrsatz  der  Planimetrie  lautet: 

„Parallelogramme  von  gleicher  Grundlinie 
und  Höhe  sind  gleichüftchig.'' 


Zu  beweisen  ist  nun: 

Rr  =  Pp+qq 

Nach  Erkl.  88  ist : 

Rr  =  dem  Fl&cheninnalt  des  \\gradef^) 
Vp  =    gr  abod  und 
Qg  =     gr  ad^cm 

somit  ist  zu  beweisen,  dass 

\gradef=   \gr  abod -\- \gr  adem  ist 

Es  ist  nun: 

\gT  abod  =    gr  aghd  ') 
und 

\\gt  adcm  =   \gr  adni  ') 

folglich 

abod -{-  adcm  =  aghd '\-  adni 

oder,  da 

aghd  =  ifen  ist, 
so  ist: 

abod-\-  adem  =  ifen  ^  adni 
oder:  -— ^.-»i— - 

abod'\-adem  ^=       adef 
oder: 

Pp  +  Q^       =  ^r 

2.  Beweis  des  Gesetzes  der  statischen 
Momente:  fQr  2  Kräfte  mit  demselben  An- 
griffspunkt, deren  Drehungspunkt  a  inner- 
halb der  beiden  Kraftlinien  angenommen 
wird,  und  deren  Momente  somit  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  haben. 

Es  seien  P,  Q  and  R  wieder  die  gege- 
benen Komponenten  nebst  ihrer  Resultante, 
and  p,  q  and  r  die  bezüglichen  Hebelarme, 
vom  Drehpunkt  a  aus,  dann  ist  zu  beweisen, 

dass : 

-Rr  =  Vp  +  {-qq) 
oder  dass 

Qg  =  Pi)-f  Rr 

oder  nach  Erkl.  88,  dass 

\gT  abcd  =  \gr  aefb^i  gr  ab gh 

Nun  ist: 

aefb  =  aikb  ') 

abgh  =  ablm  ') 


und 


Erkl.  89.  Liegt  der  Drehungspunkt  in  der 
Richtung  der  Resultante  zweier  Komponenten, 
dann  sind  die  statischen  Momente  der  letzteren 
einander  gleich  (siehe  Antwort  auf  Frage  31), 
folglich  die  Hebelarme  den  Kräften  umgekehrt 
proportional  und  der  Hebelarm  von  n  =  0, 
also  auch  Rr  =  0. 


oder: 

oder,  da 

so  ist: 
oder: 


aefb -{-abgh  =  aikb -{-ablm 

aefb '{'abgh  =       iklm 

\gT  iklm  =  \igr  abcd 

aefg-\-abgh  =  abcd 
Pp  +  Rr  =  Qg 


3.  Beweis   des  Gesetzes   der   statischen 
Momente :  für  Kräfte  mit  verschiedenen  An- 


1)  Siehe  Erkl.  87. 
*)  Siehe  Erkl.  88. 
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Figur  77. 


Erkl.  90.  Man  kann  das  Gesetz  der  statisch eu 
Momente  benutzen,  um  die  Resultante  mehrerer 
gleichgerichteten  Parallelkräfte  durch  Rechnung 
ihrer  Lage  nach  zu  bestimmen.  Hat  man  näm- 
lich eine  mit  mehreren  Gewichten  P,,  P,,  P3 
beschwerte  Stange  a^ ,  aj ,  a^,  so  nehme  man 
in  dieser  Linie  irgendwo  willkürlich  einen  Punkt 
0  und  setze  die  bekannten  Entfernungen  der 
Angriffspunkte  a^,  a,,  o,  dieser  Kräfte  von 
jenem  Punkte  0  =  Zj,  Zj.  ^3  (siehe  Figur  78) 
u«  s.  w.  Ist  dann  x  der  Hebelarm  der  Resul- 
tante =  OC  die  gesuchte  Entfernung  des 
Drehungspunktes  0  von  denjenigen  Punkt  c, 
in  welchem  die  Stange  unterstatzt  werden 
muss,  wenn  dieselbe  unter  der  Wirkung  aller 
dieser  Kräfte  P^,  P2)  P3  . .  .  im  Gleichgewicht 
bleiben  soll,  so  hat  man  aus  nebenstehender 
Gleichung  4).,  wenn  man  für  R,  den  Wert  P^, 
Pj,  P, . . .  schreibt: 

-  _.  T    ^__  Pi *t  -r^2h~r  M ^3 

oder:  '~       P.+^.  +  Ps 

aj(P,+P3  +  P3)-Pi?t-P,22-P,2,  =  0 

so  dass  also  auch  hier  für  den  Fall  des  Gleich- 
gewichts die  Summe  aller  Momente  =  0  sein 
muss,  wenn  man  die  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  wirkenden  Kräfte  einander  ent- 
gegengesetzt nimmt. 

Figur  78. 


Ä 


griffspunkten,  deren  Drehangspunkt  ausser- 
halb der  Richtungen  der  Kräfte  liegt. 

Man  denke  sich  durch  den  Drehungspunkt 
0  in  Figur  77  ein  Lot  zu  den  Richtungen 
der  Kräfte  P^ ,  P» gelegt  und  die  An- 
griffspunkte der  Kräfte  nach  den  Dnrch- 
schnittspunkten  a^,  02 . . .  mit  demselben  ver- 
legt. Die  Abstände  der  Kräfte  vom  Dreh- 
ungspunkt 0  seien  l^,  l^ 

Ist  nun  R^  die  Resultante  von  P^  und  P,, 
und  &|  ihr  Angriffspunkt,  L^  ihr  Abstand 
von  0,  80  ist  (nach  Gleichung  1).  in  Ant- 
wort auf  Frage  19): 

1) R,  =  P,  +  P2 

ferner  ist:      

oder:  

nach  Antw.  auf  Frage  21  ist  aber: 


oder: 
oder: 
also: 

oder: 

2).    . 


a|6| :  aittj  =  P2 :  R| 
ajöTj  .Pj 


a^b^  = 


Rt 


<^A 


Li  =  2i  + 


Li  =  ^  + 


0(02  .  P2 

"prfpT 

P,(^2-U 


P1+P2 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  1).  und 
2).  miteinander,  so  erhält  man: 

RlL.   -?.(Pi  +  P2)  +  P2P2«.) 


oder: 


RiLi  =   Pl7l+P2^l  +  P2^2-P2«, 

RiLt  =  VJi  -\-  PjZ, 


0 


a 


d>£ 


a3 


^p. 


CI4 


C 


^P. 


^P 


oder: 

3).    . 

womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Setzt  man  nun  R^  mit  einer  etwa  vorhan- 
denen dritten  Kraft  P,  zusammen,  so  erhält 
man,  wenn  Rg  die  Resultante  beider  Kräfte. 
L,  ihr  Hebelarm  ist,  auf  dieselbe  Weise 
wie  oben: 

RjLj  =  R,Li  +  P3Z8 

also  nach  Gleichung  3).: 

4).   .   .    .    R,Lj  =  TJi  +  P1Z2  +  Pj^s 

In  derselben  Weise  kann  man  noch  wei- 
tere Kräfte  in  Rechnung  bringen. 

4.  Beweis  des  Gesetzes  der  statisches 
Momente:  für  Kräfte  mit  verschiedenen  An- 
griffspunkten, wenn  der  Drehungspunkt  zwi- 
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Figur   79  . 


ai     0      bi 

— e — 


sehen  dem  Angriffspunkt  der  grösseren  Kraft 
und  dem  der  Resultante  liegt. 

Es  seien  zunächst  die  beiden  Kräfte  P^ 
und  ?£  angreifend  in  ai  und  03  vorhanden, 
R^  sei  die  Resultante  mit  dem  Angriffs- 
punkt bi^  dann  ist  nach  Antw.  auf  Frage  19: 


5).    .    . 
und 

6).    ,    . 

oder,  da 


.    .Ri  =  P1+P2 
Li  =  O61  =  Oaj  — -  fei«. 


und 


oder: 


oder,  da 


^1^2  :  öia2  =  Pi  :  Ri    (nach  Antw.  auf 

Frage  21) 


^«2 


ttja, .  Pi 


a^Oj  =  Oa,  -|-  Oa2 


Erkl.  91.  Sind  mehr  als  zwei  Kr&fte  vor- 
handen, etwa  P|,  P,,  P3 . . .  Pn  auf  der  einen 
Seite  des  Drehungsponktes  in  den  Abständen 
It)  ^2,  ^3 . . .  In,  femer  Q^,  Q,,  Q, . . .  Qn  auf  der 
andern  Seite  in  den  Abständen  1,,  Zj,  X^..,ln, 
so  kann  man  die  Summe  der  statischen  Momente 
auf  der  einen  Seite  des  Drehungspunktes: 

^i  'i  + 1^2  ^2  "I"  •  •  •  ^w  ^  =  ^t  1^1 
und  ebenso: 

QiAi  +  Q2^2  +  -.-Q«>t«  =  R2L2 
setzen. 

Ist  nun  R  die  Resultierende  aller  Kräfte  im 
Abstand  L  vom  Drehungspunkt,  so  ist: 

R  L  =  R|  L|  —  Rj  Lj2 

folglich : 

RL  =  Pj  ^4  -4-  Pjlj +  p„;«  — 

(Qi^i  +  Q2^2  +  ..-Q«^) 

Hierbei  ist  stets  die  kleinere  Summe  von  der 
grösseren  zu  subtrahieren,  damit  RL  positiv 
wird. 

Aus  obiger  Gieicbimg  folgt  endlich  fdr: 

^  ^  Pi?l+P2?2..+Pngn-(Qt;tt+Q2^2»»  +  Q«^n) 

P[-+-P2...  +  P»  +  Qi  +  Q2  +  -..Q« 

Die  Strecke  L  ist  von  dem  Drehungspunkt  0 
aus  stets  nach  der  Seite  der  grösseren  Moment- 
summe  abzutragen. 


d.  h 

:     aiOj  -     Zi   +  ^2 

so  ist: 

f^  _  PiPi  +  M 

oder: 

l  a          ^'  P^  +  '^^ 
^^"^  "      Pi  +  l\ 

und  diese  Werte  in  6).  gibt: 

7).   .  . 

r                ;               Pl  Gl  +  h) 

Multipliziert  man  Gleichung  5).  mit  7)., 

so  erhält  man: 

• 

RlLi=?2(Pi+P2)-Pl(?.+/2) 

oder: 

n,h,-V,l,  +  T,U-FJ,-VJ, 

oder: 

8).   .    . 

R,L,  =  V^h-TJ, 

Da  Pi  .  ai&i  =  P2  .  b^Qj  (nach  Antw.  auf  Frage  22) 
SO  ist:  

Pi .  0  ai  kleiner  als  P, .  Ö  a. 


d.  h.: 


P,^  ist  grösser  als  PJ^ 


Es  ist  demnach  zur  Bestimmung  des  sta- 
tischen Moments  der  Resultante  das  kleinere 
statische  Moment  vom  grösseren  abzuziehen 
und  Ri  liegt  von  0  aus  auf  der  Seite  des 
grösseren  Moments. 

Femer  ist  nach^^Gleichung  8).: 

_  i  2  "2  '^~'  ''11 

9).     .     .    .     Li  =      P^  +  P,   " 

und  Li  liegt  von  0  aus  nach  P,  hin ,  d.  h. 
nach  der  Seite  des  grösseren  Moments. 

5.  Beweis  des  Gesetzes  der  statischen 
Momente:  für  Kräfte  mit  verschiedenen  An- 
griffspunkten, wenn  der  Drehungspunkt  zwi- 
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Figur  80. 


ai        ^}^         0 

' e- 


a 


p; 


sehen  dem  Angriffspankt  der  kleineren  Krait 
und  dem  der  Resultante  liegt. 

In  Figur  80  ist: 
10).     .    .    .  Rj  =  1\  +  P2 

_  L.  =  Ob, 

oder: 

oder: 


T, 


L,  =     ?i  —  afii 
oder  da  nach  Antwort  auf  Frage  21: 

fll&l  :  Ol «2  =  ^2  -1^1 


^Ri 


und  also 

oder: 

so  ist: 
11).    .    . 


ai&,  = 


__     Pj.a^aj 


R 


U  -  ?,  - 


P,  (?,  +  k) 


Erkl.  92.  Ist  der  Drehungspunkt  0  der  An- 
griffspunkt der  Resultierenden  selbst,  so  ist 
das  statische  Moment  derselben  in  Bezug  auf 
0  =  0,  weil  L  =  0,  folglich  die  Summe  der 
statischen  Momente  der  Kräfte  auf  der  einen 
Seite  des  Drehungspunktes  (oder  des  Angriffs- 
punktes der  Resultante)  gleich  der  Summe  der 
statischen  Momente  der  Kräfte  auf  der  andern 
Seite. 


Erkl.  93.  Ist  die  Summe  der  statischen 
Momente  der  Kräfte  auf  der  einen  Seite  des 
Drehungspunkts  gleich  der  Summe  der  stati- 
schen Momente  der  Kräfte  auf  der  andern  Seite, 
so  fällt  der  Angriffspunkt  der  Resultante  mit 
dem  Drehungspunkt  zusammen.  Ist  0  in  die- 
sem Falle  ein  fester  Punkt,  so  wird  die  Wir- 
kung der  in  0  angreifenden  Resultante  aufge- 
hoben und  der  Körper,  auf  welchen  die  Kräfte 
wirken,  ist  somit  in  Ruhe. 


Erkl.  94.  Wenn  die  eine  Seitenkraft  im 
Drehungspunkt  selbst  angreift,  so  ist  das  sta- 
tische Moment  der  andern  Seitenkraft  gleich 
dem  statischen  Moment  der  Resultante  beider 
Kräfte.  Greift  z.  B.  die  Kraft  1\  in  0  an,  so 
ist  2,  =  0  und  demnach  auch  P^  l,  =  0,  folg- 
lich RL  =  Pj^,-  ^&i*e  der  Punkt  0  ein  fester 
Punkt,  so  wQrde  in  diesem  Falle  die  Kraft  P^ 
aufgehoben,  die  Kraft  Pj  brächte  dann  allein 
dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Resultante 
und  man  könnte  also  R  in  der  Entfernung  L 
vom  Drehungspunkt  0  ersetzen  durch  die  Kraft 
P}  in  der  Entfernung  Z,. 


Pl  +  Po 
Gleichung  10).  und  11).  multipliziert,  gib:: 

RjL,  ==(Pi+P,)^-P,p,+7,) 
oder: 

R^Li=P,?i-fP,^-Pj^  — PJ, 
oder: 
12).  .  .  R^Li  =:PJi  —VJt 

Da:  Pi .  a^fe,  =  P,  .  äi^j 

so  ist  jedenfalls  auch  P^Z^  >  V^l^^ 

Es  wird  also  auch  in  diesem  Falle,  aL^o 
stets,  das  kleinere  vom  grösseren  Momeo: 
subtrahiert  und  R|  liegt  von  0  aus  nach 
der  Seite  des  grösseren  Moments. 

Aus  Gleichung  12).  folgt: 


13). 


L.  =  ^^^' 


F,l, 


Pi  +  P2 

und  Li  liegt  nach  der  Seite  des  grösseren 
Moments  hin. 

Soll  also  bei  gegebener  Lage  von  0  aof 
a^  a,  der  Angriffspunkt  b^  der  ResultiereB- 
den  R^  bestimmt  werden,  so  berechne  man 
nach  Gleichung  9).  oder  13).  L^  und  trage 
diese  Strecke  von  0  aus  stets  nach  der 
Seite  des  grösseren  Moments  hin  auf  a,,  a,  ab. 
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e.   lieber  die  statischen  Momente  Ton  Kräften,  welche  in  ein  und  der- 
selben Ebene  nach  entgegengesetzten  Seiten  der  Angriffs- 
linie wirken. 

Frage  35     Welche  Lage  kann  der  Dreh- 
ongspnnkt  in  Bezug  zu  den  Angriffspunkten       Antwort.    Der  Drehungspnnkt  kann  ganz 
zweier  Seitenkräfte  und   deren  Resultante  ausserhalb   der   Richtungen  sowohl  rechts 
einnehmen?  als  links  von  den  Angriffspunkten  der  ge- 

nannten Kräfte  liegen,  oder  aber  er  liegt 
zwischen  der  Resultante  und  der  grösseren 
der  gegebenen  Komponenten  oder  endlich 
zwischen  beiden  Komponenten. 


Frage  36.  Welche  Beziehungen  bestehen 
zwischen  dem  statischen  Moment  der  Resul- 
tante von  zwei  nach  entgegengesetzten  Seiten 
der  Angriffslinie  wirkenden  Kräften  und  den 
statischen  Momenten  der  letzteren? 


Figur  81. 


A^2 


0 


a 


\ 


a. 


*Px 


Antwort.  Liegt  der  Drehungspunkt 
ausserhalb  der  beiden  Kräfte,  so  ist 
das  statische  Moment  der  Resultie- 
renden gleich  der  Differenz  der  sta- 
tischen Momente  der  Komponenten; 
liegt  der  Drehungspunkt  dagegen 
zwischen  den  beiden  Komponenten, 
so  ist  das  Moment  der  Resultieren- 
den gleich  der  Summe  der  Momente 
der  Komponenten. 

1.  Beweis:  Der  Drehungspunkt  0  liegt 
auf  der  Verlängerung  von  a^,  o,  über  a^  und 
b  hinaus,  Figur  81,  und  P^  sei  grösser  als 
Pj.  Bezeichnet  man  den  Abstand  der  Re- 
sultante von  0  mit  L,  sowie  die  Abstände 
der  Kräfte  P^  und  P,  mit  ^  resp.  ^2»  so  ist 
nach  Antwort  auf  Frage  24: 

1).       ...        R    :~^    Pj  Po 

Ferner  ist: 

L  -^  0  5 
oder:  t         rT"        j. 

oder,  da 

und  O"'  ^  '■ 

oder: 
oder: 


hüi :  a^a2  =  P> :  R 

&ä, :  U  —  Z|  ----  P2  :  Pi  —  P 

ist, 


(nach  Antwort  auf 
Frage  25) 


SO  ist: 

2).    . 


—    _    P,(2,-/i) 


L  =  Zi  —  - 


P2P2-M 


Pi  -  P, 

Multipliziert  man  nun  die  beiden  Gleich. 
1).  und  2).  miteinander,  so  erhält  man: 

oder:       RL-'i(P.-P2)-P2P2-M 
oder:       ^^  ^  Pi'i-P2^i-P2?2+P2?i 
3).    .    .    RL^  ^xh  —  ^zh 
was  zu  beweisen  war. 
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R 


\ 


i 


K 


Figur  82. 


0     a. 


k 


Figur  83. 


ät    0 


♦p. 


.p. 


a 


a 


4). 


Hieraas  folgt  für: 

.      .      •        Xi  r= 


Da  R  und  L  positive  Grössen  sind,  so  muss 
PiZi  grösser  als  F^l^  sein. 

Man  kann  aus  der  Lage  nnd  Grösse  der 
Kräfte  Pj  und  Pj  leicht  die  Lage  des  An- 
griffspunktes b  der  Resultante  finden  und 
trägt  das  so  ermittelte  L  [siehe  Gleich.  4).] 
von  O^aus  nach  der  grösseren  Kraft  P^  hin 
auf  Oai  ab. 

2.  Beweis:  Der  Drehungspunkt  O  liege 
auf  der  verlängerten  Angriffslinie  zwischen 
Ol  und  h,  siehe  Figur  82,  es  ist: 

5).     .     .     •      ü  =~=  X| 

ferner  ist: 

L  ='Ö~& 
oder:  

L  =  «i6  —  a,0 
oder,  da  nach  Antwort  auf  Frage  25: 


P,     (■ieh«  Antwort  wMi 
Frage  2-1) 


oder: 
oder: 


a,6:  Oja,  =  Pj  :R 


«i&:P2-?i)  =  P2:Pi-P2 
«T5  ^  ^^^^^  ist 


und  für  a|0  —  ?i  gesetzt  werden  kann,  so  ist 
L  ^    P2(?2-?i) 


6). 


-^ 


Pt-P2 

Multipliziert  man  Gleichung  5).  und  6) 
so  erhält  man: 

RL3.p,(7,-^7,)-/,(P,-P,) 
oder: 

RL^PjZ,— Pj^i-Pt^i+Pj/, 
oder: 
7).   .    .    RL 

und  hieraus: 


Pj'j 


pji 


8). 


P?  ^2  Pt  M 


P1-P2 

In  diesem  Falle  liegt  L  von  O  aus  nicht 
nach  Pi  hin,  sondern  nach  der  entgegen- 
gesetzten Seite,  es  hat  aber  auch  die  grössere 
Kraft  Pi  das  kleinere  Moment. 

3.  Beweis :  Liegt  0  zwischen  a^  und  a^ 
so  ist,  siehe  Figur  83: 

R  ^  Pi  -  P2 
femer  ist: 

oder: 


L  =:  0& 


oder,  da 


L  ==  Oa,  +  a^h 


und      a^h  :  aj^,  =  Pj :  R 


Ueber  statische  Momente. 


105 


Figur  84. 


ai 


R 


a 


0 


'*p. 


d.  h.: 
also: 


a,6:It  +  Z,  =  P,:P,-Pi 

*  1  —  *^2 


dies  mit  dem  Wert  für  R  multipliziert,  gibt: 

oder: 

9).    .    .    RL=  Pj^  +  Pj/j 

und  daraus: 

10).    .    .    L=^4^+^ 


P1-P2 

Die  Strecke  L  liegt  von  0  aus  nach  der 
grösseren  Kraft  P^  hin. 

4.  Beweis :  Liegt  0  auf  der  Verlängerung 
von  a[a2  über  a,  hinaus,  Figur  84,  so  ist: 

R  =  P.-P, 
femer  ist: 

oder: 
oder,  da 

und 
oder: 

oder: 


L  =  0& 

L  =  O  a,  +  ^J> 

a^h:  aiO^  =  P2  :  R 


80  ist: 


a,&:^  — Z,  =  Pj:P,-^P2 

P2A-  ^) 
P,~P7" 

P,  (U  -  h) 


a,6  - 


L-Zt  + 


P.-P, 

dies  mit  dem  Wert  für  R  multipliziert,  gibt: 

RL-/,(P,-P,)  +  P2(^-/2) 
oder: 

11).   .  .    RL  =r=  P^/,  —  P2/2 

und 

p.i.-p,?, 


12).    ...  L  —      p        p 

Die  Strecke  L  liegt  von  0  aus  nach  der 
grösseren  Kraft  P^  hin,  welche  dieses  Mal 
wieder  das  grössere  Moment  hat. 


Frage  37.  Welcher  Satz  lässt  sich  aus 
den  obigen  Beweisen  über  die  Lage  des 
Angriffspunktes  der  Resultante  aufstellen? 

Erkl.  95.  Aus  nebenstehendem  Satz  ergeben 
sich  nachstehende  Folgerungen: 

1).  Greift  die  Resultante  im  Drehpunkt  an, 
dann  ist  L  =  0,  also  auch  RL  =  0,  d.  h. 
P,  l^  ==  Pj  I2,  d.  h.  die  statischen  Momente  der 
beiden  Kräfte  P^  und  Pj  sind  einander  gleich. 

2).  Der  Angriffspunkt  der  Resultante  fällt 
mit  dem  Drehungspunkt  zusammen,  wenn  letz- 


Antwort.  Zur  Bestimmung  der  Lage 
des  Angriffspunktes  der  Resultante 
dividiert  man,  für  den  Fall,  dass  der 
Drehungspunkt  ausserhalb  der  An- 
griffspunkte der  beiden  Komponen- 
ten liegt,  die  Differenz  der  Momente 
der  Kräfte  durch  die  Differenz  der 
Kräfte  [siehe  die  obigen  Gleichungen  4)., 
8).  und  12)  ]  und  trägt  die  so  erhaltene 
Strecke  L  vom  Drehpunkt  aus  nach 
der  grösseren  Kraft  hin  oder  nach 
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terer  ausserhalb  der  Kräfte  liegt  und  die  stati-  der  entgegengesetzten  Seite  auf  der 

sehen  Momente  der  Kräfte  einander  gleich  sind.  t>;«i,*„„„  „^      i u     .  x.j 

Ist  nämlich  in  obigen  Gleichungen  3).  und  7).  ^}'^^^'^^%  von  a^,  a^  ab  je  nachden 
Pi^i  =  ^2^2»  80  ist  RL  =  0,  da  aber  R  grösser  \\^  grössere  Kraft  auch  das  grössere 
als  0,  so  ist  L  =  0,  d.  h.  0  AUt  mit  h  zu-  Moment  hat  oder  nicht.  Liegt  de: 
sammen.  Drehpunkt  zwischen  den  Angriffs- 
Ist  in  Gleichung  9).  Y^\  =  '2^1^^  so  ist  punkten  der  beiden  Komponenten. 
RL  =  2Pili,  alsoRL  grösser  als  0  und  auch  so  dividiert  man  die  Summe  der  Mo- 
L  grösser  als  0.  mente  der  Kräfte  durch  die  Differenz 

T>    •  ♦     Ä        T»         A  trägt  die  so  erhaltene  Strecke  L  vob 

V  "'^  ^'^^^^^  V    ?.^„uni,  icf  -  .V,  Drehpunkt  aus  stets  nach  der  grösse- 

k-^? ^ Z2j^  folglich  ist  auch  ^^^  j^^,^^^  j^.j^  ^^^ 


Pj^i  grösser  '^.^l^ 

3).  Greift  eine  der  beiden  gegebenen  Kräfte 
im  Drehungspunkt  an,  so  ist  das  statische  Mo- 
ment der  Resultante  =  dem  statischen  Moment 
der  andern  Kraft.  (Man  braucht  nur  in  Glei- 
chung 3).,  7).,  9).  oder  11).  fttr  \  oder  Zj  =  0 
einzusetzen.) 

4).  Ist  der  Drehungspunkt  fest,  so  lässt  sich 
eine  darauf  wirkende  Kraft  ersetzen  durch  eine 
in  der  Kraftebene  auf  der  entgegengesetzten 
Seite  des  Punktes  und  nach  entgegengesetzter 
Richtung  wirkende  Kraft,  sobald  das  statische 
Moment  unverändert  bleibt.  Dabei  ist  es  gleich- 
giltig,  ob  die  sich  gegenseitig  ersetzenden  Kräfte 
parallel  laufen  oder  eine  beliebige  Lage  in  der 
Kräfteebene  haben,  wenn  nur  ihre  statischen 
Momente  in  Bezug  auf  den  festen  Punkt  gleich 
sind  und  beide  das  nämliche  Drehungsbestreben 
haben  (siehe  Antwort  auf  Frage  30  und  31). 


Frage  38.   Welche  Beziehungen  bestehen 
zwischen  dem  statischen  Moment  der  Resul- 
tante von  mehr  als  zwei  nach  entgegenge-        .    ,        ,     __..  ,  ,       ,  .  ,-    r 
setzten  Seiten  der  Angriffslinie  wirkenden       Antwort.    Wirken  mehr  als  zwei  Kräfte 
Kräften  und  den  statischen  Momenten  der  ?.*?*^  entgegengesetzten  Seiten  der  Angnffs- 
letzteren?                                                          \^Xi\^^  so  suche  man  (nach  Antwort  auf  Frage 

34)  die  algebraische  Summe  der  statischen 
Momente  der  Kräfte  auf  jeder  Seite  und  er- 
setze dieselben  durch  das  statische  Momen: 
ihrer  Resultante,  wodurch  man  auf  eineD 
der  vier  Fälle  (siehe  Antwort  auf  Frage  36; 
geführt  wird.  Je  nach  der  Lage  des  Dreh- 
ungspunktes  zu  den  Angriffspunkten  der  bei- 
den Resultanten  wird  dann  die  Summe  oder 
Differenz  der  statischen  Momente  beider 
Resultanten  gleich  sein  dem  statischen  Mo- 
ment der  Resultante  aller  Kräfte,  oder  für 
den  Fall,  dass  die  beiden  Resultanten  ein- 
ander gleich  werden,  bilden  dieselben  eis 
Kräftepaar  (siehe  nächsten  Abschnitt). 

In  analoger  Weise  bestimmt  man  den 
Hebelarm  L  der  Resultante  (siehe  die  fol- 
genden Aufgaben). 


Ueber  die  statischen  Momente  von  Kräften  in  verschiedenen  Ebenen. 
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d.  Ueber  die  statischen  Momente  von  Kräften  in  verschiedenen 

Ebenen. 


Frage 

statischen 
Form? 


39.    Welches  ist  der  Begriff  des 
Moments  in  seiner  allgemeinsten 


Figur  Ö5. 


Antwort.  In  Figur  85  sei  a  ein  mate- 
rieller Punkt  und  P  eine  von  den  Kräften, 
die  auf  denselben  wirken.  Die  gegebene 
feste  Gerade  ÖOi  ist  die  Drehungsachse. 
Wenn  man  die  Kraft  P  in  drei  rechtwinklig 
zueinander  gerichtete  Seitenkräfte  zerlegen 
will,  so,  dass  deren  Beziehungen  zu  jener 
Achse  in  ihrer  einfachsten  Gestalt  hervor- 
treten, so  bieten  sich  hierzu  folgende  drei 
Richtungen  dar._ 

Die  Richtung  äz  der  einen  Seitenkraft  sei 
parallel  ^er  Achse  OÖi,  die  Richtung  der 
zweiten  ay  sei  senkrecht  zur  Achse  00^  und 
die  Richtung  der  dritten  äx  sei  rechtwinklig 
zu  den  beiden  vorigen  gerichtet.  Sind  a, 
ß  und  y  die  resp.  Winkel,  welche  die  Kraft 
P  mit  diesen  drei  Richtungen  einschliesst, 
so  sind  P .  cos  7,  P  .  cos  ß  und  P .  cos  a  die 
drei  Seitenkräfte.  

Das  Produkt  P  .  cos  a  .  aO  wird  das 
statische  Moment  dier  Kraft  P  in  Be- 
zug auf  die  Achse  ÖÖi  genannt. 

Man  erhält  demnach  das  statische  Moment 
einer  gegebenen  Kraft  in  Bezug  auf  eine 
gegebene  Achse,  indem  man  diejenige  der 
drei  Seitenkräfte,  welche  sowohl  zur  Achse 
als  auch  zu  dem  vom  Angriffspunkt  auf  die 
Achse- gelallten  Perpendikel  rechtwinklig  ge- 
richtet ist  mit  der  Länge  eben  dieses  Per- 
pendikels multipliziert. 

Ist  der  Winkel  «  =  90®,  so  ist  das  sta- 
tische Moment  der  Kraft  P  =  0,  indem 
die  Kraftrichtung  mit  der  Achsenrichtung 
in  einer  und  derselben  Ebene  liegt. 


Frage  40.   Welche  Beziehungen  bestehen 
zwischen  dem  statischen  Moment  der  Resul- 
tante paralleler  Kräfte  im  Raum  und  den      Antwort.    Parallele  Kräfte  im  Raum 
statischen  Momenten  dieser  Komponenten?  lassen   sich   ersetzen   durch   eine  Mittel- 
kraft,  welche  gleich  ist  der  Summe  der 
Parallelkräfte  und  deren  statisches  Mo- 
ment gleich  ist  der  Summe  der  sta- 
tischen Momente  der  parallelen  Kräfte 
in  Bezug  auf  dieselbe  Drehungsachse. 

Es  seien  in  Figur  86  Pj  und  P^  zwei 
parallele  Kräfte,  R  =  P^  -h  Pj  ihre  Resul- 
tante und  ai,  a  und  a^  die  Angriffspunkte 
dieser  Kräfte.  Verlängert  man  die  Angriffs- 
linie ai  Aj  bis  zu  ihrem  Durchschnittspunkt 
0  mit  der  Ebene  mxj/y  so  ist  nach  Antw. 
auf  Frage  34: 


1). 


R .  ao  =  P^  .  a^o  -\-  P. .  a20 
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Figur  86. 


Fällt  man  von  den  Angriffspunkten  auf 
die  Ebene  XmY  die  Lote  z,  e^  und  jr«,  so 
ist,  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
a^^z^o,  azo  nnd  a^z^o: 


z:ao  =  «^4 :  Oj 0  =  ej :  üjO 

Multipliziert  man  die  Gleichung  1).  glied- 
weise mit  je  einem  dieser  Yerhältnisse,  sc 
erhält  man: 


atO 


-f-  P, .  «2^ 


-       2. 


O.O 


Erkl.  96.  Aus  nebenstehender  Antwort  er- 
geben sich  folgende  Sätze: 

1).  Sind  die  einzelnen  Parallelkräfte  und  die 
Abstände  ihrer  Angriffspunkte  von  drei  Ebenen, 
welche  man  gewöhnlich  senkrecht  zueinander 
wählt,  gegeben,  so  kann  man  mittels  derGleich.l: 

R  =  Pi  +  P2 . . .  -h  Pn 

die  Mittelkraft  und  mittels  der  nebenstehenden 
Gleichungen  2).,  8).  und  4).  die  Abstände  ihres 
Angriffspunktes  von  den  drei  Grundebenen  be- 
rechnen. Hierdurch  ist  der  Ort  desselben  voll- 
ständig bestimmt. 

2).  Aus  den  Gleichungen  2).,  8).  und  4).  ist 
ersichtlich,  dass  der  Ort  des  Angriffspunktes  der 
Hesultante  nur  abhängig  ist  von  der  Grösse 
der  Parallelkräfte  und  der  Lage  ihrer  An- 
griffspunkte, keineswegs  aber  von  ihrer  Bi  ch- 
tung.  Somit  bleibt  auch  bei  anderer  Bichtung 
der  Kräfte  der  Angriffspunkt  unverändert  und 
aus  diesem  Grund  nennt  man  den  Angriffspunkt 
der  Resultante  paralleler  Kräfte  den  Mittel- 
punkt des  Kräftesystems  (s.  Erkl.  78). 

8).  In  Bezug  auf  eine  durch  den  Mittelpunkt 
gelegte  Ebene  ist  das  statische  Moment  der 
Mittelkraft,  also  auch  die  Summe  der  statischen 
Momente  der  Parallelkräfte  =  0.  Umgekehrt, 
wenn  für  eine  bestimmte  Ebene  die  Summe  der 
statischen  Momente  der  Parallelkräfte  =  0  ist, 
so  liegt  in  ihr  der  Mittelpunkt  der  Parallelkräfte. 

4).  Sind  zwei  oder  mehr  Systeme  mit  paral- 
lelen Kräften  unter  sich  verbunden,  so  ist  auch 
das  statische  Moment  der  Mittelkraft  sämtlicher 
Systeme  gleich  der  Summe  der  statischen  Mo- 
mente der  einzelnen  Systeme. 


R.  ao«  -^   —  Pi .  a^o 

oder:  ^  ..  ^ 

Rz  =  PiÄ^i  +  Pzi^z 

Ist  eine  dritte  oder  n*«  Parallelkraft  P. 
oder  Pn  mit  dem  Abstand  z^  oder  Zn  ihres 
Angriffspunktes  von  der  Ebene  XtnY  vor- 
handen, 80  erhält  man  in  analoger  Weise: 

2).  .  .  R*  =  Pi^i  -I-  Pj/j  +  Pj^Tj. . . .  4-  P,rr. 

Befinden  sich  ferner  die  AngrifiTspunkte 
der  Parallelkräfte  Pp  Pj,  P, . . .  Pn  und  ihrer 
Resultante  R  von  der  Ebene  ZmY  in  den 
Abständen  Xi,  x,  x^  ,..Xn  und  von  der  Ebeoe 
ZmX  in  den  Abständen  y^,  y,  y^,.  ,pn*  so 
ist  in  derselben  Weise: 

3).    .    .   R«  =-  PjÄi  4-  PjiC, 4-  ^nXn 

und 

4).  .  .B.^^  P,yi  +  l\yi +  Pnyn 

oder  wie  man  der  Kürze  wegen  zu   schrei- 
ben pflegt: 

Rx  ^  -2" 

Ry  =  -2" 

Re  =  i: 

Setzt  man  für  R  = 
aus  obigen  Gleichungen  5).  für: 


5). 


so  erhält  man 


X  = 


y  = 


z  = 


i-p, 
^p,£^ 

2l\ 


d.  h.  der  Abstand  des  Mittelpunkts 
paralleler  Kräfte  von  irgend  einer 
Ebene  ist  gleich  der  algebraischen 
Summe  der  Momente  der  gegebenen 
Kräfte  in  Bezug  auf  diese  Ebene,  di- 
vidiert durch  die  algebraische  Summe 
dieser  Kräfte. 
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Frage  41.  Welche  Beziehungen  bestehen 
zwischen  dem  statischen  Moment  der  Resul-       Antwort.   Auch  in  diesem  Falle  ist  das 
tante  nicht  paralleler  Kräfte  im  Räume  und  statische  Moment  der  Mittelkraft 
den    statischen   Momenten    dieser  Kompo-  gleich  der  Summe  der  statischen  Mo- 
nenten?  mente  aller  einzelnen  Kräfte  in  Be- 

zug auf  eine  gegebene  Achse. 

Wenn  aP  (siehe  Figur  85)  die  sich  aus 
dem  Kräfteparallelepipedon  ergebende  Re- 
sultante R  vorstellt,  so  ist  das  statische 
Moment  derselben  in  Bezug  auf  die  Dreh- 
achse ÖOiT  

M  =  R.aO 

Die  Grösse  R^  hat  nach  dem  Lehrsatz 
vom  Kräfteparallelepipedon  (siehe  dort)  die 
Bedeutung: 

Rä  =  Pj  .  cos  Ol  +  Pj  .  cos  «2  .  .  .  +Pn  .  cos  «n 

Die  Substitution  dieses  Wertes  ergibt  für 
M  die  Gleichung: 

M  =  Pi .  cos  «i .  a  0  +  P?  •  cos  a, .  a  Ö  . . . .  +  Pn .  cos  «n .  öÖ 

Die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  dieser 
•'  Gleichung  sind,  nach  der  in  Antwort  auf 

Frage  39  gegebenen  Definition  die  statischen 
Momente  der  Kräfte  P^ ,  Pj . . .  P„  in  Bezug 
auf  die  Achse  OO^. 

Bezeichnet  man  diese  statischen  Momente, 
für  welche  positive  und  negative  Werte  sich 
ergeben  werden,  je  nachdem  die  einzelnen 
Winkel  spitze  oder  stumpfe  sind  resp.  mit 
Mp  M2 . . .  Mnf  so  erhält  man : 

M  =  Mi+Mj.-.  +  M« 

Frage  42.    Unter  welchen  Bedingungen 
wird  im  allgemeinen  die  drehende  Bewegung 

eines  auf  einen  Körper  einwirkenden  Systems  Antwort.  Zunächst  ist  auch  hier,  wie  bei 
verschieden  gerichteter  Kräfte  im  Raum  der  fortschreitenden  Bewegung  (siehe  Kräfte- 
gänzlich aufgehoben,  d.  h.  wenn  wird  das  parallelepipedon)  zu  bemerken,  dass  die 
System  in  Bezug  auf  drehende  Bewegung  drehende  Bewegung  eines  Kräftesystems 
um  eine  feste  Achse  im  Gleichgewicht  sein?  ganz  aufgehoben  sein  wird,  wenn  sie  nur 

für  drei  untereinander  senkrechte  Achsen 

aufgehoben  ist. 

Es  seien  CX,  C Y  und  CZ,  siehe  Fig.  87, 
die  drei  zueinander  senkrechten  Koordina- 
tenachsen, zwischen  denen  irgendwo  im  Raum 
eine  der  gegebenen  Kräfte,  z.  B.  die  Kraft 
P  an  dem  materiellen  Punkt  A  angreift  und 
mit  den  Achsen  resp.  die  Winkel  a,  ß  und  y 
bildet.  

Fällt  man  vom  Punkt  A  ein  Lot  AA^  auf 
die  Ebene  XY  und  zieht  vom  Treffpunkt  A' 

in  derselben  Ebene  ein  Lot  A^D  auf  die 

Achse  CX,  so  sind  CD  =  a?,  DA^  =  y  und 

ÄA^  =  £r  die  drei  Koordinaten  des  Angriffs- 
punkts A  der  Kraft  P.  *) 

1)  Siehe  Erkl.  97. 
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Figur  8" 


Erkl.  97.  Unter  Koordinaten  (vom  lat. 
coordinatus  =  zugeordnet)  versteht  man  Zahlen- 
grössen,  durch  welche  die  Lage  von  Punkten 
in  einer  Ebene  oder  im  Kaum  bestimmt  wird, 
zu  welchem  Zweck  für  jeden  Punkt  2  resp.  8 
einander  zugeordnet  sind,  d.  h.  zusammenge- 
hören. Will  man  die  Lage  eines  Punktes  be- 
schreiben, so  geht  man  von  bekannten  als  fest- 
liegend angenommenen  Punkten,  Linien  oder 
Fl&chen  aus  und  gibt  an,  in  welcher  Entfer- 
nung und  Richtung  von  diesen  jener  Punkt 
liegt;  die  hierzu  nötigen  Längen  und  Winkel, 
welche  die  Lage  des  Punktes  bestimmen,  heissen 
Koordinaten. 

Wenn  z.  B.  in  einer  Ebene  zwei  zueinander 
senkrechte,  unbegrenzte  gerade  Linien  XOX 
undYOY,  siehe  Figur  88,  gezogen  werden,  so 
ist  die  Lage  des  Punktes  P  bestimmt,  sobald 
man  seine  Entfernung  von  den  beiden  Linien, 

d.  h.   die  L&nge   der  Lote  PY^  =  ÖX^   und 

PXi  =  OYf  kennt.  Die  beiden  Lote,  durch 
deren  Längen  die  Lage  des  Punktes  unzwei- 
deutig angegeben  wird,  heissen  die  Koordi- 
naten des  Punktes  P.  Will  man  nun  die  Lage 
eines  Punktes  im  Raum  bezeichnen,  so  legt 
man  ein  Koordinatensystem  zu  Grunde,  welches 
aus  drei  aufeinander  senkrechten  Koordinaten- 


Lässt  man  dann  die  Gerade  AP  mit  sich 
selbst  parallel  herab,  bis  ihr  Angriffspank: 
A  in  der  E^ne  YX  in  den  Punkt  A^  fällt. 

so  stellt  Ä^P^  die  so  herabgelassene  Kraft 
P  nach  Grösse  nnd  Richtung  vor. 

Man  zerlege  diese  Kraft  A^P^  =  P  in 

ihre  drei  senkrechten  Seitenkräfte  A*  B  =  X. 

A*E  =  Y  und  A*F  =  Z,  indem  man  das 
rechtwinklige  Parallelepipedon  zeichnet,  des- 
sen Diagonale  A^P^  ist  und  dessen  Seiten 
mit  den  drei  Koordinatenachsen  parallel  sind. 

In  demselben  ist  Winkel  BA*P^  =  «, 
EA^P^  =  ß  und  FA^P^  =  y,  also  auch  die 
Seitenkraft  X  =  P  .  cos  a,  Y  =  P .  cos  ^ 
und  Z  =  P .  cos  y. 

Von  diesen  drei  Seitenkräften  ist  aber  die 
letzte  Kraft  Z  auf  die  Drehung  des  Systems 
um  die  Achse  CZ  offenbar  ohne  allen  Ein- 
fluss,  weil  diese  Kraft  der  genannten  Achse 
parallel  läuft  und  wir  haben  demnach  nur 
die  Wirkungen  der  beiden  Kräfte  A^B  =  X 
und  A^E  =  Y  zu  untersuchen. 

Denkt  man  sich  Punkt  A^  mit  dem  Punkt 
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achsen  OX,  OY  und  OZ  besteht.  Durch  diese 
Achsen  werden  drei  zueinander  senkrechte 
Ebenen,  die  Eoordinatenebenen  festgelegt, 

siehe  Figur  89,  n&mlich  durch  OX  und ÖY  die 

Ebene  XOY,  durch  ÖY  und  ÖZ  die  Ebene 

Y  OZ  und  durch  OZ  und  ÖX  die  Ebene  ZOX. 

Ist  nun  ein  Punkt  P  im  Raum  durch  seine 
Koordinaten  zu  bezeichnen,  so  fUlt  man  von 
ihm  ans  das  Lot  PR  auf  die  XY  Ebene;  ist 
die  Länge  desselben ,  nebst  den  Koordinaten 

RY  and  RX  des  Fnsspunkts  R  bekannt,  so 
ist  damit  die^Lage  von  Punkt  P  unzweifelhaft 

bestimmt.  RX,  RY  und  PR  sind  also  die  Ko- 
ordinaten des^Punktes  P,  oder  da  RX  =  PT 
und  R  Y  =:  PS,  so  kann  man  sagen:  die  recht- 
winkligen Raum-Koordinaten  eines  Punktes 
sind  seine  Entfernungen  von  den  drei  Koordi- 
natenebenen. 


Figur  88. 


T 


iT 


X 


Xi 


X 


Figur  89. 


Z 


;s 


r 


/ 

R 


C  fest  verbunden  (etwa  durch  zwei  Stangen 
ÄVü  und  DG),  80  wird  die  Kraft  A^E  =  Y 
den  Punkt  A^  um  die  Achse  CZ  in  einer  der 
Uhrzeigerrichtung  entgegengesetzten  Rich- 
tung zn  drehen  suchen,  und  zwar  nm  so 
stärker,  je  grösser  ihre  Intensität  und  je 
grösser  die  Entfernung  des  Punktes  A^  (der 
Hebelarm  der  Kraft)  von  der  Achse  CZ  ist. 
Diese  Entfernung  ist  aber  gleich  der  senk- 
recht gegen  die  Kraft  gerichteten  Geraden 
ÜD  =  X,  so  dass  daher  diese KraftA* K  =  Y 
den  Punkt  A^  mit  der  Gewalt  X^x  um  die 
Achse  CX  drehen  wird. 

Ebenso  wird  aber  auch  die  Kraft  A^B  =  X 
den  Punkt  A^  nm  dieselbe  Achse  nnd  zwar 
in  Uhrzeigerrichtung  drehen,  und  gleichfalls 
desto  stärker,  je  grösser  die  Intensität  X 
dieser  Kraft  und^je  grösser  ihre  Entfernung 
von  der  Achse  CX,_d.  h.  ihr  Hebelarm  ist. 
Dieser  ist  aber  A^D  =  ^,  also  hat  diese 
Kraft  das  Drehungsbestreben  X^. 

Betrachtet  man  daher  beide  Drehungen 
zusammen,  so  hat  man,  da  sie  nach  ent- 
gegengesetzten Richtungen  stattfinden,  für 
die  ganze  Drehung  des  Systems,  die  aus  der 
Wirkung  der  Kraft  P  um  die  Achse  CZ 
entsteht,  den  Ausdruck  Yx  —  Xy,  oder  was 
dasselbe  ist: 

P  (rc  .  cos  ^  —  y .  cos  a) 

Auf  ähnliche  Weise  wird  die  ans  einer 
zweiten  Kraft  P'  entstehende  Drehung  des 
Systems  um  dieselbe  Achse: 

P'  {x\  cos  ß*  —  y' ,  cos  «')  u.  s.  f. 

für  alle  übrigen  etwa  vorhandenen  Kräfte 
sein. 

Soll  daher  das  System  unter  der  Wirkung 
aller  Kräfte  P,  P',  P"  keine  drehende  Be- 
wegung um  die  CZ -Achse  erzeugen,  d.  h. 
soll  dasselbe  in  Beziehung  auf  die  Drehung 
um  die  Achse  CZ  im  Gleichgewicht  sein, 
so  wird  man  die  Bedingungsgleichung  haben: 

P(a5.cos/?— y.cos«)+P'(a:'.cos^'— y'.co8a')-h 
P*  (x",  cos  ß"—  y".  cos  «-)  ==  0 

oder  wie  man  der  Kürze  wegen  zu  schreiben 

pflegt : 

^ .  P  (x .  cos  /5  —  y .  cos  «)  =  0 

Völlig  ähnliche  Ausdrücke  erhält  man  in 
Bezug  auf  die  beiden  anderen  Drehungen 
um  die  Achse  YY  und  CX.  Verwandelt  man 
nämlich  die  vorhergehenden  Grössen: 

X,  y,  «  und  «,  ß,  y 
in  derselben  Ordnung  in 

z,  Xj  y  und  y,  «,  ß 
und  in 
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Figur  90. 


Erkl.  98.    Von  der  Richtigkeit  dieser  61ei< 
chuDgen  kann  man  sich  direkt  überzeagen. 

Es  ist,  siehe  Figar  90: 
im  Dreieck  A'P*B     cosa  = 


MA^B     cos<p  = 


» 


AiP^M     8iny  = 


A'B 

A^pi 

A^B 

A'M 

A»M 

y,  2r,  X  und  /?,  y,  « 

SO  erhält  man  die  drei  Gleichangen,  welche 
das  Gleichgewicht  der  drehenden  Bewegnog 
eines  Körpers  oder  eines  Systems  von  Kör- 
pern bestimmen. 

i2' .  P  (« .  cos  /J  ~  y .  cos  «)  =  0 
2" .  P  (-? .  cos  a  —  « .  cos  y)  =  0 
-2" .  P  (y .  cos  y  —  «  .  cos  /J  j  =  0 

Es  sei  nun  C=:  CQ^  die  kürzeste  Entfer- 
nung der  Richtoog  der  Kraft  P  von  der 
Achse  GZ,  welche  jian  erhält,  indem  man 
die  Diagonale  MA^  des  Parallelograinms 
A'BME  verlängert  and  auf  diese  Yerlänge- 
rang  das  Lot  CQ^  zieht  Femer  ziehe  mao 
DQ  parallel  ÄTQ^;  ist  dann  der  Winkel 
B A^M  =  A^HB  =:  (p,  so  hat  man  in  des 
rechtwinkligen  Dreiecken  des  Parallelepipe- 
don  die  zwei  Gleichangen: 

2).    .    .    .     cos  a  =  cos  <p .  sin  / 

und 

3).    .    .    .    cos  /3  =  sin  ^  .  sin  y  ^) 

Es  ist  aber: 


Aipi 


und 


Diese  Werte  in  nebenstehende  Gleichung  2). 
eingesetzt,  gibt: 

Ä7ß    _    Ä*B      A^M 

Äipi  "'    A^  '  Ä^Pi 
oder: 


C Q  —  CD .  sin  ^  =  a; .  sin  </; 

QQi  =  HJ  =  HD  .  sin  y 

also  auch  beider  Differenz 

CQ^=  X .nü(p  —  HD.  sin  <p 
oder: 


A^B 


A^B 


Ferner  ist  im  Dreieck  EA^P^: 

A^E 


COS/J    = 


A^pi 


oder  da  A^E  =  BM,  so  ist: 


cos/5  = 
im  Dreieck  A^BM  ist: 


BM 


BM 

smo)  --     -.=r 

A^M 


und  im  Dreieck  A^P^M: 


sm  y 


A^M 

Äipi 


CQi  =  siny{«  — HD) 

-_r-^  ist  aber  gleich  ctg  q>  oder: 

A^D         _        

HD  =  A^D  .  ctg  <p  =  y .  ctg  y 
und  daher: 

CQ*  oder  C  =  siny («— y.ctgy) 
oder: 

C  =  x,Biü(p  —  y .  ctg  ip .  sin  if' 

oder  (da  ctg  (p .  sin  q>  =  cos  tp)  so  ist: 

C  =  rc .  sin  9  —  y .  cos  y 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  für 

cos  ß 

Bin  O)  =  — ; — ^—    (»ui  Gleichung  8) 

und  für 

cos  a 

COS  <p  =   — : (»ns  öleichung  l) 

SO  erhält  man: 


Diese  Werte  in  nebenstehende  Gleichung  3). 
eingesetzt^  gibt: 


C  =  X 


sui  y 

C08/9 


cosa 


—  y 


oder: 


B}1    __    BM     A^M 
Ä*pi  ~    Ä'M  *  A^pi 


BM    _    BM 

Ä»Pi   ~    Ä^Pi 


oder:  «^^^^       "     "«^^ 

C .  sin  y  =  « .  cos  /?  —  y .  cos  ß 

Diesen  Wert  in  die   erste  der  GleichangeQ 
1).  eingesetzt,  gibt: 

JS".P.C.siny  =  0 
t)  Siehe  Erkl.  98. 
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PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  fthnllches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — i 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgeblete  der  Mathematik,  Pkystk, 
Mechanik,  math«  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn^ 
Brficken-  und  Hochbaues,  des  konstraktiyen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  TOllständif 
gelSsEter  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erkl&mngen  nebst  Angabe  und  Entwickelnn^  der 
benntzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  yerst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  erg^lnaen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte-  ist  ein  Anhang  von  nngelltoten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierendes 
Oberlassen  bleiben,  und  yrugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benatit 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTerseieh- 
nis,  Bericbtigrnngen  und  erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betrelfende  Kapitel  zur  Ausgabe 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natnrwisaen- 
schaitlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleleh- 
bereehtigten  höheren  Bürgerschulen,  Priyatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pre- 
gymnasien,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Tecliniken,  Bangewerksehiden, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn  Torbereitnngsschulen  aller  Arten,  gewerbileke 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  ForstwIasenschaftsaehuJen, 
Militärschulen,  Torbereltnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eli^älirlg-Fret- 
willige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Anfgaben- 
sammlung  inunenrährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Aufünden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soU  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kriUtige  Sttttie  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematiachen 
Disziplinen  —  mm  Auflösen  TOn  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  an  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktiseh  zu  verwerten.  Lnst^  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  An(!b*lschung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenes 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Bemfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  uid 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Bachhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Ver&sser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandliuig« 


Aufgaben  aber  statische  Momente.  HS 

Nennt  man  ebenso  t;  und  |  die  senkrech- 
ten Entfernungen  der  Kichtung  der  Kraft  P 
von  der  Achse  YY  und  GX,  so  hat  man 
ebenso  [s.  die  obige  zweite  der  Gleich.  1).] : 

e  ,C09a  —  a? .  cos  y  =  v  .ünß 

und  [siehe  obige  dritte  der  Gleich.  1).]  auch: 

y.eosy  —  ff .  cos  /J  =  f .  sin  « 

so  dass  man  also  für  das  Gleichgewicht  der 
drehenden  Bewegung  hat: 

r  2'.P.  t.siD  «  =  0 

4).  ...  I  ^.P.v.sin/S  =  0 

I  Z.P.C.siny  =  0 

d.  h.  es  muss  für  das  Gleichgewicht 
der  drehenden  Bewegung  die  Summe 
der  Momente  aller  auf  einen  Körper 
wirkenden  Kräfte  in  Beziehung  auf 
drei  untereinander  senkrechte  Ach- 
sen gleich  Null  sein. 


a).  Gelöste  Aufgaben. 


Aufgabe  92.   An  einem  einarmigen  Hebel 

von  80  cm  Länge  ist  ein  Druck  von  30  kg  Auflösung.  Bezeichnet  man  die  gesuchte 

in  20  cm  Entfernung  vom  Stützpunkt  wirk-  Kraft  mit  x,  so  besteht,  da  für  den  Fall  des 

sam.     Wie   gross   ist  die   zur  HersteUung  Gleichgewichts  die  statischen  Momente  der 

des  Gleichgewichts  nötige  lüraft  am  Ende  zur  Wirkung  kommenden  Kräfte   einander 

des  Hebels?  gleich  sein  müssen,  für  x  die  Bestimmungs- 


gleichung : 

80a?  =  20 .  30 

und  hieraus  erhält  man  für: 

__   20.30 

^  —      8Ö 
oder : 

X  =  7^ 


Die  gesuchte  Kraft  beträgt  also  74  kg. 


Aufgabe  93.   An  einem  zweiarmigen  He- 
bel von  2  m  Länge  wirkt  an  dem  einen  Arm      Auflösung.   Gemäss  der  Aufgabe  ist  der 
von  1,75  m  Länge  eine  Kraft  von  18  kg.  eine  Hebelarm,  an  welchem  eine  Kraft  von 
Wie  gross  ist  die  zur  Herstellung  des  Gleich-   18  kg  wirkt  =  1,75  m,  mithin  ist  der  an- 
gewichts  notwendige  Kraft?  dere  Hebelarm,  an  dem  die  gesuchte  Kraft 

wirken  soll  (2  — 1,75)  m  oder  0,25  m  lang. 

Bezeichnet  man  nun  die  gesuchte  Kraft 
mit  X,  so  besteht  nach  dem  Gesetz  der  sta- 
tischen Momente  die  Belation: 

0,25ic  =  1,75  .  18 

und  hieraus  erhält  man: 

1,75.18 


X  = 


0,25 

Klimpert,  Statik.  g 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


oder,  da  0,25  =  ^,  so  ist: 

ä:  =  4 . 1,75  .  18 

X  =.126 
Die  gesachte  Kraft  ist  mithin  =  126  kg. 


oder: 


Aalgabe  94.     An   einer   85  cm   langen 
Kurbel  dreht  ein  Mann  mit  30  kg  Druck.       Aoflösong.  Die  Kurbel  entspricht  einem 
Wie  lang  muss  die  Kurbel  sein,  wenn  ein  einarmigen  Hebel,  dessen  Drehungsbestreben 
Knabe   mit   17  kg  Druck   dieselbe   Arbeit  um  so  grösser  ist,  je  grösser  die  an  ihn: 
leistet?  wirkende  Kraft  und  je  l&nger  deren  Arm  ist 

Das.  Drehungsbestreben  der  Kraft  von  30  kg 
an  einem  0,85  m  langen  Arm  ist  30  .  0,85. 
Nennen  wir  nun  den  zu  suchenden  Arm  j. 
so  ist  das  Drehungsbestreben  der  zweiten 
Kraft  von  17  kg  auch  17a;  und  nach  dem 
Gesetz  der  statischen  Momente  erhält  man 
die  Bestimmungsgleichung: 

17a?  =  0,85 .  30 

und  hieraus  erhält  man: 


X 


oder: 


oder: 


_   0,85 .  30 
■"■        17 

X  =  0,05  .  30 

X  ==  1,50 


Die  gesuchte  Länge  der  Kurbel  ist  mithin 
=  1,5  m. 


Aufgabe  96.  An  einem  einarmigen  Hebel 
wirken  in  den  Entfernungen  p^  z=  Vj^  m 
und  jpj  =  ^^Iz^  ^^^  Drehpunkt  senkrecht 

a)  nach  derselben  Richtung, 

b)  nach  entgegengesetzten  Richtungen 

die  beiden  Kräfte  Pi  =  6'/$  und  Pj  =  10  kg. 
Wo  muss  eine  dritte  Kraft  von  12V3  kg  an- 
gebracht werden,  am  Gleichgewicht  zu  er- 
zeugen ? 


Anflösong.  a).  Nach  der  in  Antwort 
auf  Frage  34  gegebenen  Formel  ist  das 
statische  Moment  der  Resultante: 

Rp  =  Ptl^t  +  Pji), 

und  hieraus  erhält  man  far  den  unbekann- 
ten Hebelarm  der  Resultante: 


r  = 


R 


setzt  man  in  diese  Gleichung  die  gegebenen 
Zahlenwerte  ein,  so  erhält  man: 

6«.ii  +  10.5l 


r  =  — 


12 


8 


oder: 


10 +  53^ 


r  = 


oder: 


^4 


r  = 


oder: 


14 


r  =  o 


Aufgaben  über  statische  Momente. 
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d.  h.  die  vorhandene  Kraft  von  12V3  kg  mass 
in  5  m  Entfernung  vom  Drehpunkt  nach 
entgegengesetzter  Richtung  der  Parallelkräfte 
wirken,  wenn  Gleichgewicht  stattfinden  soll. 

b).  Im  zweiten  FaU  ist  das  statische  Mo- 
ment von  Pji?,  nach  Erkl.  83  als  eine  ne- 
gative Grösse  in  Rechnung  zu  bringen,  und 
so  erhält  man  fflr  den  unbekannten  Hebel- 
arm der  Resultante: 

^  _  PtPi  — P2P2 
R 
Setzt  man   in  diese  Gleic|iung  die  ent- 
sprechenden Zahlenwerte  ein,  so  ergibt  sich : 

10 


r  =. 


53-^ 


oder: 


r  —.  — 


12i 


oder: 


-  —3^ 


d.  h.  die  zur  Verfügung  stehende  Kraft  von 
12V3  kg  muss  an  einem  3%9  m  langen  Arm 
angreifen.  Das  Minusvorzeichen  deutet  an, 
dass  das  Drehungsbestreben  nach  links  ge- 
richtet ist,  und  dass  somit  zur  Herstellung 
des  Gleichgewichts  die  Kraft  von  12V3kg 
rechts  drehend  wirken  muss. 


Aufgabe  96.  Wenn  an  der  Stange  ab, 
siehe  Figur  91,  in  a,  dy  f  und  h  Kräfte  von 
30,  35,  40  und  50  kg  parallel  nach  gleicher 
Richtung  wirken,  wo  muss  dann  ab  unter- 
stützt werden,  wenn  keine  Drehung  um  den 
Stützpunkt  c  erfolgen  soll  und  wenn  öä  =  32, 
df  =  40  und  ~fb  =  18  cm  beträgt? 


Figur  91. 

32  40 


Aoflösung.  Bei  parallelen  Kräften  mul- 
tipliziert ^an  die^Kräfte  mit  den  Abständen 
acj  Sc,  fc  und  hc,  da  dieselben  den  senk- 
rechten Entfernungen  proportional  sind. 

Nennen  wir  die  Entfernung  de  =  x,  so  ist: 
ac  =  32-f-a; 
7c  =  40  — a: 

be  =  18  4-  40  —  a?  =  58  —  « 

und  da  nun  die  Summe  der  rechts  drehenden 
Momente  =  der  Summe  der  links  drehen- 
den sein  muss,  so  entstefit  die  Gleichung: 

ac.Vi  +  dc.Vu  =  /"c .  Pm  +  Z>  c .  Piv 
oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt: 

30(324-«)  +  36aj  -=  40(40  — «) 4- 50(58—«) 
960-f  30a;+35aj  =:t  1600— 40a;-|-2900— 50ä 
30«  + 35 aj+40«+50 a;  =  1600+2900- 960 
155«  —  3540 
X  =  22,84 

d.  h.  die  Entfernung  de  beträgt  22,84  cm 
oder  der  Stützpunkt  c  muss  in  einer  Ent- 
fernung von  32  +  22,84  =  54,84  cm  vom 
Endpunkt  a  angebracht  werden. 
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Anigabe  97.  Ein  Sicherheitsventil  ver- 
echliesBt  eine  Oeffnnng  von  2,5  cm  Darch- 
measer  und  wird  durch  einen  einarmigen 
Hebel  niedergedrOckt,  der  mit  3  kg  belastet 
ist  und  dessen  kurzer  Arm  5  cm  beträgt. 
Wie  lang  mnss  der  längere  Arm  AC  ge- 
nommen werden,  wenn  der  Dampf  im  Kessel 
aof  IbO"  erhitzt  werden  soll? 


1). . 

.  .  2,5  . 2,5  ^  6,25  . 3,14 
6,25            2500 

2).  . 

.  4,906.4,896        1875 

44154  4:19,6250 
29436          4,906 

AnflÖBong.  Um  diese  Aufgabe  lösen  a 
können,  mnsB  znoElchst  ans  der  Wftrmelehit 
bekannt  sein,  dass  bei  150°  C.  der  DudjiI- 
dnick  auf  I  qcm  Eesselwand  =^  4,869  kg  be- 
trägt. Da  der  Durchmesser  der  OefDun^ 
2,5  cm  beträgt,  so  ist  die  gedrückte  FUcht 
des  Ventils  (da  die  Fläche  eines  Kreises 
=  r'ji  oder  ]  rf'n  ist): 

2.5 . 2,5  ■  8,14 

■* 
oder: 

/  =  -1,906  qcm  (»ali»  Hilfinolm.  i) 
nnd  der  aof  diese  Flache  ausgeübte  Drtd. 
d  =  4,906 .  4,896 

d  =  2S,887  (aiib*  HllAradm.» 

oder  ca.  24  kg.  Dieser  Drnck  wirkt  u 
.  einem  Arm  von  5  cm  Länge  and  demnicb 
ist  sein  statisches  Moment  24.5,  das  su- 
tische  Moment  der  Kraft  von  3  kg  iEt  di- 
gegeo  9x,  nnd  es  besteht  demnach  die  Glei- 
cbnng: 

3  X  =  24  .  5 
X  =  8.5 
oder :         X  ^  40  cm. 


Aufgabe  98.  An  einem  Winkelhebel,  des- 
sen Annlängen  60  cm  nnd  2  m  betragen, 
wirkt  an  dem  Ende  des  60  cm  langen  Armes 
eine  Kraft,  welche  einen  Winkel  von  600 
mit  demselben  bildet.  Wie  gross  ist  dieselbe, 
wenn  ihr  dnrch  eine  rechtwinklig  zn  dem 
2  m  langen  Arm  wirkende  Kraft  von  80  kg 
das  Gleichgewicht  gehalten  wird? 

Figur  93. 


Anflösong.  Denkt  man  sich  die  aobt- 
kannte  Kraft  x  in  zwei  zueinander  recht- 
winklig wirkende  Seitenkräfte  zerlegt,  deni 
eine  P„  senkrecht  zn  ac  widit,  so  ist  Gleich- 
gewicht, wenn: 

P, .  0,6  =  2  .  80 
ist;  da  P„  mit  x  einen  Winkel  von  30'  bil- 
det, so  ist: 

P.  =  0,866«  ') 

Setzt  man  diesen  Wert  für  P„  in  die  Fi>- 
rige  Gleichong,  so  erhält  man: 


Aufgaben  über  BtatiBche  Momente. 
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Hilfsrechnaiig. 

160:0,5196  = 

1600000 :  5196  =  308 
15588 


X  — 


160 


oder: 


41200 
41568 


0,5196 
a;  =  ca.  308   (tiaho  Hilfireohn.) 

d.  h.  die  gesachte  Kraft  ist  308  kg. 


Aulgabe  90.  Durch  eine  um  eine  senk- 
rechte Achse  drehbare  Welle  vom  Halb- 
messer r  =  18  cm  sei  ein  Stab  wagerecht 
hindarchgesteckt.  An  der  einen  Seite  dieses 
Stabes,  in  der  Entfemnng  li  =  IV2  ^^^  ▼o^ 
der  Welle  drücke  senkrecht  gegen  ihn  ein 
Mensch  mit  der  Kraft  P^  ==  16  kg,  an  das 
andere  Ende  sei  ein  Pferd  gespannt,  welches 
in  2,25  m  Entfemnng  von  der  Welle  mit  der 
Kraft  P,,  =  65  kg  arbeitet.  Beide  Kräfte 
wirken  wagerecht  in  gleichem  Drehnngssinn. 
Um  die  Welle  ist  ein  Tan  gewickelt,  welches 
über  eine  Rolle  geht,  und  an  dessen  Ende 
eine  zu  hebende  Last  befestigt  ist.  Wie 
gross  darf  letztere  sein? 

Figur  94. 


li 


Aoflöanng.    Die  Kraft  P^  =  16  kg  wirkt 
an  einem  Hebelarm  von  der  Länge: 

?i  +  r  =  1,50  +  0,18  =  1,68  m 

die  Kraft  P,,  =  65  kg  an  einem  Arm  von 
der  Länge: 

^  +  r  =  2,25  +  0,18  =  2,43 

während  der  Arm  der  unbekannten  Last 
X  gleich  dem  Halbmesser  r  =  0,18  m  ist. 

Es  besteht  demnach  die  Gleichung: 
0,18  X  =  1,68 .  16  +  2,43 .  65 


oder: 


Hillsrechnng. 

184,83 : 0,18 

18483:18  =  1027 

18 

48 
36 


oder: 
oder: 
oder: 

oder: 


0,18  X  ==  26,88  +■  157,95 
0,18«  =  184,83 
184,83 


X  = 


0,18 

X  =    1027  kg    (8.  Hilfsrechn.) 


123 
126 


Aufgabe  100.  An  den  Punkten  a,  h  und  c 
eines  Körpers,  siehe  Figur  95,  wirken  die 
Kräfte  P,  =  30,  P„  =  40  und  V„,  =  50  kg, 
und  zwar  in  den  rechtwinklig  gemessenen 
Entfernungen  l,  =  5,  l„  =  7  und  l,„  =  1  m 

von  dem  Punkt  0,  um  welchen  jene  Kräfte       .    ,,..  vr    1.  j      e  ^  j 

den  Körper  zu  drehen  suchen.  ,.  AufloBung.  Nach  dem  Satz  von  den  sta- 

Wie  gross  muss  die  in  einem  Punkt  d  tw^^«»  Momenten  muss  für  den  Fall  des 
wirksame  Kraft  x  sein,   um  mit  den  drei  Gleichgewichte  die  Summe  der  rechte  dre- 
andern  Kräften  Gleichgewicht  herzusteUen,  henden  Momente  =  der  Summe  der  links 
wenn  die  senkrechte  Entfernung  ihrer  Rieh-  drehenden  sem,  oder: 
tungslinie  vom  Drehpunkt  =  2  m  ist?  30 . 5  +  40 . 1  -|-  2  «  =  50 . 7 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Figur  95. 


hieraus  erhält  man  für: 

2«  =  160 
oder: 

a;  =  80 

d.  h.  die  gesuchte  Kraft  beträgt  80  kg. 


Aufgabe  101.  Im  Punkt  B  einer  um  0 
drehbaren  Stange  ÖÄ  ist  eine  Schnur  be- 
festigt, welche  über  die  Rolle  M  läuft  und 
an  ihrem  andern  Ende  eine  Last  Q  trägt. 
Mit  welcher  Kraft  P  muss  A  senkrecht  gegen 
die  Richtung  der  Stange  gedrückt  werden, 
um  die  Last  Q  zu  tragen?  Anflösnng.  Das  statische  Moment  von  Q 

5Ä  sei  2  m,  Q  =  180  kg,   a  =  50«  und  ^\?^;^'^^^'  f*  ^  ?^^^^  bekannt  ist, 
ÖS  =  45  cm  ^       ^^^  ^  ^'  ^^  ^^*" 

ÖC 

^=^  =  Bin  a 
Figur  96.  OB 


Y 
P 


Hilfsrecdinung. 


log  40,5  =     1,6074550 
+  log  Bin  50«  =     9,8842540—10 


log  X  =    1,4917090 
mithin: 
num-log  X  =  81,024 


oder:        CG  =  OB. sin  a 
also  das  statische  Moment  der  Last: 

Q  =  Q  .  OB .  sin  « 

Das  statische  Moment  der  Kraft  P  ist 
ÖA  .  P,  oder,  da  P  =  o:  ist,  so  ist  das  sta- 
tische Moment  der  unbekannten  Kraft  Oa./. 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichts  mnss 
demnach: 

Q.OB.  Bin  a  =  OA.o; 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  einge- 
setzt ist: 

180 . 0,45 .  sin  50«  =  2  ä 
oder: 

o;  =  90 . 0,45  .  sin  50« 
oder: 

X  =  40,5.  sin  50» 
oder: 

X  =  31,024  (sithe  Hilfsreclm.} 

d.  h.  die  gesuchte  Kraft  beträgt  ca.  31  kg. 


Aufgabe  102.  Wenn  an  einem  beliebig 
gestalteten  Hebel,  z.  B.  an  einem  Pumpen- 
schwengel ACD,  siehe  Figur  97,  die  lUch- 
tungen  der  Kräfte  P  und  Q  mit  einer  durch 
den  Drehpunkt  C  gelegten  geraden  Linie 
ACD    die  Winkel  u  und   ß   bilden,    mit 


Aufgaben  über  statische  Momente. 
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welcher  Kraft  wird  dann  die  Kolbenstange 
aQ  gehoben? 

Es   sei   CD   =:   1,2  m,    AC  =  20  cm, 
P   =  7  kg,    a  =  750,   ß  =  450. 

Figur  97. 


Hillsrechnnng. 

log  42  =     1,6282493 
-f  log  sin  75»  =     9,9849438—10 

1,6081931 
—  log  sin  45»  =    9,8494850 


.  log  Ä  =     1,7587081 
mithin : 
num-Iog  X  =  57,373 


Auilösung.    Für  den  Fall  des  Gleichge- 
wichts ist: 

EC.Q  =  CF.P 
oder,  da       

EC  =r  AC.sin/? 

und     CF  =  CD .  sin a 

so  ist ', 

Q.ÄC.sin^  =  P.CD.sino 

oder,  da  Q  =  o;  ist : 

dS.AC.sin/S  =  P.CD.sina 
oder :  


X  = 


P. CD.  sin« 


AC.sin/9 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  ein- 
gesetzt, ist:  ' 

« .  0,2 .  sin  45«  =  7 . 1,2 .  sin  75» 


oder: 


oder: 


oder: 


X  ^ 


X  = 


X   = 


7  . 1,2 .  sin  750 
0,2 .  sin  450 

8,4 .  sin  750 
0,2 .  sin  450 

42 .  sin  750 


sin45<^ 

X  =  57,373  (siehe  Hllftreehn.) 


Aufgabe  103.  Ein  gewichtloser  Stab  AB, 
s.  Fig.  98,  von  der  Länge  Z  =  60  cm  liegt  in 
einer  Yertikalebene  und  kann  sich  um  den 
Ponkt  A  in  dieser  Ebene  drehen.  Das  andere 
Ende  des  Stabes  ist  an  einem  gewichtlosen 
Seil  befestigt,  das  über  eine  in  derselben 
Vertikalebene  gelegene  Rolle  C  geführt  ist 
und  von  einer  Kraft  P  gespannt  wird. 

Es  ist  die  Gleichgewichtslage  des  Stabes 
zu  finden,  wenn  in  der  Entfernung  a  =  28  cm 


Anllöanng.  Die  Last  ist  Q,  ihr  Arm  Am 


vom 


untern  Ende  des  Stabes  das  Gewicht  und  demnach  das  statische  Moment  der  Last : 


Q  =  400  kg  angreift  und  P  und  Q  nach 
vertikaler  Richtung  wirksam  gedacht  werden,   oder,  da 

Es  sei  Winkel  «  =  25^  Winkel  ß  =  60^ 

also: 


Q.  Am 


Am 


a 


=  cos  a 


Am  =  a.  cos  a 


so  ist  das  statische  Moment  von  Q: 

M(  =  Q .  a  .  cos  a 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Figur  98. 


HiUsrechnong. 

log  400  =    2,6020600 
+  log  28  =    1,4471580 
+  log  cos  25«  =     9,9572757—10 


4,0064937 

log  60  =     1,7781513 
+  log  sin  35°  ==_9/7585913--10 

1,5366426' 

log  4,0064939 
—  log  1,5367426 

log»  =     2,4697551 
mithin : 
num-log  X  =  294,95 
oder:     ca.  295 


Die  unbekaimte  Kraft  sei  x,  ihr  Arm  Ai^ 
folglich  ihr  statisches  Moment: 


oder,  da 


M-  =  x.'An 


An 
l 


sm  y 


und  somit:        

An   =  Z.sin  ^^ 

und  Winkel 

y  =  90»  — (a  +  cf) 
und      <r  =  90»  — /9 

also  auch: 

y  =  90«  — «  —  900  +  ^ 

oder:        y  =  /J  —  « 

folglich:         —        ,     .    ,^        V 
An  =  l.  sin(^  — «) 

ist,  so  ist  das  statische  Moment  der  unbekaiui* 
ten  Kraft: 

M^  =  x.l,%m(ß  —  et) 

Es  ist  demnach  fttr  den  Fall  des   Gleich- 
gewichts : 

xA.siniß  —  «)  =  Q .  a .  cos  « 
oder: 

Q . a .  cos  tt 

l .  sin  (ß  —  «) 
oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt: 

400  .  28 .  cos  25° 


x  = 


woraus : 


60.  sin (60— 25) 
X  =  295  (•iahe  HUftredm.) 

d.  h.  die  gesachte  Kraft  beträgt  295  kg. 


Aufgabe  104.  An  den  beiden  Endpunkten 
einer  90  cm  langen  geraden  Stange  06  wir- 
ken zwei  Kräfte  P^  =_30  kg  unter  einem 
Winkel  von  135®  gegen  ab  geneigt  im  Punkt 
a,  P,  =  60  kg  normal  gegen  ab  in  h. 

Wie  gross  ist  die  Resultante  und  wo  liegt 
ihr  Angriffspunkt: 

a).  wenn  die  Kräfte  nach  derselben  Seite, 
b).     „      „      „  „       verschiedenen 

Seiten  von  ab  wirken? 


Anflösiing.  Denkt  man  sich  die  Rich- 
tungslinien der  beiden  Kräfte  P^  und  P^  bis 
zum  Durchschnittspunkt  c  verlängert,  so 
hat  man  zwei,  unter  einem  Winkel  von 
(135  —  90)  =  45®  auf  einen  Punkt  wirkende 
Kräfte,  deren  Resultante  nach  dem  Satz 
vom  Kräfteparellelogramm: 


R  =  VPi*  +  P,'  +  2.P,.P,. 


COBff 


ist,  oder  die  gegebenen  Zahlenwerte  einge- 
setzt, ist: 


oder: 


R  =  ^30*  +  60'  +  2  .  30  .  60 .  COS  45^ 
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Figur  99. 


Hilfareclmimgen : 

1).  .  .  30 .  30  =  900 

60 .  60  =  3600 

2 .  30 .  60 .  cos  45°  =  3600 .  cos  45« 

log  3600  =    3,5563025 
+  log  cos  45°  =    9,8494850-10 


mithin  ist: 


3,4057875 

7731 


3600 .  cos  45«  =r    2545,5842 

4-  900 
-i-3600 


144 


7045,5842 

2).  .    .  ^7054,58  =  l  .  log  7045,58 

log  7045,58  =    3,8479168 

mithin:  =     1,9239584 

R  =  83,938 


1 

o 


3) log  60 

4-  log  sin  450 

—  log  83,938 

log  sin  ß 
mithin : 
ß  =  30«  21' 40- 


1,7781513 
9,8494850—10 

1,6276363 
1,9239585 


9,7036778—10 


4) log  30 

+  log  sin  45" 

—  log  83,938 

log  sin  y 
mithin : 
y  =  14038' 20- 


1,4771213 

9,8494850-10 

1,3266063  " 
1,9239586 


=     9,4026477 


oder: 

A). 


R  =  ^7045,5842   (siehe  Hilftwchn.  l) 


R  =   83,933  (siehe  Hüferechn.  2) 


Um  die  Richtung  der  Resultante  zu  er- 
mitteln, berücksichtige  man,  dass  in  Drei- 
eck cdn: 

sin  fliBm  tt  =  P, :  R 


oder: 


oder: 


woraus: 
B).    .     . 


.    ^         P2 .  sin  CK 
sm  ß  =  -^ 


sin  ß  = 


60 .  sin ' 


83,938 

ß  =  30O21M0-     (e.Hilfirechn.8) 


In  gleicher  Weise  erhält  man  den  Win- 
kel 7,  denn  es  ist: 


oder: 

woraus  : 
C).    .    . 


sm  y  = 


sin  y  = 


_    Pi .  sin  « 


R 

30.  sin 450 


83,938 

y  =  14«  38'  20*   (».  mifsrechn.  4) 


Um  endlich  den  Angriffspunkt  x  der  Re- 
sultante zu  ermitteln,  nehme  man  in  der 
Linie  ab  oder  in  deren  Verlängerung  einen 
beliebigen  festen  Punkt  0  an,  und  fälle  von 
diesem  Punkt  aus  die  Lote  Om  =  p  und 
On  =  r  (Ö6  steht  bereits  senkrecht  zu  P„), 
dann  muss  nach  dem  Satz  von  den  statischen 
Momenten : 

Rr  =  Pip-fP^.Öft 

sein.  Ist  nun  Öa  z.  B.  20^ cm,  dann  ist 
X)b==  90  +  20  =  110  cm,  Om  =  p  ist  aber 
=  Oa.sin45^  oder: 


oder: 


Om  =  20.  sin  45» 


Om  =   14,142  cm  (s.  HUftrechn.  5) 

Die  entsprechenden  Zahlenwerte  in  obige 
Gleichung  gesetzt,  gibt: 

Rr  =  30.14,142  +  60.110 

folglich  ist  der  Hebelarm 

_    30.14,142  +  60.110 

^  "  83,938 

oder: 

d).     .      .        r  =  83,7  cm  (B.  Hilflsrechn.6) 

Hieraus  lässt  sich  aber  die  Strecke  Ox 
berechnen,  denn: 

T 

=  sin  J" 

Ox 
oder: 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


5;. 


Hilf  Brechnimgen  : 

.    .      log  20  =    1,3010300 
+  log  sin  45»  =    9,8494850—10 

log  Öm  =     1,1505150 


mithin:  Om  =  14,142 


6). 


.    .     14,142 .  30  = 

424,26 
+  6600 

83,938 :  7024,26  =  83,7  cm 
671504 

309220 
251814 


110.60  = 


6600 


574060 


7) log  83,7  = 

—  log  sin  75«  21' 40"  = 

log  Ox  — 

mithin:  0«  =  86,508 

8) 60.23,5  = 

1410 


1,9227255 
-9,9856680-10 

1,9370575 


log  66  5  =    1.8228216 

+  log  sin  45«  =    9,8494850 

+  log  30  =     1,4771213 


mithin:  num-log  =  1410 

1410  =  1410 

Figur  100. 


3,1494279 


OX 


oder: 

oder: 

oder: 
e).    .    . 
da  aber: 


Ox  = 


Ox  = 


Oflc  = 


sin<f 

83,7 

sin(45*»+/5; 

83,7 

sin  75  »21' 40* 

Ox  =   86,5  cm    (s.  Hllfireclm. 7) 

Öa  =  20      « 


so  ist:       ax  =  66,5  cm 

und    6«  =  90  —  66,5  =  23,5  cm 

Denkt  man  sich  den  Angriffspimkt  x  der 
Resultante  als  festen  Punkt  und  von  x  ans 
das  Lot  fx  zu  ca,  dann  ist  der  Hebelarm 
der  Resultante  R  =  0,  folglich: 

R.O  =  T„.hx^Vi,fx 
oder:  

P».&«  =  Pj  .fx 

hx  ist  aber  nach  obiger  Rechnung  23,'' 

fx  =  aa;.  sin  45<^ 
oder:  fx  =  66,5  .  sin  45" 
es  muss  somit,  wenn  das  Resultat  richtig  s^ 
^^"  •  60 .  23,5  =  66,5 .  sin  45«.  30 

sein  (siehe  Hilfsrecbn.  8). 

Wirken  die  Kräfte  nach  verschiedenes 
Seiten  von  ab,  siehe  Figur  100,  so  erhäl: 
man  durch  entsprechende  Yerlängeniiig  der 
Richtnngslinien  der  Kräfte  P,  und  P«,  eii 
Parallelogramm,  dessen  Diagonale  die  ge- 
suchte Resultante  repräsentiert;  diese  Re- 
sultante:              

R  =  VPi«  +  P,«  +  2.P,P.  .cosa 

da  aber  a  =  135®  und  cos  135«  =  —  cos  45*. 
so  ist: 

R  =  ^802  +  60«  — 2.30.60  .  cos  45« 
oder :     

R  =  V  900  +  3600  —  2545,58 
oder: 

R  =Vl954,42  ' 
woraus : 

a).     R  =  44,209  kg     (8.  Hilfiredm.  1) 

Die  Richtung  der  Resultante  ermittelt  mao 
durch  die  Proportion: 


sin/}:  sin«  =  P,:R 


woraus : 


oder: 


sin^  = 


sin  f(»  P« 
~~R 
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1).    . 


Hilfsrechnimgeii. 

30 .30  60 .  60  2 .  30 .  60 


=  900        =  3600 


=  3600 


log  3600  =    3,5568025 
+  log  C08  45»  =    9,8494850—10 

mithin:   num-log 2545,58       ^»4057875 

900 
+  3600 


4500 
—  2545,58 


1954,42 

Vl954,42  =  I .  log  1954,42 

log  1954,42  =    3,2910179  •  y 
log  R  =     1,6455089 
mithin:  num-logB  —  44,209 


2J. 


•  • 


log  sin  45® 

-|-  log  60 


9,8494850—10 
1,7781513 


1,6276363 
—  log  44,209  =     1,6455089 

log  sin  ß  =     9,9821274 

mithin:  ß  —  73» 40' 30- 


3).     .     .     .    log  sin  45  0  =    9,8494850—10 

+  log  30  =    1,4771213 

1,3266063 
—  log  44,209  =     1,6455089 

log  sia  y  =     9,6810974 

mithin:  y  =  28» 40' 30- 


4) 30.45 

=  1350 

log  1350  =.^    3,1303338 
-+-  log  sin  45°  ^.     9,8494850—10 

2,9798188 

mithin  ist:  1350 .  sin  45»  =  954,59 

+2700 

60.45 


=  2700 


3654,50 


3654,59  :  44,209  =  82,666 
353672 

"  1178"70 

88418 


294520 
265254 

292660 
265254 

274060 


woraus : 


.  ^    sin 45».  60 

Sin^  =  — 44209 —    (s.  HIlftr«ohn. 2) 

ß  =  73°  40'  80- 

Da  aber  ß  ein  Stampfer  Winkel  sein  mass, 
so  kann  nur  der  Nebenwinkel  von  73^40^30" 
Oeltong  haben  und  somit  ist  in  diesem  Fall : 

ß  =  180  — 73«  40' 80- 
woraus: 

b) ß  =  106»  19'  80- 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  Winkel  y : 
sin  7:  sin  a  =  P:B 
sin  a .  P 


oder: 


oder: 


smy  = 


%my  = 


K 
sin  45» .  80 


44,209 
woraus : 

C) y  =  28^40' 80"    (•.  Hüfsteohn.  S) 

Um  endlich  den  Angriffspunkt  x  der  Re- 
sultante zu  ermitteln,  nehme  man  einen  be- 
liebigen Punkt  als  Drehnngspunkt  an,  viel- 
leicht  0  mitten  zwischen_a&,  so  dass,  da 
öS  =  90  cm  gegeben  ist,  ao  =  ob  =  45  cm 
lang  ist. 

Nach  dem  Satz  der  statischen  Momente 
moss: 

Rr  =  Pi?  +  Qg 
oder: 


Rr  =  P,.om  +  P^.o6 


woraus: 


oder: 


r  = 


r  = 


P, .  om  +  P»  .ob 
R 


80.  Qm  + 60. 45 

44^209 


oder: 


om  ist  senkrecht  zur  Richtung  der  Kraft  Pi 
und  somit  ist: 

om  =  Oa.sin  45® 

om  =  45.  sin 45» 

Diesen  Wert  fttr  öm  in  die  obige  Olei- 
chang  eingesetzt,  gibt: 

__    80.45.sin45o  +  60.45 

^  ""  44,209 

woraus: 

d).    .  .    r  =   827,  cm     (i.  Hilfsrechn.  4) 

Femer  ist: 


folglich : 


-_^-  =  sm  0 
ox 

—  r 

ox  = 


sin  J 
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5).    .    .    .    log  82,666  = 
—  log  Bin  6P 19' 30"  = 

log  ox  = 

mithin :     

num-log  OÄ  =  94,439 


1,9173269 
-9,9431757—10 

1,9741512 


und  demnach: 


<r  =  /J  — 45<> 

S  =  106«  19;  SO-  —  45« 

^  =  61«  19'  80' 

—  82,666 

ox  = 


woraus: 


e). 


ox 
—  Ö6 
.    hx 


sin  61»  19'  80- 

=       94,439  cm  (s.  Hflfarecha. ; 

=  —45 

=     49,489  cm 


Aufgabe  105.  Fanf  in  einer  Ebene  wir- 
kende parallele  Kräfte,  sowie  ihre  Koordi- 
naten auf  einem  rechtwinkligen  Achsen- 
system sind  gegeben,  nämlich: 

Pj  =      33kg,  X,  =  +25,  y,  =  +13 

P2  =      20   „  «j  =  —  10,  ^2  =  — 15 

P,  =-85    „  X,  =  +15,  y,  =  -27 

P4  =-72   „  «4  =  -31,  y^  =  +17 

P5  =      120„  arg  =  +23,  ^5=— 19 

Wo  liegt  der  Angriffspunkt  (x,  y)  der  Re- 
sultierenden und  wie  gross  ist  diese? 


Anflöaiing.   Nach  Antw.  auf  Frage  40  ist: 

Ras  =  Pj^asj^  +  P2aj2 . . . +  Pjta5n 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  ein- 
gesetzt, ist: 

Rfl:  =  38.25— 20.10— 85.15+72.31  +  120.23 
oder: 

Raj  =  825  —  200  —  525  +  2282  +  2760 
oder: 

R«  =  5817  —  725 
oder: 

RjC  =  5092 

Nun  ist: 

R  =  Pi+P,...  +  P« 
oder: 

R  =  38  +  20  —  85  —  72  +  120 
oder: 
a) R  =  66 

Da: 

Rflc  =  5092 


so  ist: 
oder: 


X  = 


X  = 


5092 
R 

5092 


66 
X  =  77,15  m. 


oder: 

b) 

Femer  ist: 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  ein- 
gesetzt, so  ist: 

Ry  =  38.13— 20.15+35.27— 72.17— 19.120' 
oder: 

Ry  =  429  —  300  +  945  — 1224  —  2280 

oder:  _ 

Ry  =  1374  —  3804 

oder: 

Ry  =  —2480 

Nun  ist: 

R  =  66 
folglich: 

c) y  = gg-  =  —  36,82m 
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Aalgabe  106.  Ein  festes  System  von  fünf 
materiellen  Pnnkten,  deren  Lage  durch  die 
folgenden  Koordinaten  gegeben  ist: 

«I  =  0,  yi  =  0,  Zi  =.  0 

»2  =  1,  yj  =  2,  jfj  =  8 

«s  =  2,  yi  =  3,  £r,  =  4 

«4  =  3,  y4  =  4,  ^^4  =  5                    AuflöBung.    Nach  der  in  Antwort  auf 

«5  =  4,  ys  =  5,  jer,  =  6                Frage  40  entwickelten  Formel: 

werde  durch  parallele  Kräfte  von  folgender  R«  =  Pjarj  4-P2«j...  +  PnaJtt  etc. 

Grösse  und  Richtung  angegriffen:  •  «  •  j  v         t:i  n 

^  ®      **  ®     _  ^  ist  m  dem  gegebenen  Fall: 

X>j  = -1-60  kg,    P,  =  4-70kg,    P,  =  -90kg,  «         *       „.      ,.^ 

I,  =  -150kg,    P.  i  +200kg.  ^^^^^  R^  =  04-70-180-4504-800 

Es  sind  die  Resultante  sowie  die  Koordi-  I^^  _  370  ^  ggo 

naten  des  Mittelpunkts  der  parallelen  Kräfte  ^^^^ . 
zu  berechnen.  a).  .' .  R»  =  240 

Ry  =  04-2.70  —  3.90  —  4.1504-5.200 

oder: 

Ry  =  140  —  270  —  600  4- 1000 
oder: 

Ry  =  1140  —  870 

oder: 

b).   .  .  Ry  ==  270 

B,e  =  0-f  3.70  — 4.90  — 5. 1504-6. 200 

oder: 

B.Z  =  210  —  360  —  750  4-  1200 
oder: 

B.Z  =  1410—1110 

oder: 

c).   .   .  R«  =  300 

Nun  ist: 

R  =  Pt4-P,4-....  +  Pn 
also  ist  in  dem  gegebenen  Fall: 

R  =  60  4-70  —  90—150  4-200 
oder: 

R  =  330  —  240 
oder: 

d).  .  .  R  =  90 

Diesen  Wert  in  die  Gleichungen  a).,  b). 
und  c).  eingesetzt,  gibt: 

für    X  =  240:90 
oder: 

e) X  =  2^3  m 

f Or    y  =  270 :  90 
oder: 

f ) y  =  3  m 

für    -Ef  =  300 :  90 
oder: 

g) «  =  373  m 
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ß).  Ungelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  107.  An  einem  einarmigen  Hebel,  Andeutung.  Die  AaflöBong  erfolgt  analog  der 
z.  B.  an  der  Pampenstange  einer  Druckpumpe  gelösten  Aufgabe  92. 
sei  die  Entfernung  der  Kraft  vom  Drehpunkt 
6 mal  so  gross  als  die  Entfernung  der  Kolben- 
stange vom  Drehpunkt.  Wenn  nun  der  Kolben 
8  cm  Durchmesser  hat  und  der  Druck  auf  den- 
selben pro  qcm  5  kc  beträgt,  welche  St&rke 
muss  dann  die  am  Hebel  wirkende  Kraft  bei 
der  Arbeit  überschreiten? 


Aufgabe  108.  An  einem  zweiarmigen  Hebel      Andeutung.   Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
von  SV^rn  Lftnge  wirken  senkrecht  zwei  Kr&fte   gelösten  Aufgabe  93. 
P,  und  F«  in  gleicher  Bichtung.  Wenn  P,  =  33 
und  P„  =  7V2  kg  gross  ist,  wie  gross  ist  dann 
der  Arm  Ton  P,  und  P,,  ? 

Aufgabe  109.  An  einer  115  cm  langen  Stange       Andeutung.   Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
dreht  ein  Mann  mit  22  kg  Druck,  welche  Kri^t  gelösten  Aufgabe  94. 
wäre  nötig,  wenn  die  Stange  nur  78  cm  lang  w&re? 


Aufgabe  110.    An  einem  einarmigen  Hebel      Andeutung.   Die  Auflösung  erfolg^  analog  der 
wirken  in  den  Entfernungen  p,  =  45  cm  und  gelösten  Aufgabe  95. 
jp„  =  27  cm : 

a).  nach  derselben  Richtung, 

b).     „      entgegengesetzten  Richtungen  zwei 
KrÄfte  P,  =  133/4  kg  und  P„  =  127,  kg. 

Wo  muss  eine  dritte  Kraft  von  3V4  kg  ange« 
bracht  werden,  damit  Gleichgewicht  herrscht? 


Aufgabe  111.  Wenn  an  einer  Stange  ah  Andeutung.  Die  Auflösung  ergibt  sich  aus  der 
in  fQnf  gleichweit  voneinander  entfernten  Punk-  gelösten  Aufgabe  96. 
ten  fOnf  Kräfte  wirken,  von  denen  jede  folgende 
um  8  kg  grösser  ist  als  jede  vorhergehende, 
und  von  denen  die  kleinste  Kraft  12  kg  beträgt, 
wo  muss  dann  die  Stange  von  1  m  Länge  unter- 
stützt werden,  damit  Gleichgewicht  herrscht, 
wenn  vorausgesetzt  ist,  dass  je  zwei  aufeinander- 
folgende Angriffspunkte  20  cm  voneinander  ent- 
fernt sind?  • 

Aufgabe  112.    Die  Länge  des  einarmigen       Andeutung.    Die  Auflösung   ergibt   sich  aus 
Hebels  eines  Sicherheitsventils  betrage  40  cm,   Fig.  92  u.  der  gelösten  Aufgabe  97,  nur  mit  dem 
der  Durchmesser  des  Sicherheitsventils  sei  4  cm   Unterschied,  dass  hier  die  Kraft,  dort  deren 
und  seine  Befestigungsstelle  B  6  cm  vom  Dreh-  Hebelarm  gesucht  wird, 
punkt  C  entfernt. 

Wie  gross  muss  das  in  A  anzubringende  Ge- 
wicht sein,  wenn  sich  das  Ventil  bei  5  kg  Druck 
pro  qcm  öffnen  soll? 


Aufgabe  113.  An  einem  Winkelhebel,  dessen  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
Armlängen  45  und  50  cm  betragen,  wirkt  an  gelösten  Aufgabe  98. 
dem  Ende  des  45  cm  langen  Armes  eine  Kraft, 
welche  einen  Winkel  von  48^  mit  demselben 
bildet.  Wie  gross  ist  diese  Kraft,  wenn  ihr 
durch  eine  rechtwinklig  zu  dem  50  cm  langen 
Arm  wirkende  Kraft  von  27  kg  das  Gleichge- 
wicht gehalten  wird? 
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Aulgabe  114.    Durch  eine  um  eine  wage-       Andeutung.  Die  Auflösung  ergibt  sich  aus  der 
rechte  Achse  drehbare  Welle  von  18  cm  Halb-   gelösten  Aufgabe  99,  wobei  zu  berücksichtigen 
messer  sei  ein  Stab  hin  durchgesteckt,  so  dass  ist,  dass  hier  die  Kraft  P,  dort  die  Last  Q  die 
derselbe  einen  gleicharmigen  Hebel  bildet  und   gesuchte  Grösse  ist? 
jeder  Arm  90  cm  Länge  hat.    Es  ist  um  die 
Welle  ein  Seil  gewunden,  an  dessen  freiem  Ende 
eine  Last  von  1800  kg  befestigt  ist.    Welche 
Kraft  mnss  an  den  beiden  Hebelarmen  angrei- 
fen, wenn  Gleichgewicht  herrschen  soll? 


Aufgabe  115.  An  den  Punkten  a,  h  und  c  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
eines  Körpers  wirken  in  ein  und  derselben  gelösten  Aufgabe  100. 
Ebene  resp.  die  Kräfte  P,  =  12,  P„  =  27  und 
V,,,  =  36  kg  und  zwar  an  den  resp.  Hebelarmen 
l,  =  34,  l„  =  28  und  l„,  =  89  cm  von  dem 
Punkt  0  aus  gemessen,  um  welchen  jene  Kr&fte 
den  Körper  zu  drehen  suchen.  Wie  gross  muss 
der  Hebelarm  einer  im  Punkt  d  wirksamen 
Kraft  von  40  kg  sein,  um  mit  den  drei  andern 
Kräften  Gleichgewicht  herzustellen,  wenn: 

a).  sämtliche  Kräfte  in  gleichem  Drehungs- 
sinn  wirken 

b).  die  Kräfte  P,  und  P,,,  der  Kraft  P„  ent- 
gegengesetzte Drehrichtnng  haben? 


Aufgabe  116.    In  dem  Punkt  B,  s.  Fig.  96,       Andeutung.   Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
einer  um  0  drehbaren  Stange  ÖÄ  sei  eine  Schnur  gelösten  Aufgabe  101. 
befestigt,  welche  über  eine  Bolle  M  länft  und 
an  ihrem  andern  Ende  eine  Last  Q  trägt. 

Wenn  nun  im  Punkt  A  eine  Kraft  von  50  kg 

senkrecht   abwärts    drückt,    OA  =  1  m   und 

OB  =  27  cm  lang  ist  und  Winkel  a  =  65« 
beträgt,  wie  gross  kann  dann  für  den  Fall  des 
Gleichgewichts  die  Last  Q  sein? 


Aulgabe  117.    Wenn  an  einem  beliebig  ge-       Andeutung.   Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
stalteten  Hebel  AGB,   siebe  Figur  101,    die   gelösten  Aufgabe  93. 
Richtungen  der  Kräfte  P  und  Q  mit  einer  durch 

den  Drehpunkt  C  gelegten  geraden  Linie  ach  Figur  101. 

resp.  die  Winkel  a  und  ß  bilden,  welche  Kraft 
ist  dann  erforderlich,  um  einer  in  B  angreifen- 
den Last  Q  =  500  kg  das  Gleichgewicht  zu 

halten,  wenn  öc :  6c  =  8 : 2  und  Winkel  a  =  70», 
ß  =  47%^  beträgt? 


Aulgabe  118.    In   Figur  98   sei   der   Stab       Andeutung.   Die  Auf  lösung  erfolgt  analog  der 
AB  =  1  m  lang,  ÄD  betrage* V|m,  a  =  80^  gelösten  Aufgabe  108. 
ß  =  60«  und  es  stehe  eine  Kraft  P  =  72  kg 
zur  Verfügung.    Wie  gross  darf  die  in  D  wir- 
kende Last  Q  sein? 

Aulgabe  119.    An  ^n  beiden  Endpunkten       Andeutung.   Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
einer  geraden   Linie  a&  =  5  m  wirken   die   gelösten  Aufgabe  104. 
Kräfte  P,  =  24  kg  unter  einem  Winkel  von 
1440,  p^,  =  18  kg  unter  einem  Winkel  von  126« 
gegen  ab  geneigt. 
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Wie  groas  ist  die  Resnltante,  welches  ist 
ihre  Richtong  und  ihr  AngiifispQDkt: 

a).  weDD  die  Er&fte  nftch  deraelbeo  Seitej 

*•)■_  »HB  B  »erachiedenen  Seiten 
von  «6  wirken?  _^__^      _ 

Aofgabe  120.  Fünf  in  einer  Ebene  wirkende       Antertimg.   Die  AnflöBong  erfolgt  uulog  ia 
parallele  Kr&fte,   sowie  ihre  Koordinaten  anf  gelösten  Aufgabe  105. 
einem  rechtwinkligen  Achseneyatem    sind  ge- 
geben, Dämlich: 

P,  =      18  kg,    X,  =      25,    y,  =      13 

P,  =      20  „      X,  =      39,    yj  =      24 

P,  =  — 80  „      Xt  =      32,    y,  =      41 

P,  =      24   „      X.  =       16,     «,  =      39 

Pi  =       18  „      is  =  -  13,    ys  =  -  20 

Wo  liegt  der  Angri&pnnkt  (x.  y)  der  Resul- 
tierenden S  und  wie  groei  ist  diese? 


Aalgabe  121.    Kin  festes  System  tod  vier       Andeutung.   Die  AnflAsnng  erfolgt  in  «naloga 
materiellen  Funkten,  deren  Lage  durch  die  fol-    Weise  wie  die  der  gelösten  Aufgab«  106. 
genden  Koordinaten  gegeben  ist; 

X,  =  6,    y,  =    5,    »1=8 
X,  =  4,    »,  =    3,    *,  :-  7 
3^.  =  9.    »1  =  11.    ',  ^  2 
«4  =  8.    y^  =   5,    «,  =:  7 
weide  durch  parallele  Er&fte  von  folgender 
Grösse  nnd  Richtang  angegriffen: 
P,   =  26  kg,   P,  =  -22'/,  kg,   P,  =  15  kg, 
P4  =  —24  kg. 
Es  sind  die  Resultante,  sowie  die  Koordinaten 
des  Mittelpunkts  der  parallelen  Kr&fte  zu  be- 
rechnen. 


7).  Ueber  Kräftepaare. 

a.  Ueber  Kräftepaare  und  deren  Homente,  Ebenen  and  Achsen,  sowie 
über  Ihr  Bewegnngsrerniögen  im  allgemeinen. 

Frage  43.  Was  versteht  man  anter  einem 
Kräfte-  oder  Drehnngspaar,  sowie  nn-       Antwort.     Zwei   gleich  grosse  pariülele 
ter  seiner  Breite  nnd  seinem  Moment?     Kräfte,   die   nach   entgegengesetzten  Rich- 
tungen wirksam  nnd  fest  miteinander  rei- 
bnnden    sind,    heissen    ein   Kr&fte-   oder 
Fjgur  102.  Drehnngspaar,   oder  schlechtweg  Paar, 

Der  senkrechte  Abstand  ab. 
siehe  Fig.  102,  der  beiden  Kraft- 
linien heisst  der  Hebelanii 
oder  die  Breite  des  Paares 
nnd  jede  der  beiden  Erifte 
heisst  Seitenkraft  oder  ein- 
fach Kraft  des  Paares.  Ds^ 
Produkt  ans  einer  dieser  glei- 
chen Kräfte  und  dem  Hebeiami 
heisst  das  Moment  des  Kräfle- 
paares.  Ist  jede  der  Krifte- 
parallelen  P,  und  P,  =  30  kg 


Preisgekrönt  in  Frankfart  a.  M.  1881. 

Der  ausfübrllche  Prospekt  nnd  das  ausführliche  Inhalts- 
Verzeichnis  der  „Yollständig  gelösten  Anfgabensammlimg  you 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Bnchhandlung,  sowie  Yon  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert  um  den  sofortigen  und  dauern* 
den  Gebrauch  zu  gestatten« 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

8).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3—4  Hefte  zu  dem  AbonnementspreiBO  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersiohtlioh,  ohne  Jede  Bedeutung 
ftLr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  fOr  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vonsüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudium,  das  vortrefTlichste  Nachschlagebuch  fOr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

InhaltsYerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfnrt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieiei  Werk,  welchem  kein  Umlieheg  snr  Seite  iteht,  erscheint  monatlicli  in  S-4 
Heften  in  dem  biUlgen  Preise  ron  25  ^  pro  Heft  nnd  bringt  eine  Sammlung  der  Yichtif 
Bten  nnd  praktischsten  Anfgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Matkemattk,  Phjili, 
Meebanik,  matb«  Geographie^  Astronomie^  des  Maschinen-)  Strassen-,  Eisenbabi-, 
Biüoken-  nnd  Hoebbanes,  des  konstrnktiTon  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  swar  in  ToUständi; 
relMer  Form,  mit  yielen  Fignreui  Erklftmngen  nebst  Angabe  nnd  Entwickelnng  der 
benntiten  Sitie,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  LöioBf 
Jedermann  Terst&ndlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grossere  Ansahl  der  Hefts  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergftnsen  nnd  alsdann  auch  tUe 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbst&ndigen  K^i- 
teln  angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Ton  nngel5sten  Anfgaben  beigegeben,  welche  de 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  besflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenda 
fiberlassen  bleiben,  nnd  lugleich  Ton  den  Herren  Lehrern  fttr  den  Schulunterricht  benotit 
werden  können.  —  Die  L9snngen  hiersu  werden  später  in  besonderen  Heften  fda  die  Hand  dM 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt|  Inhaltsrenekk- 
nis,  Beriehtignngen  nnd  erlftntemde  ErklSrnngen  über  das  iMtrelTende  Kapitel  anrAnagab«. 

Das  Werk  behandelt  sunftchst  den  HauptbesUndteil  des  mathematiBch-natnrwinei- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Sdinlen:  Realsehnlen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleleb- 
berechtigten  höheren  Bflrgersehnleni  Priratschnlen,  Gpnnaslen,  Bealgymnasien,  Pr»- 
gymnasien,  Schnllehrer •Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschnlei, 
Gewerbesehnlen,  Handelsschnlen,  techn.  Torbereitnngsschnlen  aUer  Arten,  gpewerbllek« 
Fortbildnngsschalen,  Akademien,  Unirerslt&ten ,  Land-  nnd  Forstwissenseliaftsschiileii, 
MiliUrschnlen,  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  a.  B.  flb*  das  Eii^Iiirig-F^ 
willige-  nnd  OfAiiers-Examen,  etc. 

Die  SehlUer,  Studierenden  nnd  Kandidaten  der  mathematischen,  technischea  nsd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Sehritt  gelöste,  Au^fsbeD- 
Sammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  nnd  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  inm  nnflohlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Anfgaben  geneigt,  welche  sie  bei  ihren  Prllftingen  sn  lösen  haben,  lugleich  aber  anch 
die  (Iberans  grosse  Fmchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  Torgeftihrt. 

Dem  Lehrer  soU  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stlltie  ffir  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  lur  Erlernung  des  praktischen  TeUes  der  mathematiicJiai 
Disciplinen  —  mm  Auflösen  Ton  Anfgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
flbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schaler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  roll- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Anfigaben  sn  lösen,  die  f^ 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätae  etc.  anmwenden  und  praktisch  sn  Terwerten.  Lut,  Ue^ 
nnd  Terständnis  fftr  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  nnd  Fachgenossen  aller  Art,  lilitiin 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  inr  Anfßrischnng  der  erworbenen  und  yielleicht  TergeneDeo 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Ben(^ 
iweigen  rorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  rerleihen  nsd 
somit  den  Antrieb  su  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  gebet 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  nnd  praktische  Anf- 
gaben wardsa  mit  Dank  Ton  der  Redaktion  entgegengenommen  and  mit  Angabe  der  Nina 
vsffbsiilit  —  Wflnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreifen,  nimmt  der  Yerfuiei, 
Dr.  Kleynr,  Frankfnrt  a.  M.  Flscherfeldstrasse  li,  entgegen  nnd  wird  deren  Erledifoni 
Iknnlichst  berflcksichtigt 

Sfcattgari  Die  Yerlagshaiidlimg. 


Ueber  Kräftepaare  im  allgemeinen. 
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Erkl.  99.    Das  Moment  eines  Kräftepaares  und  der  Abstand  ab  =^  l  ihrer  Richtnngen 

hat  in  jedem  Punkt  der  Drehungsebene  den-  =  2m,  so  ist  Ki  =  2.30  ==  60  das  stati- 

selben  Wert,  oder  die  Fläche  des  Parallelo-  gehe  Moment  des  Paares.^) 

gramms,  von  dem  die  beiden  Kräfte  des  Paares  Twei  Kräftenaare  sind  ffleich     wpnn  sie 

Oegenseiten  sind,  bleibt  unverändert.  Den  Wert  ,^V    ^^"^Pa^^e  sina  gieicü,   wenn  sie 

Null  kann  dasselbe  nur  dann  haben,  wenn  ent-  gleichen  Arm  und  gleiche  Kraft  haben. 

weder  die  Kräfte  verschwinden  oder  der  Arm. 

Letzterenfalls  liegen  die  beiden  entgegengesetzt 
gerichteten  gleichen  Kräfte  in  derselben  Kraft- 
linie und  stehen  im  Oleichge wicht. 

Erkl.  100.  Solche  Paare  von  Kräften  fahrte 
Poinsot  1804  neben  den  Resultanten  der  Ein- 
zelkräfte als  neue  Elemente  in  die  Statik  der 
Körper  ein. 


1)  Siehe  Erkl.  99. 


Frage  44.  Warum  nennt  man  ein  Paar 
gleich  grosser  aber  entgegengesetzt  gerich- 
teter Parallelkräfte  ein  Drehungspaar 
oder  auch  eine  Drehkraft? 


Erkl.  101.  Progressiv  (vom  lat  progressio  = 
Fortschreitnng,  von  gradi  =  schreiten)  heisst 
fortschreitend. 


Erkl.  102.  Rotieren  (vom  lat.  rotatio,  von 
rotäre^  im  Kreise  herumdrehen,  von  rota,  das 
Had)  heisst:  sich  im  Kreise  herumdrehen,  sich 
um  seine  eigene  Achse  bewegen. 


Antwort.  Ein  Paar  gleich  grosser  ent- 
gegengesetzt gerichteter  Parallelkräfte  nennt 
man  ein  Drehungspaar  oder  eine  Dreh- 
kraft, weil  sich  bei  demselben  kein  Punkt 
auffinden  lässt,  welchen  man  als  gemeinsamen 
Angriffspunkt  beider  betrachten  könnte  (siehe 
Erkl.  79)  und  da  P  =  Q,  so  ist  R  =  0, 
d.  h.  es  giebt  keine  Mittelkraft,  welche  beide 
zu  ersetzen  im  standeist;  folglich  kann  ein 
Körper  unter  Einwirkung  zweier  solcher 
Kräfte  eine  fortschreitende  oder  pro- 
gressive^) Bewegnng  nicht  annehmen; 
denn  treibt  ihn '  die  eine  Kraft  nach  vor- 
wärts, so  treibt  ihn  die  andere  gleich  stark 
zurück.  Vollständig  aufheben  können  sich 
beide  Kräfte  aber  auch  nicht,  denn  das 
würde  nur  der  Fall  sein,  wenn  ihre  Rich- 
tungen in  einer  geraden  Linie  lägen  (siehe 
Satz  4  in  Antwort  auf  Frage  II);  einige 
Punkte  des  Körpers  müssen  demnach  unter 
ihrer  Einwirkung  sich  nach  vorwärts,  andere 
nach  rückwärts  bewegen,  d.  h.  der  Körper 
muss  sich  drehen  oder  er  muss  rotieren.') 

M  Siebe  Erkl.  101. 
>)  Siehe  Brkl.  102. 


Frage  46.    Was  für  Kräftepaare  unter- 
scheidet man  nach  Art  der  Drehung? 

Figur  103. 


Antwort.  Hat  ein  Kräftepaar  das  Be- 
streben, die  Ebene,  in  der  sich  dasselbe  be- 
findet, in  der  Weise  zu  drehen,  wie  sich  der 
Zeiger  einer  Uhr  bewegt  oder  wie  man  einen 
Bohrer  in  das  Holz  dreht,  oder  wie  man 
die  Kaffeemühle  umdreht,  so  nennt  man  das- 
selbe rechtsdrehend  (siehe  Figur  102); 
bei  entgegengesetztem  Bestreben  heisst  das 
Paar  linksdrehend,  siehe  Figur  103. 


Klimpert,  Statik. 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Frage  46.   Was  versteht  man  unter  der 
£bene  und  unter  der  Achse  eines  Paares? 


Figur  104. 


m 


M 
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ErkL  103.  Da  zwei  gleich  grosse  entgegen- 
gesetzt gerichtete  Parallelkräfte  für  sich  allein 
ein  Kr&ftesystem  bilden,  welches  sich  nicht 
weiter  vereinfachen  l&sst,  so  müssen  dieselben 
als  einfache  Wirkungselemente  aufgefasst  und 
besonders  untersucht  werden,  gleichwie  früher 
die  Wirkungsweise  einzelner  Kräfte  mit  ge- 
meinschaftlichem Angriffspunkt  untersucht  wor- 
den ist. 


Antwort.  Die  Ebene,  in  welcher  die  bei- 
den das  Paar  bildenden  Parallelkräfte  liegen. 
heisst  die  Ebene  des  Drehnngspaares  oder 
die  Drehungsebene.  Errichtet  man  anf 
dieser  Ebene,  nach  der  Seite  des  Raumes, 
von  welcher  aus  das  Paar  als  ein  rechts- 
drehendes erscheint,  eine  Senkrechte  mn. 
versieht  diese  nach  der  angegebenen  Seite 
hin  mit  einer  Pfeilspitze  und  trägt  auf  der- 
selben so  viele  Längeneinheiten  ab,  als  die 
Momentzahl  M  des  Kräftepaares  angibt,  ^y 
nennt  man  diese  Normale  die  Achse  des 
Paares  und  das  begrenzte  Stack  derselbei 
das  Achsenmoment.  Da  durch  die  Grösse 
und  Richtung  der  Achse  die  Wirkung  des 
Kräftepaares  völlig  bestimmt  ist,  so  dürfen 
diese  Achsen  geradeso  als  geometrische  Re- 
präsentanten der  Kräftepaare  betrachtet 
werden,  wie  bisher  durch  gerade  Linien  von 
bestigimter  Richtung  und  Länge  (s.  Erkl.  11) 
die  einfachen  Kräfte  dargestellt  wurden.  Die 
Achse  eines  Kräftepaares  kann  man  sich  in 
jedem  Punkt  seiner  Ebene  errichtet  denken. 
sie  soll  aber  eine  solche  Lage  haben,  dass 
für  eine  an  der  Achse  stehende  Person  die 
Drehung  auf  eine  bestimmte  Weise  mög- 
lich ist. 


Frage  47.  Was  lässt  sich  von  dem  Be- 
wegnngsvermögen  eines  jeden  Kräftepaares 
behaupten? 


Figur  105. 
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Antwort.  Ein  jedes  Kräftepaar  ist 
bestrebt,  eine  drehende  Bewegung  za 
erzeugen  und  ist  somit  nicht  im 
Gleichgewicht. 

Beweis.  Wäre  das  Kräftepaar  FQ,  siehe 
Figur  105,  im  Gleichgewicht,  so  mOsste  der 
Körper,  auf  welchen  dasselbe  einwirkt,  in 
Ruhe  bleiben.  Denkt  man  sich  nnn  zwischen 
A  und  B  einen  festen  Punkt  N  nnd  fQgi 
rechts  und  links  von  demselben  die  Kräfte 
R  und  S  bei,  von  denen  R  i£  A  und  S  in 
M  angreift,  so  würde,  wenn  SM  =  NÄ  und 
R  =  S  =  P  =  Q  und  R  und  S  parallel 
Q  ist,  die  Resultante  von  R  und  S  in  X 
angreifend  durch  diesen  festen  Punkt  auf- 
gehoben, also  der  Körper  auch  jetzt  noch 
in  Ruhe  bleiben,  was  aber  unmöglich  ist. 
denn  P  wird  durch  R  aufgehoben  und  die 
übrigbleibenden  Kräfte  S  und  Q  haben  eine, 
zwischen  beiden  in  ihrer  Mitte  liegende 
Resultante  T  =  S  -H  Q,  welche  eine  Drehung 
des   Körpers    um   N    hervorbringen    muss. 


Ueber  Kräftepaare  im  allgemeineo. 
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Erkl.  104.  Den  in  nebenstefaender  Antwort 
aufgestellten  Satz  über  das  Gleichgewicht  Ton 
Kr&ftepaaren  kann  man  an  folgenden  Beispielen 
erläutern : 

1).  £in  Kreisel,  siehe  Fignr  106,  der  dnrch 
Abziehen  einer  Schnur  oder  darch  Peitschen- 
hiebe in  Bewegung  gesetzt  wird,  erhält  seine 
Rotation  durch  ein  Kräftepaar.  Es  wirke  z.  B. 
im  Punkt  A  tangential  an  der  horizontalen 
Scheibe  die  wagerechte  Kraft  P,  man  kann 
dann  in  Punkt  B,  Vel eher  A  diametral  gegen- 
überliegt, parallel  mit  AP  zwei  neue  Kräfte 
BQ  und  BQt  anbringen,  deren  jede  =  V2I* 
ist  und  welche  unter  sich  entgegengesetzt  ge- 
richtet  sind.  Am  Kreisel  wird  dadurch  nichts 
isreändert,  weil  die  neuen  Kräfte  sich  gegensei- 
tig aufheben. 

Denkt  man  sich  die  gegebene  Kraft  P  in 
zwei  gleiche  Teile  zerlegt,  so  lässt  sich  die 
eine  Hälfte  von  P  mit  Q  zu  einer  Besultante 
R  zusammensetzen,  welche  [nach  Erklärung  77 

Satz  1]   in  der  Mitte  C  von  AB,  also  in  der 

Achse  des  Kreisels  angreift  und  deren  Grösse: 

R  =  VjP  +  Q  ==  P  »*• 

Ausser  dieser  Mittelkraft  R  wirkt  dann  noch 
auf  den  Kreisel  das  Kräftepaar,  bestehend  aus 
^^>P  und  Qj.  Die  Kraft  R  wQrde  allein  eine 
fortschreitende  Bewegung  des  Kreisels  veran- 
lassen. Lässt  man  nun  den  Kreisel  in  zwei 
Zapfen  laufen,  so  wird  die  Kraft  R  aufgehoben 
und  der  Kreisel  beschreibt  nur  eine  rotierende 
Bewegung,  deren  Ursache  das  allein  wirksame 
Kräftepaar  ist. 


Folglich  kann  P  mit  Q  nicht  im  Gleichge- 
wicht sein. 

Da  ein  Kräftepaar  nicht  im  Gleichgewicht, 
aber  auch  ohne  Resultante  ist,  so  gibt  es 
neben  der  Zurückführung  der  Kräfte  auf 
eine  Resultante  und  dem  Gleichgewicht  der 
Kräfte  noch  eine  dritte  Möglichkeit:  die 
Zurückführung  auf  ein  Kräftepaar. 


Figur  106. 


Q.i 


Figur  107. 


2).  Ganz  ähnlich  ist  der  Fall,  wenn  bei  einem  p 
Eahn,  siehe  Figur  107,  jedes  Ruder  A  und  B  l. 
mit  einer  Kraft  P  parallel  zu  der  Längsachse 
des  Kahns  und  in  gleicher  Richtung  gegen  das 
Nasser  wirkt.   Es  setzen  sich  alsdann  die  bei- 
den Kräfte  P  und P  zu  einer  Resultante  R  =  2P 

zusammen,  die  in  der  Mitte  C  von  A  B  angrei- 
fend, den  Kahn  vorwärts  treibt.  Wirkt  aber 
nur  ein  Ruder  A  allein,  so  denke  man  sich, 
zur  Beurteilung  der  Bewegung  in  G  zwei  neue, 
(gleich  grosse  aber  entgegengesetzt  gerichtete 
Kräfte  P,  und  P;,  angebracht,  die  sich  gegen- 
seitig aufheben  und  daher  auf  die  Bewegung 
des  Kahns  keinen  Einfluss  ausüben.  Es  unter- 
liegt alsdann  der  Kahn  der  Wirkung  einer  Kraft 
P,,  welche  ihn  vorwärts  treibt,  und  der  Wir- 
kung eines  Kräftepaars  P,  und  P^,,  welches 
seine  Spitze  nach  der  Seite  dreht. 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


b.  Ueber  die  Yeränderungen,  welehe  man  an  Erilftepaaren  Tomehmen  kani^ 

ohne  dass  die  Wirkung  derselben  geändert  wird. 


Frage  48.  Welche  Veränderangen  kann 
man  in  Bezug  anf  die  absolute  Lage  eines 
Kräftepaares  vornehmen,  ohne  dass  die  Wir- 
kung desselben  geändert  wird? 


Figur  108. 


^A 


.Erkl.  105.  Zum  Nachweis  der  Richtigkeit 
der  Sätze  über  die  Drehungspaare  benutzt  mau 
am  zweckm&ssigsten  den  Satz,  dass  man  zu  den 
auf  einen  Körper  wirkenden  Kr&ften  beliebig 
viele  andere,  welche  miteio ander  im  Gleichge- 
wicht stehen,  hinzufügen  oder  auch  von  ihnen 
wegnehmen  darf,  ohse  den  Bewegungszustand 
zu  ändern. 


Antwort.  Jedes  Kräftepaar  kasa 
man,  ohne  dass  die  Wirkung  dessel- 
ben geändert  wird,  auf  beliebige 
Weise  parallel  mit  sich  selbst  fort- 
rücken, und  zwar  sowohl  in  der 
Eb.ene  des  Kräftepaars  als  anch  aus 
ihr  heraus,  vorausgesetzt,  dass  sich  die 
neuen  Angriffspunkte  an  demselben  starren 
Körper  befinden. 

Beweis.  Es  sei  äh  der  Hebelarm,  P  und 
P^  seien  die  Kräfte  eines  in  der  Fläche  des 
Papieres  liegenden  Kräftepaars,  s.  Fig.lOB. 
Indem  man  dasselbe  parallel  mit  sich  selbst 
fortschiebt,  gehe  sein  Hebelarm  iu_c^  über, 
welche  Linie  parallel  und  gleich  ab  ist,  und 
in  der  Fläche  des  Papiers  oder  auch  ausser- 
halb desselben  liegen  kann,  aber  mit  ah  in 
starrer  Verbindung  stehen  mnss.  Man  füge 
jetzt  in  c  die  beiden  Kräfte  P,  und  P^,  in 
d  die  beiden  Kräfte  P,  und  P5  hinza,  welche 
sämtlich  mit  P  resp.  Pj  gleiche  Intensität 
haben  und  mit  denselben  parallel  laufen. 
Da  diese  4  Kräfte  miteinander  im  Gleich- 
gewicht stehen,  so  wird  durch  sie  in  dem 
Bewegungszustand  des  Körpers  nichts  ge- 
ändert, ah  cd  ist  aber  ein  Pärallelogranmi. 
Jessen  Diagonalen  ad  und  bc  einander  in 
Q<  halbieren.  Statt  Pi  und  P4  kann  mai: 
daher  eine  in  0  wirkende  gleichgerichtete 
mittlere  Kraft  +  R  =  Pi  +  P4  setzen  und 
ebenso  lassen  sich  die  Kräfte  P  und  P5  zs 
einer  in  demselben  Punkt  0  angreifenden 
Mittelkraft  —  R  =  —  (P  +  Pj)  zusammen- 
setzen. 

Die  Kräfte  -H  R  und  —  R  stehen  aber  im 
Gleichgewicht,  denn  sie  sind  einander  gleich 
und  wirken  in  demselben  Angriffspunkt  0  in 
entgegengesetzter  Richtung  (siehe  Satz  4  in 
Antwort  auf  Frage  11).  £s  bleiben  danc 
nur  die  Kräfte  Pg  und  P3  tlbrig,  welche 
demnach  dasselbe  wirken  müssen,  wie  die 
ursprünglich  vorhandenen  Kräfte  P  und  Pi. 
P2  und  P5  bilden  aber  dasjenige  Drehungs- 
paar, welches  man  durch  parallele  Ver- 
schiebung des  ursprünglich  vorhandenen  P 
undPi  erhalten  hat;  das  erstere  wirkt  genaa 
dasselbe  wie  das  letztere:  es  wird  also  durch 
die  parallele  Verschiebung  des  gegebenen 
Drehungspaares  in  seiner  Wirkung  nichts 
geändert. 


Ueber  die  Yer&DdeningeD,  weiche  man  an  Kr&ftepaaren  vornehmen  kann. 
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Frage  49.  Welche  Veränderungen  kann 
man  in  Bezog  auf  die  Lage  eines  Kräfte- 
paares zu  seiner  Achse  vornehmen,  ohne 
•dass  die  Wirkung  desselben  geändert  wird  ? 


Figur  109. 


ErU.  106.  Nach  Antwort  auf  Frage  48  kann 
man  jedes  Kr&ftepaar  parallel  mit  sich  selbst 
fortschieben  und  nach  Antwort  auf  Frage  49 
kann  man  jedes  Kr&ftepaar  in  seiner  Ebene  um 
den  Mittelpunkt  seines  Hebelarms  um  einen 
beliebigen  Winkel  drehen:  Man  kann  folg- 
lich ein  Kräftepaar  in  seiner  Ebene  in 
jede  beliebige  Lage  bringen.  Man  kann 
es  aber  auch  in  eine  mitseiner  ursprang- 
lichenEbeue  parallele  Ebene  verlegen 
und  ihm  in  dieser  wieder  jede  beliebige 
Lage  geben.  Man  kann  ihm  also  jede 
Lage  geben,  in  welcher  seine  Achse 
ihre  frühere  Richtung  beibehält,  Tor- 
ausgesetzt^  dass  die  Punkte,  in  denen  die  Kräfte 
in  ihren  neuen  Lagen  wirken,  mit  den  früheren 
Angriffspunkten,  Oberhaupt  mit  dem  ganzen 
Körper  in  starrer  Verbindung  stehen.  Auch 
musB  das  Kräftepaar  in  allen  Lagen,  welche 
man  ihm  ffibt,  den  Körper,  auf  den  es  wirkt, 
in  demselben  Sinn  zu  drehen  suchen. 


Antwort.  Jedes  Kräftepaar  kann 
man,  ohne  dass  die  Wirkung  dessel- 
ben geändert  wird,  nm  den  Mittel- 
punkt seines  Hebelarms  oder  um 
seine  Achse  in  seiner  Ebene  um  einen 
beliebigen  Winkel  drehen,  vorausge- 
setzt, dass  die  neuen  Angriffspunkte  sich  an 
demselben  starren  Körper  befinden. 

Beweis.  Es  sei,  siehe  Fig.  109,  ab  der 
Hebelarm  des  Kräftepaares  P  und  P^ ;  durch 
eine  Drehung  desselben  in  seiner  ^bene  um 
den  Punkt  0  in  der  Mitte  von  ab  nehme 
sein  Hebelarm  die  Lage  cd  an.  Man  füge 
in  c  die  Kräfte  P,  nnd  P4,  in  d  die  Kräfte 
P3  nnd  P5  hinzu,  welche  in  der  Ebene  des 
Kräftepaares  liegen,  senkrecht  gegen  cd  ge- 
richtet und  sämtlich  gleich  P  resp.  P^  sind. 
Da  diese  Kräfte  im  Gleichgewicht  sind,  so 
wird  durch  sie  au  der  Wirkung  des  ursprüng- 
lich vorhandenen  Paares  nichts  geändert. 
Die  Kräfte  P  nnd  P4  denke  man  sich  an 
dem  Durchschnittspnnkt  e,  nnd  die  Kräfte 
P^  nndPg  an  dem  Durchschnittspnnkt  f  ihrer 
Richtungen  angebracht.  Die  Linie  oe  hal- 
biert die  Winkel  aoc  nnd  aec;  die  Linie 
of  desgleichen  die  Winkel  bod  und  bfd]  oe 
und  of  liegen  daher  in  einer  geraden  Linie. 
Die  beiden  in  e  wirkenden  Kräfte  P  nnd  P4 
geben  eine  Besultante  r,  welche  den  Winkel 
zwischen  P  nnd  P4  halbiert,  deren  Richtung 
also  die  Verlängerung  von  öe  ist;  ebenso 
geben  die  beiden  in  f  wirkenden  Kräfte  P 
und  P5  eine  mittlere  Kraft  fj,  deren  Rich- 
tung die  Verlängerung  von  of  bildet. 

Die  beiden  letzten  Kräfte  r  und  r^  sind 
aber,  als  Mittelkräfte  gleicher  Seitenkräfte, 
welche  gleiche  Winkel  miteinander  bilden, 
gleich;  sie  wirken  einander  in  gerader  Linie 
entgegen  nnd  stehen  mithin  im  Gleichge- 
wicht. Dasselbe  gilt  also  auch  für  deren 
Komponenten  P,  P^,  P4  nnd  P5.  Lässt  man 
letztere  weg,  so  erhält  man  statt  der  anfäng- 
lichen Kräfte  P  nnd  Pi  die  andern  P2  und 
P„  also  dasjenige  Kräftepaar,  welches  aus 
dem  anfänglichen  durch  die  in  Rede  stehende 
Drehung  entstanden  ist. 


Frage  50.  Welche  Veränderungen  lassen 
sich  mit  der  Länge  des  Hebelarms  resp.  ' 

mit  den  Kräften  eines  Kräftepaares  vor-  Antwort.  Man  kann  die  Kräfte  eines 
nehmen,  ohne  dass  dessen  Wirkung  geändert  Drehnngspaares,  bei  entsprechender 
wird?  Verlängerung  seinesHel^elarms  durch 

solche  von   beliebiger   Grösse   er- 
setzen, ohne  seine  Wirkungzuändern. 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  KOrper. 


Figur  110. 
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ErkL  107.  Soll  ein  Kräftepaar  darch  ein 
anderes  mit  der  ArmlAnge  1  ersetzt  werden, 
so  sind  an  diesem  Er&fte  anzubringen,  welche 
gleich  den  Momenten  des  ursprünglichen  Paa- 
res sind.  Ein  Eräftepaar  mit  der  Armlänge  1 
heisst  ein  reduziertes  Kräftepaar. 


Erkl.  108.  Mit  Hilfe  der  in  Antw.  der 
Fragen  48,  49  und  50  entwickelten  Sätze  ist 
es  möglich,  sämtliche  auf  einen  starren  Kör- 
per wirkende  Ejräftepaare  durch  ein  einziges 
zu  ersetzen.  Zunächst  gebe  man  allen  den 
Hebelarmen  die  Länge  1,  so  dass  ihre  Mo- 
mente durch  die  an  ihnen  wirkenden  Kräfte 
dargestellt  werden.  Diejenigen ,  welche  in 
parallelen  Ebenen  wirken,  kann  man  darauf 
in  einer  und  derselben  Ebene  so  zusammen- 
legen, dass  sie  einen  und  denselben  Hebelarm 
erhalten;  sie  vereinigen  sich  zu  einem  Dreh- 
ungspaar, dessen  Moment  man  findet,   wenn 


Beweis.  Es  sei-  in  Figor  110  ab  der  He- 
belarm des  Paares  P  nnd  P^.  Man  ver- 
längere ah  um  Sc  and  lasse  in  b  senkreekt 
za  6c  die  beiden  Kräfte  Q  nnd  Q,  und  ine 
ebenfalls  senkrecht  auf  hc  die  beiden  Krifie 
Q^  und  Q3  nach  entgegengesetzten  Rich- 
tungen wirken.  Sind  Q,  Qx,  Q2  und  Q,  un- 
tereinander gleich ,  übrigens  aber  von  b^ 
liebiger  Grösse,  so  wird  dadurch  der  B^ 
wegnngsznstand  des  Körpers  nicht  geändert, 
indem  Q  und  Q,,  sowie  Qx  und  Q,  einander 
das  Gleichgewicht  halten.  Die  beiden  Kräfte 
P  und  Q3  geben  eine  mittlere  Kraft  r,  welche 
mit  ihnen  gleichgerichtet  nnd  deren  Inten- 
sität: 

r  =  P-+-Q,    ist. 

Nach  Antw.  auf  Frage  22  ist  b  ihr  An- 
griffspunkt, wenn: 

P.5"&  =  Q3.&C 
genommen  wird. 
Die  Kräfte: 

r  =  P  +  Q3    und   P1  +  Q2 
fallen  aber  weg,  da: 

r  =  P1  +  Q2  =  P  +  Qs    ist. 

Es  bleiben  somit  nur  noch  die  Kräfte 
Q  und  Q(  ttbrig,  welche  dasselbe  wirkec 
müssen,  wie  die  anfänglich  vorhandenen  P 
und  Px,  d.  h.  nur  unter  der  oben  erwähntes 
Voraussetzung,  dass: 

P .  ifr  =  q^.bc 

Q  nnd  Qx  bilden  ein  Kräftepaar,  welches 
nach  Antwort  auf  Frage  48  nnd  49  in  jede 
beliebige  Lage  gebracht  werden  kann. 

Da  nach  Antw.  anf  Frage  43  das  Prodokt 
aas  Kraft  mal  Arm  das  statische  Moment 
des  Kräftepaares  genannt  wird,  so  ergibt 
sich  folgender  allgemeine  Satz: 

Jedes  auf  einen  starren  Körper 
wirkende  Kräftepaar  kann  darch  ein 
anderes  auf  denselben  Körper  wir- 
kendes ersetzt  werden,  dessen  Mo- 
ment dem  des  ersten  gleich  und  des- 
sen Achse  mit  der  des  ersten  gleich- 
gerichtet ist. 


Ueber  die  Bedingaogen  des  Gleichgewichts  an  Kräftepaaren. 
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man  die  Momente  der  Einseipaare  addiert 
oder  subtrahiert ,  je  nachdem  sie  nach  der- 
selben Seite  oder  nach  entgegengesetzten  Sei- 
ten zu  drehen  suchen.  Bezeichnet  man  die 
rechts  drehenden  Paare  mit  -|-,  die  links  dre- 
lienden  mit  — ,  so  ist  das  resultierende  Moment 
gleich  der  algebraischen  Summe  der  Momente 
der  einzelnen  Paare. 

Liegen  zwei  Paare  in  nicht  parallelen  Ebe- 
nen f  g  und  hi  (in  Figur  111),  so  lege  man 
sie  an  der  Durchschnittslinie  der  beiden  Ebe- 
nen so  zusammen,  dass  sie  einen  und  den- 
selben Hebelarm  ab  =  1  erhalten.  Die  beiden 
Kräfte  P  und  Q  geben  alsdann  die  Resultante 
II  und  die  beiden  Kräfte  Pi  und  Qt  die  Re- 
sultante R^;  man  erhält  auf  diese  Weise  ein 

Drehungspaar,  dessen  Hebelarm  ah  und  des- 
sen Kraft  R,  dessen  Moment  mithin  =  a  & .  R 
und  dessen  Ebene  a&R  ist.  Sind  mehrere 
solcher  Drehungspaare  yorhaoden ,  so  kann 
man  sie  nach  und  nach  vereinigen,  bis  man 
ein  einziges,  sie  alle  ersetzendes  erhält.  Man 
kann  mithin  schliesslich  alle  auf  einen  Körper 
wirkenden  Kräftepaare  zu  einem  einzigen  sich 
-vereinigt  denken. 


Figur  111. 


c.   lieber  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  von  Kräftepaaren,  die  in 

ein  und  derselben  Ebene  wirlten. 

Frage  51.    Welche  Fälle  kann  man  hin- 
sichtlich der  Grösse  und  gegenseitigen  Lage       Antwort.    Hinsichtlich   der  Gii^sse   und 
zweier  Ejräftepaare  in  derselben  Ebene  nn-  gegenseitigen  Lage  zweier  Kräftepaare  in 
terscheiden?  derselben  Ebene  kann  man  folgende  Fälle 

unterscheiden: 

1).  die  Kräftepaare  sind  gleich  gross, 
oder: 

2).    „  „  „     ungleich  gross. 

Im  ersten  Falle  können  die  Kraftrich- 
tungen der  Paare  ineinander  fallen,  in  jedem 
der  beiden  Fälle  können  sich  ferner  die 
Kräftepaare  schneiden  oder  parallel  liegen. 


Frage  52.  Wenn  sind  zwei  gleich 
grosse  Kräftepaare  derselben  Ebene  im 
Gleichgewicht? 


Q 


Figur  112. 
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Antwort.  Zwei  gleich  grosse  Kräfte- 
paare, die  entgegengesetztes  Dre- 
hungsbestreben haben  und  in  einer 
Ebene  liegen,  halten  sich  das  Gleich- 
gewicht. 

'  Beweis  a.  Fallen  die  Kraftrichtungen 
der  Paare  ineinander,  so  wirken  an  jedem 
Angriffspunkt  äh  des  gemeinsamen  Hebel- 
armes, siehe  Figur  112,  zwei  gleich  grosse 
Kräfte  nach  entgegengesetzten  Richtungen. 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körptr. 


Figur  113. 


Erkl.  109.  Ein  Grundsatz  der  Statik  lautet: 
Wenn  zwischen  mehreren  auf  einen  Körper 
wirkenden  Kr&ften  Gleichgewicht  stattfindet» 
und  eine  Anzahl  derselben  für  sich  im  Gleich- 
gewicht ist,  so  herrscht  auch  zwischen  den 
übrigen,  für  sich  genommen,  Gleichgewicht. 

Folgerungen:  1).  Zwei  Systeme  von  Kräf- 
ten (Q  und  S),  deren  jedes  mit  einem  dritten 
P  im  Gleichgewicht  ist,  sind  von  gleicher  Wir- 
kung, und  umgekehrt: 

2),  Sind  zwei  Systeme  (P  und  S)  gleichwir- 
kend, so  ist  mit  jedem  dritten  System  (Q)  mit 
welchem  das  eine  (F)  das  Gleichgewicht  hält, 
auch  das  andere  (S)  im  Gleichgewicht,  d.  h. 
gleichwirkende  Systeme  können  in  Bezug  auf 
das  Gleichgewicht  für  einander  gesetzt  werden. 

3).  Zwei  Systeme  (Q  und  S),  deren  jedes 
einem  dritten  (P)  gleichwirkend  ist,  sind  es 
auch  unter  sich. 


Die  Wirkung  derselben  ist  (nach  Satz  4  k 
Antwort  anf  Frage  11)  gleich  Null,  daher 
auch  die  Wirkung  der  gegebenen  Paare  P 
P^  und  QQi  gleich  Null. 

Beweis  b.  Schneiden  sich  die  Kräfte- 
paare,  so  entsteht  bei  entsprechender  Ter 
längerung  der  Kraftlinien  als  Durchschniüs- 
figur  ein  Rhombus,  da  nach  der  Toniis- 
setzung  die  Kräftepaare  gleich  gross  iM. 
also  auch  gleiche  Breite  (oder  gleichen  Ann 
haben.  Für  die  beiden  Kräfte,  in  a  wirk- 
sam gedacht,  bestimme  man  die  Resultante 
R.  Diese  liegt  der  Richtung  nach  in  de: 
Diagonale  des  Rhombus ,  siehe  Figar  113 
Far  die  Kräfte  in  b  bestimme  man  ebec- 
falls  die  Resultante  Ri;  letztere  ist  gleicl; 
R,  aber  dieser  ersten  Mittelkraft  gerade 
entgegengesetzt  gerichtet.  Es  heben  sid 
demnach  (Satz  4,  Frage  11)  diese  beider 
Resultanten  auf,  weshalb  auch  die  Wirko&e 
der  gegebenen  Paare  =  0  sein  muss. 

Beweis  c.  Liegen  die  Paare  PP  uoi 
Q  Q  parallel,  so  bilde  man  sich  zwei  Paare 
P^P^  und  QiQp  welche  den  gegebenen  gleicli 
sind,  entgegengesetztes  Drehangsbestrebe: 
haben  und  sich  schneiden,  siehe  Figor  lU 
Dieselben  sind  nach  Beweis  b.  unter  sicli 
im  Gleichgewicht  und  werden  zu  den  gege- 
benen Paaren  in  eine  dieselben  schneidende 
Lage  gebracht,  den  ursprünglichen  Znstanc 
nicht  ändern.  Nach  Beweis  b).  ist  das 
Kräftepaar  PP  mit  Q^Qi  im  Gleichgewicbi 
ebenso  QQ  mit  Pt?!,  daher  mOssen  aach 
PP  und  QQ  einander  aufheben,  da  PiP. 
und  QiQi  für  sich  im  Gleichgewicht  sind.  > 

Aus  obigem  Gesetz  folgt,  dass  die  Lage 
zweier  Kräftepaare  in  einer  Ebene  ohce 
Einfluss  auf  die  Wirkung  derselben  ist,  and 
dass  man  somit  jedes  Paar  in  seiner  Ebene 
beliebig  verschieben  kann. 


1)  Siehe  Erkl.  109. 


Ueber  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  an  Krftftepaaren. 
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Frage  63.  Unter  welchen  Bedingungen 
sind  zwei  Eräftepaare  derselben  Ebene, 
deren  Arme  ungleich  gross  sind,  im 
Oleichgewicht? 


Figur  115. 


Erkl.  110.  W&ren  die  Richtungslinien  sämt- 
licher Tier  gegebenen  Er&fte  parallel  gewesen, 
80  würde  man  je  zwei  gleich  gerichtete  durch 
ihre  Mittelkraft  ersetzen  und  als  Drehpunkt 
für  das  statische  Moment  der  einen  Mittelkraft 
irgend  einen  Punkt  in  der  Richtungslinie  der 
andern  wählen  können.  Da  auch  fQr  die  Mit- 
telkraft von  zwei  gleichgerichteten  Kräften  das 
Gesetz  der  statischen  Momente  gilt,  so  wQrde 
das  im  Qbrigen  mit  dem  Torigen  übereinstim- 
mende Beweisverfahren  ergeben,  dass  auch  in 
diesem  Falle  die  beiden  Mittelkräfte,  folglich 
auch  die  beiden  Kräftepaare  einander  im  Gleich- 
gewicht halten. 


Antwort.  Zwei  in  einer  und  der- 
selben Ebene  wirkende  ungleich 
grosse  Kräftepaare  sind  im  Gleich- 
gewicht, wenn  bei  entgegengesetzter 
Drehrichtung  sich  deren  Kräfte  um*- 
gekehrt  wie  ihre  Arme  verhalten, 
oder  wenn  sie  gleicheMomente  haben. 

Beweis.  Es  seien  in  Figur  llö  P  und 
Q  die  in  a  und  h  angreifenden  Kräfte  des 
einen,  P^  und  Q^  die  in  c  und  d  angreifen- 
den Kräfte  des  andern  Paares  und  die  Dreh- 
richtung beider  Paare  verschieden,  so  ver- 
lege man  P  und  Q  nach  den  beiden  Durch- 
schnittspunkten m  und  n  mit  den  Richtungen 
Pj  resp.  Qp  so  dass  mE  =  P  und  ^F  =  Q 
wird;  mache  ferner  mK=  P^  und  nG  =  Q^ 
und  setze  die  Kräfte  zu  den  Resultanten  R 
und  R|  zusammen.    Ist  nun: 

P .  oft  =  P^ .  c5 

so  liegen  Rm  und  R^n   in  einer  Geraden, 
sind  einander  gleich  und  heben  sich  auf. 

Dass  Rm  parallel  R^n  ist,  folgt  ausjier 
Kongruenz  der  Parallelogramme  G  F  lind  £  K. 

Zieht  man  nun  m'n,  _verläng^t  mK  bis 
zum  Durchschnitt  f  mit  SF  und  nXj^  bis  zum 
Durchschnitt  g  mit  Pm,  so  ist  fg  ein  Pa- 
rallelogramm ,  ^aher  2if=2ig  und  wenn 
mi  senkrecht  nF  und  mt  senkrecht  dg  ge- 
zogen wird,  dann  ist: 

/_,m fs  ÖN5  ^mt g 
folglich : 

oder: 


mfims  —  m  g  :  mt 

~     ~~         ~    c~d 


mfiab =  mg 
da  aber  infolge  der  Voraussetzung: 
Pi :  oT  —  P  :  7ä 

mfiFi  —  mg  :  P 
~arf:Yn  =  wTKiiTK 

2if    -  4  K 
£^mfn  ÖS9  /^  RywK 

4;riwK  =  2if^^n 

demnach  ist  RmnR^  eine  Gerade,  weil 
fmk  eine  Gerade  ist. 

Da  endlich  nR^  parallel  «nR^,  so  liegt 
auch  ttR  in  der  Geraden  Rmn. 

Die  beiden  gleichen  Resultanten  R  und 
R( ,  zu  welchen  .sich  die  gegebenen  Kräfte 
zusammensetzen  lassen,  heben  sich  also  ge- 
genseitig auf,  folglich  stehen  auch  die  ge- 
gebenen Drehungspaare   im  Gleichgewicht. 


so  folgt: 
oder: 

Da  nun: 

so  ist: 

daher : 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


d.  lieber  Eräftepaare  In  parallelen  Ebenen. 


Frage  54.  Unter  welchen  Umständen 
halten  sich  Kräftepaare  in  parallelen  Ebe- 
nen das  Gleichgewicht? 


Figur  116, 


K^ 


Erkl.  111.  Da  nach  diesem  Gesetz  die  Eot- 
fernuDg  der  heideo  fest  Yerbandenen  Ebenen 
I  and  II  auf  die  Wirkung  der  darin  liegenden 
Kräftepaare  keinen  Einfluss  hat,  so  folgt  daraus, 
dass  man  jedes  Kräftepaar  mit  seiner  Ebene 
parallel  verschieben  darf  und  daher  verschie- 
dene Kräftepaare,  die  in  fest  mit  einander 
verbundenen  parallelen  Ebenen  liegen,  in  der- 
selben Weise  zu  einem  resultierenden  Kräfte- 
paar vereinigen  kann,  als  ob  die  Kräftepaare 
in  derselben  Ebene  vorhanden  gewesen  wären. 
Aus  der  Verbindung  dieses  Satzes  mit  dem 
vorher  schon  bewiesenen  ergibt  sich  nunmehr 
der  Satz: 

Es  lassen  sich  heliebig  viele  Kräfte- 
paare, die  in  derselben  Ebene,  oder 
in  damit  fest  verbundenen  parallelen 
Ebenen  liegen,  jederzeit  zu  einem  resultie- 
renden Kräftepaar  vereinigen,  dessen  Moment 
gleich  der  algebraischen  Summe  der  Momente 
der  gegebenen  Kräftepaare  ist.  Umgekehrt 
lässt  sich  auch  jedes  beliebige  Kräftepaar  in 
eine  beliebige  Anzahl  von  Kräftepaaren  zer- 
legen, die  mit  den  gegebenen  in  derselben 
Ebene  oder  in  fest  verbundenen  parallelen 
Ebenen  liegen. 


Antwort.  Haben  Kräftepaare  in  pa- 
rallelen Ebenen  entgegengesetzte^ 
Drehnngsbestrehen  aber  gleiche  de- 
mente, so  halten  sie  sich  das  Gleich- 
gewicht. 

Beweis.  In  den  beiden  fest  miteinander 
verbundenen  parallelen  Ebenen  I  n.  II  siebe 
Fignr  116,  liegen  die  Kräftepaare  PP^  und 
QQp  Bringt  man  die  gegebenen  Paare  tof 
gleiche  Breite,  so  werden  die  Kräfte  wegen 
der  vorausgesetzten  Gleichheit  der  Momente 
sämtlich  einander  gleich. 

Die  beiden  Paare  verschiebe  man  nun  b 
den  beiden  Ebenen  derart,  dass  die  einzel- 
nen Kräfte  sich  in  paraUelen  Ebenen  be- 
finden und  schneide  die  Ebenen  I  und  II 
rechtwinklig  durch  zwei  neue  Ebenen  III 
und  IV. 

Es  wirken  dann  zwei  Kräfte  normal  zor 
Linie  ah,  deren  Resultante: 

R  =  P  +  Q  =  2P   ist, 

anderseits  wirken  die  beiden  andern  Kräfte 
Pf  Qi  normal  znr  Linie  cd  und  liefern  eben- 
falls: 

R^=P,>Q^  =  2P^ 

als  Mittelkraft. 

Beide  Resultanten  wirken  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen  in  der  darch  m  and » 
mit  den  Kräften  parallel  gehenden  Linie. 
heben  sich  also  auf,  weshalb  auch  die  or- 
sprtlnglich  gegebenen  Kräftepaare  im  Gleich- 
gewicht sein  müssen,  da  die  beiden  Kräfte 
R  und  R|  anstatt  der  Kräftepaare  gesetzt 
werden  dürfen. 


Ueber  Kr&ftepanre  in  nicht  pkrallelen  Ebenen. 


Figur  117. 


p.  Veber  zvei  Kräftepsare  in  nicht  parallelen  Ebenen. 

Frage  55.  Welche  Verändernngen  lassen 
sich  mit  zwei  Kräftepaareu,  die  in  nicht  pa- 
rallelen Ebenen  liegen  (oder  die  Tenchiedene       Antwort.  Zwei  Kräftepaare  in  nicht 
Achsenrichtong haben)  Tomehmen,  ohne  dass   parallelen  Ebenen  lassen  sich  durch 
die  Wirkung  derselben  geändert  wird?  ejn  Kraftepaar  ersetzen,   dessen 

Kräfte  nach  Grösse  nnd  Richtung 
dargestellt  werden  durch  die  Diago- 
nalen der  beiden  Parallelogramme, 
deren  Seiten  von  den  nach  einem  ge- 
meiaschaftlicben  Arm  verlegten 
Kräften  der  gegebenen  Paare  gebil> 
det  werden, 

Beweia.  Es  seien  in  zwei  fest  miteinan* 
der  verbundenen,  sich  schneidenden  Ebenen 
II  nnd  llll,  siehe  Fig.  117  u.  118,  irgend 
zwei  Eräftepaare  gegeben. 

Dieselben  können  nnn  immer  so  verecho- 
ben  werden,  dass  die  Arme  beider  Paare 
in  die  DDrcbschnittslinie  der  Ebenen  fallen 
und  an  irgend  einem  beliebig  gewählten 
Stuck  ab  =  l  dieser  Linie  als  gemeinschaft- 
lichem Hebelarm  wirken,  nachdem  man  die- 
selben auf  die  gleiche  Breite  l  gebracht  hat, 
denn  innerhalb  einer  Drehnngsebene  kann 
(nach  froher  bewiesenen  Sätzen)  jedes  Krafte- 
paar beliebig  verschoben  und  durch  ein  an- 
deres Kräftepaar  von  gleichem  Moment  und 
gleicher  Drebuugsrichtung  ersetzt   werden. 

Die  an  dem  Endpunkt  a  wirkenden  beiden 
Kräfte  P,  und  Q,  können  alsdann  nach  dem 
Parallelogramm  der  Kräfte  zu  einer  Mittel- 
kraft R,  vereinigt  werden,  und  ebenso  die 
am  andern  Endpunkt  b  wirkenden  beiden 
Kräfte  P  und  Q  zur  Mittelkraft  R. 

Da  die  betreffenden  beiden  Kräfteparallelo- 
gramme sich  nnr  durch  die  entgegengesetz- 
ten Richtungen  der  gleicbliegenden  Seiten 
von  einander  unterscheiden,  so  haben  die 
beiden  Mittelkräfte  R  und  R,  gleiche  Grösse 
nnd  entgegengesetzte  Richtung,  bilden  also 
ein  Kraftepaar,  dessen  Moment: 

M  =  r;  ist. 

Dieses  Kräfte^&^r  liegt  in  einer  Ebene 
III III,  welche  mit  den  gegebenen  Ebenen 
die  Durchs chnittli nie  gemein  hat  und  welche 
mit  den  Ebenen  1 1  und  II II  dieselben  Win- 
kel bildet,  welche  die  beiden  Kräfte  P  und 
Q  mit  R  einschliessen.  Es  soll  nachgewie- 
sen werden,  dass  die  Diagonale  OC  des  aus 
den  Achsen  (siehe  Antw.  auf  Frage  46)  ÖD 
und  OB  der  beiden  gegebenen  Eräftepaare 
an  willkOrlich  gewählter  Stelle  gebildeten 
Parallelogramms  ED  diejenigen  Eigenschaf- 
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Erkl.  112.  Wenn  die  Konstruktion  des 
Achsenparallelogramms  zu  einem  richtigen 
Kesultat  fahren  soll,  so  ist  erforderlich  bei 
dem  Abtragen  der  Achsen  konsequent  nach 
einer  und  derselben  Methode  zu  verfahren,  um 
dadurch  gewisse  Zweideutigkeiten  zu  vermeiden, 
welche  sonst  überall  da  sich  einstellen,  wo 
von  der  Kichtung  einer  geraden  Linie  und 
von  der .  Richtung  einer  Drehbewegung  die 
Rede  ist.  In  der  Normalen  einer  Ebene  gibt 
es  —  wie  überhaupt  in  jeder  geraden  Linie  — 
zwei  entgegengesetzte  Richtungen,  und  muss 
daher  ein  für  allemale  festgestellt  werden,  nach 
welcher  von  beiden  Seiten  hin  die  Achse  eines 
gegebenen  Krftftepaares  allemal  abgetragen 
werden  soll. 

Die  Drehungsebene  jedes  Kr&ftepaares  teilt 
den  anendlichen  Raum  in  zwei  H&lften,  welche 
—  zwar  an  sich  unterschiedslos  —  doch  in- 
sofern unterschieden  werden  können,  als  die 
Beziehungen  der  Drehungsrichtung  des  Kräfte- 
paares ztt  diesen  beiden  Raumh&lften  verschie- 
den sind.  Diejenige  Raumhälfte  soll  in  Bezug 
auf  das  Kräftepaar  als  die  „positive"  bezeich- 
net werden,  von  deren  Punkten  aus  betrachtet 
die  demselben  entsprechende  Drehbewegung 
als  eine  von  links  nach  rechts  gerichtete  er- 
scheinen würde,  d.  h.  übereinstimmend  mit  der 
Drehungsrichtung  der  Zeiger  einer  gewöhn- 
lichen Uhr,  wie  sie  einem  von  der  Vorderseite 
aus  gegen  das  Zifferblatt  sehenden  Beobachter 
erscheint,  die  andere  als  die  negative.  Dem 
entsprechend  soll  als  die  positive  Richtung  der 
Normalen  jener  Drehungsebene  diejenige  be- 
zeichnet werden,  welche  aus  der  negativen 
in  die  positive  Raumhälfte  hineinführt. 

Figur  119. 


--<- 


>  + 


M 


M 


Wenn  von  irgend  einem  Punkt  0  aus  die 
Achse  eines  gegebenen  Kräftepaares  abgetragen 
werden  soll,  so  ist  es  an  sich  gleichgiltig,  nach 
welcher  von  beiden  Seiten  hin  —  ob  in  der 
Richtung  von  0  nach  M  oder  von  0  nach  N 
—  die  Länge  M  =  dem  Moment  des  Kräfte- 
paares abgetragen  wird  (Fig.  119);  da  es  in- 
dessen,  w^mehrere  Kräftepaare  gleichzeitig 


ten  besitzt,  welche  der  Achse  des  resL- 
tierenden  Kräftepaares  zukommen. 

Die  Linie  OD  ifit  die  Achse  des  E^äft^ 
paares  PP^,  steht  also  seDkrecht  zur  Ebee« 
II  und  bat  die  Länge  P .  ^;  die  Linie  6i 
stellt  auf  gleiche  Weise  ^)  die  Achse  de^ 
Kräftepaares  QQ^  dar,  steht  also  senkred: 
zur  Ebene  II II  und  hat  die  Länge  Q .  l 

Die  beiden  Parallelogramme  PQandDL 
sind  einander  ähnlich;  denn: 

1).  der  Winkel  er,  den  die  beiden  Ächsei 

OÜ  and  ÖE  einschliessen,  ist  gleich  de& 
Winkel  or,  den  die  beiden  Ebenen  II  im^ 
IUI  miteinander  bilden;^) 

2).  sind  die  Seiten  des  Parallelogramsi! 
D  E  sämtlich  Z-mal  so  gross,  als  die  gleicii- 
liegenden  Seiten  des  Parallelogramms  PQ. 

Die  Diagonale  ÖC  ist  daher  ebenfa]]^ 
Zmal  so  gross,  als  die  gleichliegende  Diag> 
nale  R  des  andern,  hat  demnach  die  Grösse 
R .  ^  und  die  Winkel,  welche  die  Diagonak 
de  mit  den  Seiten  ÖD  und  OE  bildet,  sind 
gleich  den  Winkeln,  welche  die  Ebene  IIIU: 
des  resultierenden  Kräftepaares  resp.  mit 
den  Ebenen  I  und  II  einschliesst. 

Hieraas  folgt,  dass  die  Linie  Ö^C  senk- 
recht zar  Ebene  des  resultierenden  Paai%§ 
steht,  dass  also  die  Diagonale  des  Achseß- 
Parallelogramms  nicht  nur  der  Grösse,  sod- 
dem  auch  der  Richtung  nach  die  Achse  des 
resultierenden  Paares  darstellt. 

Es  kann  nun  irgend  ein  Kräftepaar,  des- 
sen Ebene  senkrecht  zu  dieser  Achse  ol 
steht,  und  dessen  Momentzahl  gleich  der 
Längenzahl  dieser  Achse  ist,  als  Resultie- 
rende der  beiden  gegebenen  Kräftepaare 
betrachtet  werden,  voraasgesetzt,  dass  zri- 
sehen  der  Drehungsrichtang  dieses  Krafte- 
paares  and  dessen  Achsenrichtnng  dieselbes 
Beziehangen  stattfinden,  wie  zwischen  den 
Drehangsrichtangen  der  gegebenen  Kräfte- 
paare and  deren  Achsenrichtangen. 

Es  lassen  sich  also  die  Achsenmomente 
von  Kräftepaaren,  in  derselben  Ebene  oder 
in  verschiedenen  Ebenen  gelegen,  geradeso 
vereinigen,  wie  einfache  Kräfte  mit  gemein- 
schaftlichem Angriffspankt  zar  Bestimmsc: 
ihrer  Mittelkraft  benatzt  worden. 

Ist  a  der  Neigangswinkel  der  beiden  ge- 
gebenen Ebenen,  so  ergibt  sich  (nach  der 
früher  erörterten  Formel): 


R  ^-  y(p2-f-Qi  +  2P.Q. 


cos  a) 


M  Siehe  Erkl.  112. 
2)  Siebe  Erkl.  113. 


lieber  Kräftepaare  in  nicht  parallelen  Ebenen. 
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vorkommen,  erforderlich  ist,  alle  diese  Kr&fte- 
paare  in  übereinstimmender  Weise  zn  behan- 
dein,  so  empfiehlt  es  sich,  von  vornherein  für 
eine  dieser  beiden  Methoden  sich  zu  entschei- 
den ;  gewöhnlich  wählt  man  die  positiven  Rich- 
tnnd^en  der  Lote  als  Richtungen  der  Achsen. 
In  Fig.  119  ist  demnach  das  Stück  GM  =  M 
die  geometrische  Darstellung  der  Achse  des 
Kräftepaares  PP,.  Die  Achse  eines  entgegen- 
gesetzt drehenden  Eräftepaares  derselben  Ebene 
würde  in  der  Richtung  von  0  nach  N  hinab- 
zutragen  sein. 

Erkl.  113.  Ein  Satz  aus  der  Planimetrie  lautet: 
Zwei  Winkel,  deren  Schenkel  paarweise  auf- 
einander senkrecht  stehen,  so  dass  der  Schei- 
telpunkt des  einen  ausserhalb  der  Schenkel 
des  andern  Winkels  zu  liegen  kommt,  sind 
einander  gleich. 

Erkl.  114.  Bilden  die  beiden  Ebenen  der 
gegebenen  Eräftepaare  einen  rechten  Winkel, 
so  reduzieren  sich  die  nebenstehenden  Formeln 
auf  folgende: 

Rr  =  vwwTm^ 


wenn  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung 
mit  der  Länge  des  Hebelarms  l  multipliziert : 

R  i  =  V(p  ly + (QO' + 2  p  z  7q  z7c^8^ 

oder  bezeichnet  man  die  den  gegebenen 
Kräften  P  und  Q  ursprünglich  zugehörigen 
Hebelarme  mit  p  resp.  g,  sowie  den  Hebel- 
arm der  Resultante  mit  r,  so  ist: 

1).  .  .  Rr  =  V(Pi))*+(Q3)'+2P|>.Qg.co8ir 

*  Bezeichnet  man  die  Winkel ,  welche  das 
Achsenmoment  Rr  mit  den  Achsenmomenten 
Pjp  und  Qg  bildet  mit  ß  resp.  y  (s.Fig.  117), 
so  ist  (nach  dem  Satz,  die  Kräfte  verhalten 
sich  wie  die  Sinus  der  Winkel,  welche  je 
zwei  Kräfte  miteinander  bilden): 

2).  .  .  Pp :  Qg  :  Rr  =  sin  / :  sin  /} :  sin  « 

woraus  sich  die  Lage  des  resultierenden 
Achsenmoments  oder  die  zu  diesem  Achsen- 
moment senkrechte  Paarebene  bestimmt.  — 
Gleichgewicht  findet  hierbei  nicht  statt. 


3). 


cos  ß  = 
lund 
cos  y  = 


Rr 
Rr 


Erkl.  115.  Aus  dem  nebenstehend-  erör- 
terten Satz  über  die  Zusammensetzung  von 
Kräftepaaren  folgt  die  ümkehrung,  dass  sich 
jedes  Kräftepaar  in  zwei  andere  zerlegen  lässt, 
deren  Ebenen  sich  mit  der  von  Rr  in  derselben 
Linie  schneiden  und  die  unter  sich  den  Winkel 
(t  bilden.  Soll  aber  eine  derartige  Aufgabe 
bestimmt  sein,  so  müssen  ausser  dem  gege- 
benen Eräftepaar  Rr  noch  zwei  der  Grössen 
ß,  7,  Pjp  und  Qg  gegeben  sein. 


e.  lieber  mehr  als  zwei  Kräftepaare  in  nicht  parallelen  Ebenen. 


Frage  56.  In  welcher  Weise  lassen  sich 
beliebig  viele  Kräftepaare  in  fest  verbun- 
denen nicht  parallelen  Ebenen,  welche 
sämtlich  ein  und  dieselbe  Durch- 
schnittslinie haben,  zu  einem  einzigen 
Kräftepaar  vereinigen? 


Antwort.  Sollen  beliebig  viel  Kräftepaare 
in  fest  verbundenen  Ebenen  I,  II  und  III, 
welche  sämtlich  durch  dieselbe  Linie 
ab  gehen,  vereinigt  werden,  so  denke  man 
sich  in  einem  Punkt  0  dieser  Linie  sämt- 
liche Achsenmomente  konstruiert,  lege  in  der 
Ebene  derselben  durch  0  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  und  bestimme  die  Lage 
der  Achsenmomente  durch  die  Winkel  a  und  /?, 
welche  diese  mit  den  Koordinatenachsen 
bilden. 

Zerlegt  man  nun  die  Achsenmomente  der 
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Figur  12öi 


Erkl.  116. 
gewichts  ist 


Für  den  Zustand   des   Gleich- 

Rr  =  0 

M^ }  gleichzeitig  =  0, 
worin  Mos  das  Drehangsbestreben  um  die  X- 


oder: 


gegebenen  Kräfte  P^  2?p  V2P2'  ^sP^  •  •  •'  sieh? 
Figur  120,  die  mit  den  Achsen  die  Winke: 
«1  ßti  S  fti  S  ßs  bilden,  nach  Richtung  der 
Achsen,  so  erhält  man,  da: 

0  m  =  PiPi-  cos  «t 
On  =  P2P2  '^^s  «, 
0  *   =  T^p^ .  cos  «j 

in  Richtung  der  X-Achse  die  Komponenten: 

Pli'l  •  cos  «1  -|-  Pj  P2  .  cos  «2  +  P3  Ps  "  cos  C: 

deren  Summe  mit  Mo;  bezeichnet  werden  soL 
In  gleicher  Weise  ist,  da: 

Ow  =  "PiPi .  cos  ßi 
Ov  =  P2P2  •  C0S/S2 
Ou  =  PjPa.cosft 

ist,  die  Summe  der  Komponenten  in  Rich- 
tung der  Y-Achse  = 

Pi  pi .  cos  ßi  +  V2P2 .  COS  ß2  +  P3 JPa  •  cos  ß. 

deren  Summe  mitM^  bezeichnet  werden  soll. 

Hieraus  ergibt  sich  das  Moment  des  re- 
sultierenden Kräftepaares  oder  das  resul- 
tierende Achsenmoment: 

I.    .    .    .      Rr  =  V(Mic)'  +  (My)^ 

Nennt  man  die  Winkel,  welche  Rr  mit 
den  Koordinatenachsen  bildet,  X  und  fi,  sc* 

ist: 

R  r .  cos  >l  =  M.X 


Achse  und  Mi/  das  um  die  T- Achse  bezeichnet.   IL 


und 
B,r  ,coBfi  —  My 


Frage  57.  In  welcher  Weise  lassen  sich 
drei  Kräftepaare,  welche  in  drei  zueinander 
senkrecht  liegenden  Ebenen  wirken,  zu 
einem  einzigen  Kräftepaar  vereinigen? 


Antwort.  In  derselben  Weise,  wie  in  der 
Antwort  auf  die  vorige  Frage  56  die  aof 
zwei  zueinander  senkrechte  Ebenen  redu- 
zierten Kräftepaare  zu  einem  einzigen  ver- 
einigt wurden,  in  derselben  Weise  erhalten 
wir  aus  drei  Kräftepaaren,  welche  in  drei 
Ebenen  liegen,  von  denen  jede  za  den  bei- 
den andern  normal  ist,  das  Moment  des  re- 
sultierenden Kräftepaares. 

Heissen  die  Momente  der  drei  gegebenen 
Kräftepaare  üu,  Vv,  Ww,  so  erhalten  wir 
in  diesem  Falle,  analog  der  Gleichong  I). 
in  Antw.  auf  Frage  56  für: 

I Rr  =  V(ü  M)'  -t-  (Vt?)'  +  (W^y* 

indem  die  drei  Achsenmomente  die  Kanten 
eines  Parallelepipedons  bilden,  dessen  Dia- 


üeber  die  Yereinigung  verschiedener  Kräftepaare. 


143 


gonale  der  RichtuDg  und  Grösse  nach  das 
resultiereDde  Achsenmoment  Er  liefert. 
Erkl.  117.  Umgekehrt  lässt  sich  hiernach  Bezeichnet  man  die  Winkel,  welche  diese 
aach  jedes  Kr&ftepaar  vom  Moment  Rr  in  drei  Diagonale  mit  den  Kanten  bildet,  mit  (>,  a 
Krftftepaare  zerlegen,  deren  Ebenen  eine  solche  und  t,  so  bestimmt  sich  die  Lage  derselben 
Lage  haben,  dass  jede  derselben  auf  den  und  damit  auch  die  Lage  der  resultierenden 
beiden  andern  rechtwinkhg  steht.  Kräftepaarebene  durch  die  Gleichungen: 


IL 


R r . cos  ^  =:  Um 
R  r .  cos  er  =  V  f 
R  r .  cos  T  =   Wie 


Frage  58.  In  welcher  Weise  lassen  sich 
beliebig  viele  in  den  verschiedensten  Ebenen 
gelegene  Kräftepaare  vereinigen? 


Figur  121, 


IpJCnCCslji) 


Erkl.  118.  Waren  die  Kr&ftepaare  unter 
sich  im  Gleichgewicht,  dann  ist 

Rr  =  0 
oder: 

M  V  }  gleichzeitig  =  0 
M^  ) 

Hierbei  bezeichnet  Mx  das  Drehungsbe- 
streben  um  die  X-Achse  oder  in  der  YZ-£bene, 
M^  dasselbe  für  die  Y-Achse  oder  in  der  XZ- 
Ebene  und  Mz  bezieht  sich  auf  die  Z- Achse 
oder  auf  die  XY-Ebene. 


Antwort.  Sollen  beliebig  viele,  in  den 
verschiedensten  Ebenen  gelegenen  Kräfte- 
paare vereinigt  werden,  so  können  auch  in 
diesem  Fall  alle  diejenigen  Sätze  und  Re- 
geln angewandt  werden,  welche  beim  Kräfte- 
Parallelepipedon  für  die  Bestimmung  der 
Resultante  von  mehr  als  zwei  beliebig  ge- 
gebenen einfachen  Kräften  mit  gemeinschaft- 
lichem Angriffspunkt  entwickelt  wurden. 

Man  denke  sich  zunächst  die  Paarebenen 
mit  sich  parallel  verschoben,  bis  sie  sämt- 
lich durch  denselben  Punkt  0  gehen,  kon- 
struiere in  0  die  Achsenmomente,  lege  durch 
0  ein  dreiachsiges  rechtwinkliges  Koordina- 
tensystem, zerlege  jedes  Achsenmoment  nach 
Richtung  der  Koordinatenachsen  und  ver- 
einige die  so  erhaltenen  Komponenten  in 
den  Achsen  durch  algebraische  Addition. 

Wenn  also  mit  M,,  M, . . .  M,,  die  Momente 
der  gegebenen  Kräftepaare,  mit  li.fii,  y^... 
^n»  f^n^  ^n  die  Winkel  bezeichnet  werden, 
welche  deren  Achsenrii^htungen  mit  den  drei 
Koordinatenachsen  einschliessen,  so  erhält 
man,  analog  der  Entwickelung  in  Antwort 
auf  Frage  56  in  Richtung  der  X-,  Y-  und 
Z- Achse  die  resp.  Komponentensummen: 

Ma?  =  Ml .  cos  Ai+  M2 .  cos  ilj +•  •  •  M„ .  cos  l^^ 

My  =  Mi.cos^i+M2.cos^.^-[~«--M^-<5os^^ 

M  Z  =  M^  .  cos  V^  -j"  ^2  •  ^ÖS  ^2+'  •  •  Mn  •  ^^^  V^ 

Dann  ist  (mit  Bezug  auf  Figur  121)  das 
Achsenmoment  des  resultierenden  Kräfte- 
paares: 

1).   .   .     R  r  =  Y(Ux)^  +  (My)«  +  (M«)» 

Die  Lage  desselben  bestimmt  sich  durch 
die  Winkel  A,  ^,  r,  welche  es  mit  den  drei 
Koordinatenachsen  bildet,  und  wir  erhalten 
analog  den  obigen  Ausdrücken: 


2). 


\ 


R  r .  cos  A  =  M  X 


R  r .  cos  ^  =  M  ^ 
(    R  r .  cos  y  =  M  i 
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a).  Gelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  122.  Gegeben  ist  ein  Kräftepaar 
P  =  Pi  =  19  kg  und  sein  Arm  i?  =  56  cm,       AuflÖBung.   Das  Moment  des  gegebcDa 

sowie  zwei  parallele  Gerade  derselben  Ebene,  Paares  ist  56 .  19,  das  des  gesocbten  Paam 

deren  senkrechter  Abstand  40  cm  beträgt,  ist  40 .  x.  Es  besteht  demnach  flir  den  FlI 

Welches  sind  die  Kräfte,  die  in  letzteren  des  Gleichgewichts  die  Gleichung: 
wirkend  und  zu  einem  Paar  vereinigt,  dem  .q     __  ^q  jq 

gegebenen  Paar  das  Gleichgewicht  halten?  oder:  *  ~" 

56 .  19 

X  = 

40 

oder: 

X  =  26,6  kg 

d.  h.  es  ist  die  Kraft  des  Paares  von  der 
Breite  von  40  cm  =  26,6  kg  und  dies€i 
Paar  hält  dem  gegebenen  das  Gleichgewicht 
wenn  sein  Drehungsbestreben  dem  des  ge- 
gebenen Paares  entgegengesetzt  ist. 


Aufgabe  123.  Das  Kräftepaar  A  =  A*  = 
10  kg,  mit  dem  Arm  a  =  0,3  m  soll  durch       Anflösung.    Es  ist  in   diesem  Fall  die 
ein  anderes   ersetzt  werden,   dessen  Kraft  Breite  x  eines  zweiten  Kräftepaares  zu  er- 
B  =  2  kg  beträgt.  mittein,  dessen  stat.  Moment  dem  des  g^ 

gebenen  Paares  gleich  ist. 
*  Es  besteht  demnach  die  Gleichung: 

2  a;  =  10  . 0,3 
«  =  5  .  0,3 
X  =  1,5  m 

d.  h.  der  Arm  oder  die  Breite  des  zweiten 
Paares,  dessen  Kraft  B  ==  2  kg  beträgt 
ist  h  =  1,5  m. 


Aufgabe  124.  Die  Paare  A  a  =  18  kg .  0,22, 
B&  =  25  . 0,3  und  Co  =  29  . 0,15  derselben       Auflösung.    Die   gegebenen  Paare   siini 
Ebene  sollen   sämtlich  in  Paare  vom  Arm  sämtlich  in  Paare  von  der  Breite  0,25  aa- 
ß  =  0,25  m  verwandelt  und  dann  zusammen-  zuwandeln,  also  ist  für  jedes  derselben  eice 
gesetzt  werden.  neue  Kraft  x  zu  ermitteln.    Durch  Gleich- 

Setzung   der   stat.  Momente   entstehen  die 
drei  Gleichungen: 

18 .  0,22  =  a?i .  0,25 
25  . 0,30  =  X2 .  0,25 
29 .  0,15  =  xl .  0,25 
woraus  man  für: 

«i  =      Q25        ^^^^''    *i  ~  15,84  kg 

25  .  0,30       j  „^  ^^ , 

«2=— ^25—    ^^®^=    arj=  30,00  kg 

Xi  =  ^*25~"    ^^^^'    *»  ~  17,40  kg 
erhält.  Die  Summe  dieser  drei  Einzelkräfte: 
R  =  15,84  +  30,00  -f  17,40 
oder:       R  =  63,24  kg 

gibt  die  Kraft  des  neuen  Paares  von  der 
Breite  r  =  0,25  m. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansftthrliclie  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 
haltsverzeichnis der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und    portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gat  hrochiert,  am  den  sofortigen  and  dauern- 
den Oebraach  za  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  InhaltsyerzeichniSy  Berichtigangen 
und  Erklärangen  am  Schiasse  desselben. 

3).  Aaf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  za  dem  Abonnementspreise  von  2ÖPfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  karz  angedeateten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung  ftlr 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  ttberhaapt  aaf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  and  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aafgaben  in  Yollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  angelöster  analoger  Aaf- 
gaben  and  vielen  vortrefflichen  Figaren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  and  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Iiehrbuch 
sum  Selbststudium,  das  yortrefllichste  Nachschlagebuch  für  Fachleate  and 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Bachhandlangen  nehmen  Bestellangen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dmck  von  Oarl  Hammer  in  Stattgmxt. 


341.  Heft. 


Preis 
des  Heftes 

«5  Pf. 


Stat 

oder  die  Lehre  vom  Glei 

Körper  (Geost 
Forts.  V.  Heft  333.  —  5 

Mit  10  Figuren 


Ä<*<'-^! 


Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

Angabe  nod  EntflcUimg  der  benotzten  S&tze,  Formeln,  Regeln  In  Fragen  nnd  Antiorten 

erl&utert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 
der  Bechenlniiisty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sph&risclien 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  aUen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geodisie,  Nantik, 
mathemat.  Geographie,  Asfronomie;  des  Maschinen-,  Strafeen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brfleken*  n.  Hoehban's;  der  Konstmktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspeetiTe,  SchattenkOBstmktionen  etc.  etc. 

fttr 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lelirer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  riclitigen  und  erfolgreiclien 

Studium,  zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr«  Adolph  Kleyer^ 

Mathematiker,  vereideter  kOnigl.  prensi.  Feldmesser,  Tereideter  groash«  hessischer  Oeometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Krftfte. 


--    -1    ^^.-L 


!Statik 


oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper  (Geostatik) 

nach  System  Kleyer  bearbeitet 
von  R.  Klimpert,  Seminarlehrer  u.  Physiker  in  Bremen. 

Fortsetzung  v.  Heft  333.  —  Seite  145—160.   Mit  10  Figuren. 

Inhalt: 

Gelöste  und  ungelöste  Aufgaben  über  KrÄftepaare.  —  üeber  die  Zusammenaetsung  ron  Kräften ,  die  nach 
beUebigen  Kichtungen  in  einer  Ebene  wirken.  —  üeber  die  Zasammonsetsang  von  KrJLf ten ,  die  »»  be- 
liebig  vielen  Punkten  nach  den  verschiedensten  Riobtungen  im  Kaum  wirken.  —  Gelöste  Aufgaben  über 
die  Zusammen setaung  verschieden  gerichteter  Krftfte  in  einer  und  mehreren  Ebenen. 
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. .  Stuttgart  1887. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede    Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  H.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnllcbes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3-4 
Heften  zn  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlung  der  wichu 
sten  and  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Gesamtgebiete  der  Matbemallk,  Phjslt 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Masebinen-,  Strassen-,  Eiseahab-. 
Briieken-  und  Hochbaues,  des  könstrnktiTen  Zeiclinens  etc.  etc.  and  zwar  in  Tollstis^i/ 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figuren,  ErkUrnngen  nebst  Angabe  and  Entwlckeliiii^  k 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Löenii 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  and  alsdann  aach  alk 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Ix^ 
teln  angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezaglichen  gelösten  Aufgaben)  des  StadiereDdr. 
Qberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schalunterricht  benoüt 
werden  können.  —  Die  Lösungren  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  f&r  die  Hand  i» 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlosse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inlialtsvenelel' 
nls,  Berichtigangren  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreifende  Kapitel  zur  AoBfal>e 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natarwiEse: 
schaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  11.  Ord.,  gleich- 
berechtigten  höheren  Bürgerschulen,  Privatscbnlen,  Gjinnasien,  Realgxmnasiea,  Pn- 
gjmnasien,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksckila, 
Gewerbeschulen,  Handelssehnlen,  techn.  Yorbereitungsscbulen  aller  Arten,  gewerbliebe 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land^  und  Forstwissensehaftssctaaleii, 
Militärschulen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig-Frei- 
willige- nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  oi^ 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Anfgabec 
sammlang  immerwährend  an  ihre  in  der  Schale  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  eic 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösongeo  der- 
jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  PrQftangen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  asck 
die  flberaus  grosse  Fruehtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schal 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematiBcliRi 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Anfjgaben  zu  lösen,  die  g^ 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Teclinikern  nnd  Fachgenossen  aller  Art^  Müliiti 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  znr  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergeBseses 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Ben/^ 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  Qi<i 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschongen  gebfic- 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Bedaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  N&oec 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfuser, 
Dr.  Klejer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigtsf 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart  Die  Terlagshandlimg. 
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Aufgabe  125.  £s  sind  zwei  Kräftepaare 
gegeben,  deren  Ebenen  einen  rechten  Win- 
kel büden.  P  =  15  kg,  i>  =  0,7  m;  Q  = 
20  kg,  q  =  0,4  m.  Dieselben  sollen  durch 
ein  einziges  Kräftepaar  ersetzt  werden ;  wel- 
ches ist  die  Grösse  und  Richtung  desselben  ? 


1). 


HiliBrechniingen : 

Vl74,75  =  I .  log  174,25 
log  174,25  =      2,2411728.4- 

2 


log  Rr  =      1,1205864 

mithin : 

Dum-Iog  Rr  =  13,2 


ii). 


mithin: 

ß  =  520  41/  50« 


.  log  10,5  = 
—  log  13,2  = 

log  cos  ^  =      9,9006029—10 


1,0211893 
•1,1205864 


3). 


mithin: 

y  =  37°  18'  10- 


.      log8  = 
—  log  13,2  ^ 

log  cos  y  =      9,7825036—10 


0,9030900 
-1,1205864 


AaflÖBung.    Nach  der  in  der  Erkl.  114 
gegebenen  Formel  ist: 

Rr  =  V(Pi))»+(Qg)' 

oder   die  entsprechenden  Zahlenwerte  ein- 
gesetzt, so  ist: 

Rr  =  ViÖi5'+8^' 
(denn  15  .  0,7  =  10,5  und  20 . 0,4  =  8) 

^^®^-  Rr  ==  Vll0,25+64 

^^^'"-  Rr  =  Vr7472~5" 


oder: 


Rr  =   13,2      (>.  Hilfkreohn.  ]) 


Steht  nun  beispielsweise  eine  Kraft  von 
25  kg  zur  Yerfflgnng,  so  ist  der  Arm  des 
resultierenden  Krfiftepaares: 


oder: 


13,2 
r  =  — ^— 
25 


r  =  0,528  m 

zn  nehmen,  oder  ist  andernfalls  etwa  der 
Arm  z.  B.  0,85  m  gegeben,  so  mnss  an  dem- 
selben jederseits  eine  Kraft: 

m  9 

^  =   0785    =  l^'^«''« 
angreifen. 

Bezeichnet  man  die  Winkel,  welche  die 
Ebene  des  resultierenden  Paares  mit  den 
gegebenen  Ebenen  bildet,  mit  ß  resp.  r,  so 
ist  (nach  der  in  Erkl.  114  gegebenen  Formel): 


oder: 


COS/S  =  -^ 

^         Rr 
10,5 


cos/J  = 


13,2 


woraus : 

ß  =  52«  41' 50"    (•.  Hilfsrechn.  2) 

Desgleichen  ist: 

Rr 

8 


oder: 


cosy  = 
cosy  = 


13,2 


woraus  man  für: 

y  =   37»  18'  10*     (B.  Hilfwachn.  3) 

erhält,  wodurch  die  Richtung  der  Eb^ne  des 
resultierenden  Paares  bestimmt  ist. 


Aufgabe  126.  Zwei  Kräftepaare  P  = 
85  kg,  i?  =  2/3  m  und  Q  =  36  kg,  g  == 
Vom,  deren  Ebenen  einen  Winkel  von  62®  40' 
miteinander  bilden,  sollen  durch  ein  einziges 
Paar  ersetzt  werden.  Welches  ist  die  Grösse 
und  Richtung  desselben? 

Klimpert,  Statik. 


Aoflösung.  Das  Moment  des  ersten  Paares; 

Yp  =  85. 1 
oder; 


pp  =  56 :,- 


10 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Hilisrechnnngen : 


1). 


56f .  56|  = 
170.170 


170 .  170 
3.3 


=  28900  :  9  =  3211  9  : 
18.18    2.170.18 


=  324  ' 


==  2040 


2) log  2040  =    3,3096802 

4- log  cos  62<>  40'  =    9,6619702—10 


log  2040  .  cos  62*40'  =   2,9716004 
mithin:  2040. cos 62M0'  —   936,70 

3211,1 
324 
936,7_ 

V4471,8  ==  |.  log  4471,8 


3). 


.   log 4471,8  =     3,6504824.4- 


logRr  =     1,8252412 
mithin:  num-logRr  =  66,87 


4). 


.    .    .       log  18 
+  Jog  sin  62^40' 


—  log  66,87 
log  sin  ß 

mithin :  /J  =  13<>  50' 

5) log  56,67 

+  log  sin  62«  40' 

—  log  66,87 
log  sin  y 

mithin:  y  =  48*50' 


1,2552725 
9,9485842 


1,2038567 
-1,8252412 


=      9,8786155—10 


1,7533582 

9,9485842 

1,7019374 
1,8252412 


=     9,8766962 


das  Moment  des  zweiten  Paares  : 


oder: 


Q2  =  36.^ 


Qg  =  18 

Nach  Formel  1).  in  Antw.  aaf  Frage  55 
ist  das  Moment  des  resultierenden  Paares: 

Rr  =  y  (56?^)»+182+2.56|-  •  18.cos62-4' 
oder: 

Rr 

oder: 

oder: 


=v 


321  ly  -h  324  +  2040 .  cos  62«  \^ 

(s.  Bilfsncha. ! 

R  r  =  ^4471,8     (•.  Hiifiwdi«. : 

R  r  =  66,87    (s.  Hllforeelm.  3) 

Nach  Formel  2).  in  Antw.  auf  Frage  Se- 
ist, wenn  man  mit  p  resp.  y  die  Winkel  be- 
zeichnet, welche  die  Ebene  des  resultiere!- 
den  Paares  mit  den  gegebenen  Paarebenes 
bildet : 

.     .         Qg.sina 

sm^  —  -^~ 

Rr 

oder  die  gegebenen  Zahlenwerte  eingesetzt: 

.    ,         18. sin 62*40' 

sin  B  = 

^  66,87 

oder: 

ß  =   18*50'      (t.  HUfsredm.  i) 

In  gleicher  Weise  erhält  man  fflr: 

Pp .  sin  a 

sin;'  =  -  ^ 

oder: 


Rr 


oder: 


siny  = 


563.  sin  62*40' 


66,87 

y  r=  48*50'      (t.  HililireohB.  5) 


NB.  Da  nach  Antwort  auf  Frage  56 — 58  bei  der  Zusammensetzung  von  beliebigen  Kiifie- 
paaren  in  den  verschiedensten  Ebenen  dasselbe  Verfahren  anzuwenden  ist,  wie  bei  der  Zosas- 
mensetzung  beliebiger,  auf  einen  Punkt  wirkender  einfacher  Kräfte,  so  bedürfen  diese  Fili^ 
keiner  weiteren  Illustration  durch  Aufgaben. 


ß).  Ungelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  127.    Es  soll  ein  Kräftepaar:  Andeutung.   Die  Auflösung  erfolgt  ia  analoger 

P  —  75  kg  und  p  =  120  cm  Weise  wie  die  der  gelösten  Aufgabe  122. 

ersetzt  werden  durch  ein  solches  von  der 
Breite  von  80  cm;  wie  gross  ist  die  Kraft  des 
letzteren? 
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Aoigabe  128.    Ein  Eräftepaar,  dessen  Kraft       AndeutiiiHi.   Die  Auflösung  erfolgt  in  analoger 
P  =  340 l(g   und   dessen  Arm  =  90  cm,  soll  Weise  wie  die  der  gelösten  Aufgabe  123. 
durch  ein  anderes  ersetzt  werden,  dessen  Kraft 
Q  =  290  kg   beträgt.     Wie    gross    muss    der 
Arm  desselben  genommen  werden? 


Aufgabe  129. 

Vier  Paare 

TOD  der 

Grosse 

Pi  - 

14  kg 

Pi 

—  0,8  m 

Pii  - 

5„ 

Pn 

-  1,1  „ 

Pur  - 

8,. 

Pui 

-  0,8  „ 

Piv 

12  „ 

PXY 

-  0,6  „ 

Andeutung.   Die  Auflösung  erfolgt  in  analoge« 
Weise  wie  die  der  gelösten  Aufgabe  124. 


und  in  derselben  Ebene  liegend,  sollen  sämt- 
lich in  Paare  von  dem  Arm  p  =  0,95  ver- 
wandelt und  dann  zu  einem  resultierenden 
Paar  vereinigt  werden.  Wie  gross  ist  die  ErafI 
des  resultierenden  Paares? 


Aufgabe   130.     Zwei    Kräftepaare ,    deren       Andeutung.   Die  Auflösung  erfolgt  in  analoger 
Ebenen    sich    unter    einem   rechten    Winkel   Weise  wie  die  der  gelösten  Aufgabe  125. 
schneiden,  sollen  su  einem  resultierenden  Paar 
vereinigt  werden.    Welches  ist  die  Grösse  und 
Richtung  desselben,  wenn  P  =  12,  j?  =  0,7 
und  Q  =  60,  g  =  0,2  ist? 

Aufgabe  131.   Zwei  Kräftepaare.  P  =  56  kg,      Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  in  analoger 
j9  =  1,3  m  und  Q  =  44  kg,  <;[  =  0,9  m,  deren  Weise  wie  die  der  gelösten  Aufgabe  126. 
Ebenen  einen  Winkel  von  47^  bilden,   sollen 
durch  ein  einziges  Paar  ersetzt  werden.  Welches 
ist  die  Grösse  und  Richtung  desselben? 


8).  Ueber  die  Vereinigung  von  Kräften,  welche  an  beliebig  vielen,  fest 
miteinander  verbundenen  Punkten  nach  den  verschiedensten  Richtungen 

wirksam  sind. 

a.  Ueber  die  Tereinignng  Ton  Kräften,  die  nach  beliebigen  Biehtnngen 

in  einer  Ebene  wirken. 

Frage  59.    Wie   kann   man  im  allge- 
meinen verfahren,  nm  mehrere  Kräfte  einer 

Ebene  zu  einer  Resultante  zu  vereinigen?        Antwort.   Sind  mehrere  Kräfte  mit  ver- 
schiedenen Angriffspunkten   vorhanden,    so 
vereinige  man  zunächst  zwei  miteinander  in 
Erkl.  119.    Die    Untersuchung    über    den  der  Weise,  wie  es  bereits  in  dem  Abschnitt 
Gleichgewichtszustand  von  Körpern,  auf  welche     xJeber   die   statischen  Momente"    gezeigt 
SeTeLrÄJ^aS^^^^^^  -'de;  .die  so  erhaltene  Resoltante  verbinde 

Berechnung   der   statischen   Momente,    sowie  «J»»   ""^  d®l,  ^^^^^^  gegebenen  Kraft  zu 
durch  die  Kraftepaare  wesentlich  vereinfacht,   einer  neuen  Resoltante  und  fahre  so  fort, 

bis  man  schliesslich  zu  einer  Resultante  oder 
zu  einem  Kräftepaar  gelangt. 
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Frage  60.  Wie  kann  man  drei  oder  mehr 
Kräfte  durch  Konstraktion  zu  einer 
Resultante  vereinigen? 


Figur  122. 


Antwort.  Sollen  drei  oder  mehr  Kräfte 
durch  Konstruktion  zu  einer Besoltante 
R  zusammengesetzt  werden,  so  geschieht  die» 
am  einfachsten  durch  Bildung  eines  sogec 
Kräftepolygons. 

Sollen  z.  B.  die  drei  Kräfte  P^,  P,,  P,  in 
Figur  122  zu  einer  Resultante  Tereinigt  wer- 
den, so  zerlege  man  dieselben  darch  Kon- 
struktion entsprechender  Parallelogramm€. 
deren  eine  Diagonale  gleich  der  gegebenen 
Kraft  sein  muss,  in  je  zwei  Komponentes. 
derart,  dass  die  Komponente  B^  =  B,  und 
Dj  =  Dj  wird. 

Man  wähle  nun  einen  willkftrlichen  Punk: 
0,  den  Pol  und  lege  an  denselben  statt  der 
Kraft  P^  ihre  beiden  Komponenten  A  nnd  B,. 
anstatt  der  Kraft  P2  ihre  Komponenten  B. 
und  Dp  und  anstatt  der  Kraft  P3  ihre  Koeh 
ponenten  D,  und  C. 

Da  nun  B^  mit  B,  und  D^  mit  D^  iffl 
Gleichgewicht  ist,  so  werden  die  drei  gege- 
benen Kräfte  durch  zwei,  nämlich  dnrch  A 
und  C  ersetzt,  deren  Schnittpunkt  S  eii 
Punkt  der  Resultante  R  ist. 

Die  Kraftlinien  A,  B,  D,  G  bilden  ek 
Polygon  (Vieleck),  das  Seilpolygon,  soge- 
nannt, weil  ein  biegsames  Seil  unter  dea 
Einfluss  der  gegebenen  Kräfte  P^,  P,,  P, 
und  der  Kräfte  A  und  C  im  Gleichgewich: 
ist,  wenn  es  die  Form  jenes  Polygons  as- 
genommen  hat 

Gleichwie  die  Seiten  1,  2,  3  des  Polygonf 
den  gegebenen  Kräften  P^,  P,,  P,  entspre- 
chen, so  entspricht  die  vierte  Seite  der  Be- 
sultante  R,  welche  parallel  mit  sich  nach 
dem  Schnittpunkt  S  gerflckt  werden  kaim 

Auf  diese  Weise  lassen  sich  beliebige 
Kräfte  am  starren  Körper,  welche  in  der- 
selben Ebene  liegen,  durch  zwei  Kräfte  A 
und  C  ersetzen,  und  falls  diese  sich  schnei- 
den, durch  eine  einzige. 

Im  Gleichgewicht  kann  das  ebene  Kräfte- 
System  nur  dann  sein,  wenn  die  ersetzendes 
Kräfte  A  und  G  entgegengesetzt  gleich  sind 
und  in  derselben  Kraftlinie  wirken. 


Frage  61.  Was  kann  man  in  Bezug  auf 
die  Richtungslinien  und  Grössen  mehrerer 
an  verschiedenen  Punkten  eines  Körpers  wir- 
kenden Kräfte  aussagen,  wenn  sich  dieselben 
das  Gleichgewicht  halten? 


Antwort.  Wenn  drei  Kräfte  eiDen 
Körper  im  Gleichgewicht  halten,  so 
schneiden  ihre  Richtungslinien  ein- 
ander in  einem  Punkt  und  ihre  Grös- 
sen verhalten  sich  wie  die  Sinus  der 
gegenüberliegenden  Winkel. 
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Erkl.  120.  Eine  Störung  des  Gleichgewichts- 
zustandes tritt  auch  dann  nicht  ein,  wenn  die 
beiden  Kräfte  P  und  Q  durch  ihre  Resultante 
R  ersetzt  werden,  siehe  Fig.  123,  und  wenn 
als  Angriffspunkt  dieser  letzteren  statt  des 
Punktes  0  irgend  ein  anderer  in  ihrer  Rlch- 
tuDgslittie  liegender  Punkt  J  gewählt  wird.  Die 
in  den  Punkten  M  nnd  N  wirkenden  Kräfte  P  und 
Q  haben  daher  genan  dieselbe  Wirkunir,  wie 
die  in  dem  Pniät  J  wirkende  Kraft  R.  Es 
kann  somit  Ton  der  Mittelkraft  zweier  Kräfte 
auch  dann  noch  die  Rede  sein,  wenn  die  Kräfte 
an  verschiedenen  Angriffspunkten  wirken. 

Wie  nun  die  beiden,  an  gemeinschaftlichem 
Angriffspunkt  0  wirkenden  Kräfte  P  und  Q 
ersetzt  werden  können  durch  die  resp.  in  den 
Punkten  M  und  N  wirkenden  Kräfte  P  und  Q, 
so  können  auch  umgekehrt  diese  letzteren  er- 
setzt werden  durch  die  ersteren  und  es  ergibt 
Eich  also  auch  auf  diesem  Weg  die  schon  bei 
den  statischen  Momenten  erörterte  Regel  über 
die  Vereinigung  von  zwei  beliebig  gerichteten 
Kräften  einer  Ebene: 

Man  yeriege  die  Angriffspunkte  der 
zwei  an  verschiedenen  Punkten  wir- 
kenden gegebenen  Kräfte  an  den 
Durchschnittspunkt  ihrer  Richtunss- 
linien  und  wende  alsdann  die  für  die 
Kräfte  mit  gemeinschaftlichem  An- 
griffspunkt geltenden  Regeln  an. 


Die  Richtigkeit  dieses  „Satzes  von  den 
drei  Kräften",  welcher  mehrfach  zur  Lö- 
sung von  Aufgaben  benutzt  wird,  ergibt  sich 
ans  folgender  Betrachtung  : 

Nach  Satz  5  nnd  Erkl.  14  in  Antwort 
anf  Frage  11  kann  man  fflr  drei,  an  ge- 
meinschaftlichem Angriffspunkt  einander  das 
Gleichgewicht  haltende  Kräfte  K,  P,  Q  statt 
des  gemeinschaftlichen  Angriffspunktes  0, 
siehe  Figur  123,  auch  die  in  ihren  Rich- 
tungslinien liegenden  und  zu  demselben  Sy- 
stem gehörigen  Punkte  L,  M,  N  als  An- 
griffspunkte wählen,  ohne  dass  in  der  Wir- 
kung der  Kräfte  etwas  geändert  wird. 

Die  Anwendung  des  in  Erkl.  64  erörterten 
Satzes,  „dass  sich  drei,  einander  das  Gleich- 
gewicht haltende  Kräfte  verhalten  wie  die 
Sinuszahlen  der  gegenttberliegenden  Winkel" 
auf  die  nun  nicht  mehr  an  gemeinschaft- 
lichem Angriffspunkt  wirkenden  drei  Kräfte 
führt  zu  dem  oben  angeführten  Sat^  von  den 
drei  Kräften.  0 


<)  Sieh«  Erkl.  120. 


Frage  62.   Wie  kann  man  beliebig  viele 
in  einer  Ebene  an  verschiedenen  Punkten 

wirkende  Kräfte  zu  einer  Mittelkraft  in  Antwort.  Es  seien  die  an  den  Angriffs- 
einem  beliebigen  Angriffspunkt  und  zu  einem  pwokten  P^,  Pj . . .  P«  auf  ein  System  unver- 
Kräftepaar  zusammensetzen?  änderlich  verbundener   materieller  Punkte 

wirkenden  Kräfte  K^  K^ . . .  K«  gegeben. 

Ohne  in  der  Wirkung  dieser  Kräfte  etwas 
zu  ändern,  kann  man  an  irgend  einem  be- 
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Figur  124. 


R 


/    » 


-Kn 


-Kf 


"-h 


Erkl.  121.  Aqb  nebenstehender  Antwort 
lassen  sich  folgende  S&tze  ableiten: 

1).  Sind  die  gegebenen  Er&fte  K.,  Kj . . .  Kn 
parallel,  so  findet  man  die  Mittelkraft  durch 
Addition  der  Kräfte  bei  übereinstimmender, 
durch  Subtraktion  bei  entgegengesetzter  Rich- 
tung derselben. 

2).  Wird  die  Resultante  R  =  0,  so  findet 
in  Bezug  auf  fortschreitende  Bewegung  Gleich- 
gewicht statt;  die  Kräfte  setzen  sich  alsdann 
nur  zu  einem  einzigen  Kräftepaar  zusammen. 

Ist  das  Moment  Xx,  siehe  Fig.  125,  dieses 
Paares  ebenfalls  =  0,  so  findet  auch  in  Bezug 
auf  drehende  Bewegung   Gleichgewicht  statt. 


liebig  gewählten  Punkt  A  des  Systems  ia 
einer  Richtoogsliuie,  parallel  der  Richtnof 
der  Kraft  K^  zwei  einander  entgegeogesetre 
Kräfte  hinzufügen,  deren  jede  gleich  K^  ist. 

An  derselben  Stelle  A  kann  man  ferner, 
ohne  etwas  an  dem  Bewegongszustand  des 
Körpers  zu  ändern,  in  einer  Richtungslime. 
parallel  der  Richtung  der  Kraft  K,  zwei  ein- 
ander entgegengesetzte  Kräfte  hinzofügea. 
deren  jede  =  K^  ist. 

Auf  gleiche  Weise  kann  man  in  Bezog  ar 
alle  übrigen  Kräfte  verfahren. 

Statt  jeder  einzelnen  von  den  3,  4  oder 
n  gegebenen  Kräften  erhält  man  alsdann  je 
drei  Kräfte:  die  eine  von  diesen  drei  Kräf- 
ten hat  in  dem  Punkt  A  ihren  Angriffspunkt 
und  gleiche  Richtung  mit  der  onmitteibar  g^ 
gebenen  Kraft  (+  Kp  +Kj,  +K«) ;  währein: 
die  beiden  andern  Kräfte  allemal  ein  Kräfte- 
paar bilden,  bestehend  ans  der  unmittelbar 
gegebenen  Kraft  und  der  gleich  grossen  pa- 
rallel entgegengesetzten  Kraft  in  dem  Punkt 
A.  (So  bilden  in  Fig.  124  K,— K^,  K,— K,. 
Kn — Kn  Kräftepaare  mit  den  Momenten  E./^. 

Man  erhält  also  im  ganzen  3,  4  oder  f 
einfache  Kräfte  von  bekannter  Richtang  qbc 
Grösse  an  dem  gemeinschaftlichen  Angrifs- 
pnnkt  A,  und  ausserdem  3,  4  oder  n  Kr&ft^ 
paare,  deren  Momente  und  AchsenrichtungeE 
ans  der  Lage  des  willkttrlich  gewählte 
Punktes  A  und  aus  den  gegebenen  Eräfte£ 
zu  bestimmen  sind. 

Die  3,  4  oder  n  einfachen  Er&fte  -f£,. 
-{-K,,  -4-Kn  können  durch  ihre  Mittelkrafi 
R  ersetzt  werden  und  jene  3,  4  oder  % 
Kräftepaare  lassen  sich  nach  den  im  vorigeE 
Abschnitt  gefundenen  Regeln  durch  Addition 
(bei  entgegengesetztem  Sinn  durch  Snbtnk- 
tion)  zu  einem  resultierenden  Eräftepaar 
(X— X)  mit  dem  Moment: 

X»  =  KJi±K,U±Knl* 
vereinigen. 

Diese  Snmme  ist  aber  das  statische  Mo- 
ment der  Kräfte  Kp  K, . . .  Kn  in  Bezug  «sf 
den  Punkt  A. 


K,; 


Frage  33.  Wenn  man  nun  in  der,  in 
Antw.  auf  die  vorige  Frage  erörterten  Weise 
die  gegebenen  Kräfte  auf  eine  Kraft  und 
auf  ein  Kräftepaar  reduziert  hat,  ist  dann 
noch  eine  weitere  Vereinigung  zwischen  die- 
sen heterogenen  ^)  Elementen  der  Mechanik 
möglich  und  wie  lässt  sich  die  gemachte 
Aussage  beweisen? 

>)  Siehe  Erkl.  122. 


Antwort.  Hat  man  die  gegebeneE 
Kräfte  auf  eine  Resultante  R  und  auf 
ein  resultierendes  Paar  vom  Moment 
Xx  reduziert,  so  lassen  sich  sämt- 
liche gegebenen  Kräfte  K,,   E^ L 

durch   diese  Mittelkraft  R  ersetzen 
mit   einer  Angriffslinie,   deren  Ab- 


J 


lieber  die  ZasammesBetzung  verschieden  gerichteter  Er&fte  in  einer  Ebene.  151 

stand  von  jedem  Pankt  in  der  Ebene 
Erkl.  122.  Heterogen  (vom  griech.  hetero,  gefunden  wird,  wenn  man  die  Summe 
anders...,  fremd...,  entgegengesetzt)  heisst  der  statischen  Momente  der  Seiten- 
so  viel  wie  ungleichartig,  fremdartig,  verschie-  kräfte  (K J.  +  K, Z,  + . . .  K „Q  in  Bezug 
denartig,  im  Gegensatz  zu  homogen,  gleich-  ^uf  diesen  Pu7kt  durch  die  Mittel- 
^^^^'  kraft  R  teilt. 

Beweis.  Es  sei  die  Kesultante  in  dem 
beliebigen  Punkt  A,  Figur  126,  gleich  R, 
das  statische  Moment  der  Seitenkräfte  in 
Bezug  auf  denselben  Punkt  KJi±K^l^ . . . 
±.Knln^  und  das  resultierende  Kräftepaar 
(X  —  X)  habe  das  Moment  Xa?,  so  ist: 

Xx  =  KiZi±K2Z2±....Knln 

Man  verändere  nun  das  Paar  vom  Mo- 
ment Xo;  in  der  Weise,  dass  es  zur  Kraft 
die  vorhandene  Resultante  R  erhalte. 

Der  dazugehörige  Arm  r  bestimmt  sich 
dabei  durch  die  Gleichung: 


Figur  125. 


oder: 


Xx  =  Rr 

Xx 
IBT' 


r  = 


Erkl.  123.  Aus  der  nebenstehenden  Antwort 
ergeben  sich  folgende  Sätze: 

1).  Man  darf  eine  Kraft  R  parallel  mit  ihrer 
Richtung  von  B  nach  A  verschieben,  muss  aber 
dabei  das  sich  bildende  Kräftepaar  vom  Moment 
Rr  mit  in  Rechnung  bringen. 

2).  Ist  ein  Punkt  der  Kräfteebene  fest,  so 
konstruiere  man  für  diesen  Punkt  die  Resul- 
tante und  das  resultierende  Kräftepaar.  Die 
Mittelkraft  R  wird  durch  den  Gegendruck  des 
festen  Punktes  aufgehoben;  es  genflgt  daher 
zum  Gleichgewicht,  wenn  das  Moment  des 
resultierenden  Kräftepaares  oder  die  Summe 
der  statischen  Momente  sämtlicher  Kräfte  in 
Bezug  auf  den  festen  Punkt  =  0  ist. 


Dieses  veränderte  Paar  verschiebe  man 
in  der  Ebene  dergestalt,  dass  eine  seiner 
Kräfte  die  im  Punkt  A  angreifende  bekannte 
Kraft  R  vernichte. 

Es  bleibt  dann  in  der  Entfernung  r  im 
Punkt  B  eine  Kraft  übrig,  welche  gleich  und 
parallel  der  ursprünglichen  Kraft  R  und  auch 
nach  derselben  Richtung  wie  diese  wirksam 
ist,  bloss  mit  sich  parallel  um  die  Breite  r 
des  veränderten  Paares  verschoben. 

Dieser  Satz  wird  auch  so  ausgedrückt: 

Das  statische  Moment  der  Mittel- 
kraft in  Bezug  auf  einen  beliebigen 
Punkt  der  Kräfteebene  ist  gleich  der 
Summe  der  statischen  Momente  der 
Seitenkräfte. 


Frage  64.  Wie  kann  man  mehrere  Kräfte 
einer  Ebene,  die  an  verschiedenen  Punkten 
nach  verschiedenen  Richtungen  wirksam  sind, 
unter  Zuhilfenahme  eines  rechtwinkligen 
Koordinatensystems  vereinigen? 


Antwort.  Man  zerlege  jede  der  gege- 
benen Kräfte  Pj,  Pj . . .  Pn,  siehe  Figur  126, 
nach  dem  Satz  vom  Kräfteparallelogramm 
in  zwei  zueinander  senkrechte  Seitenkräfte, 
welche  mit  den  beiden  Achsen  OX  und  ÜY 
parallel  laufen. 
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Figur  126. 


Wird  die  Richtong  der  gegebenen  Kräfte 

durch  die  Winkel  «^  /^t,  oi^^i ^^^^  ^* 

zeichnet,  die  sie  mit  den  KoordinatenacW^ 
bilden,  so  erhält  man  für  die  gegebenes 
Kräfte  die  resp.  Komponenten: 


für  Pi : 


i). 


und 


und 


und 


«1    =   P|    -  cos  ttj 

yj  =  P»  .  cos  ^t 

X2  =  P2  •  COSa^ 
^2  =r  Pj  .  COS  /}, 
«^  =   Pn  -  COS  «- 


COB/f^ 


Nennen  wir  nun  die  Summen  der  in  Rich- 
tung der  X-Achse  wirkenden  KomponentsL 
X,  so  ist: 

X  =  «1  -f-  «2  +  . . .  .  ac^ 
oder: 

X  =  ^(Pi.cosoJ 

Nennen  wir  ferner  die  Summen  der  in 
Richtung  der  Y-Achse  wirkenden  Kompo- 
nenten T,  so  ist: 

Y  =  y,  +  5^2  + y, 

Y  =  ^(Pi.cosft) 


oder: 


Die  Resultante  R  dieser  beiden  unter  rech- 
tem Winkel  zueinander  wirkenden  Kräfte 
ist  aber  nach  dem  Satz  vom  Kräfteparallelo- 
gramm und  nach  dem  pythagoräischen  Lehr- 
satz : 

R  =  Vx«  -f  Y* 
oder: 

2).  .  .R  =  V(2-.Pi.coB«,)»-f  (-T.Pj.cDs^j- 
wodurch  das  Bestreben  der  gegebenen  Kräfte 
auf  fortschreitende  Bewegung  ausgedrückt  ist 

Denkt  man  sich  die  Angriffspunkte  a,  &. 

c  etc.  der  gegebenen  Kräfte  P^,  P, P« 

mit  dem  Schnittpunkt  0  des  rechtwinkliges 
Koordinatensystems  fest  verbunden,  so  wohnt 
den  gegebenen  Kräften  in  Bezug  auf  des 
Punkt  0  ein  Drehungsbestreben  inne,  wei- 
ches (nach  früheren  Erörterungen)  gemessen 
wird  durch  das  Produkt  aus  der  gegebenen 
Kraft  und  ihrem  senkrechten  Abstand  roa 
Drehpunkt  0. 

Nehmen  wir  wieder  anstatt  der  gegebenen 

Kräfte  Pj,  Pj ihre  Komponenten  «^  <y,. 

^2  ^2  •  •  •  ^^^  bezeichnen  wir  die  senkrechten 
Abstände  der  Angriffspunkte  a,  5,  c,  vod  der 
X-Achse  mit  Zp  l^y  l^  und  von  der  Y-Achse 
mit  ;ip  ;.2,  A3,  so  ist  das  Drehungsbestrebeo 
oder  das  statische  Moment: 


von   ar,  —  ac,  ?i 

von 

Vi  =  Vi  K 

n       ^2   =  ^2^ 

r> 

Vi  —  y^K 

«      «n   =   ^Jn 

V 

yn  =  Vn  K 
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Erkl.  124.    Wirkt  in  einem  festen  Punkt  0 

eine  Kraft  M  in  einer  Entfernung  Oc  =  m 
siehe  Fig.  127,  rechts  oder  links  drehend  auf 
einen  Körper,  so  wird  offenbar  dasselbe  ge- 
leistet, wenn  man  die  gegebene  Kraft  M  durch 
zwei  andere  Kr&fte  K^  =  K,  =  M  ersetzt, 
deren  jede  in  demselben  Drehungssinn  wie  M 
in  einer  Entfernung 

1 


Oa  =  05  =  ^Oc  =  ~w 

von  Punkt  0  angreift;  denn  da  die  Kraft  K,  =  M 
und  ihr  Arm  aO  =  ö-m,  so  ist  ihr  Drehungs- 
bestreben 

K,  .aO  =    -Mf« 

Da  femer  die  Kraft  K2  —  M  und  ihr  Arm 
05  =  -5-TO,   so   ist   deren  Drehungsbestreben 


2 


K,  .ü&  = 


IMw; 


addiert  man  diese  beiden  Gleichungen,  so  er- 
gibt sich: 

K,  .oÜ  +  Kj.feO  =  Mm 


Setzen  wir  für  ^1  ^2  •  - "  S^iS^i  ^^^  obiger 
Gleich.  1).  deren  Werte  ein,  so  sind  die  sta- 
tischen Momente  der  einzelnen  Komponenten : 

Pj .  cos  «1 Z,  +  Pj .  cos  ttj  /j  4"  •  •  •  I*n  •  ^^^  %  ^n 
Pl .  cos  ß^Xl  -[-  Pj  .cos  /J2A2  +  •  •  •  P„  •  cos  /?„  l^ 

Da  nun  das  Drehnogsbestreben  der  Kom- 
ponenten x^x^^, .  im  allgemeinen  dem  Dre- 
hangsbestreben  der  Komponenten  ^1^2 ... . 
entgegengesetzt  gerichtet  ist  (was  um  so 
deutlicher  hervortritt,  wenn  man  sich  x^  von 
a  nach  a^,  x^  von  h  nach  b^  n.  s.  w.  verlegt 
denkt),  so  erhält  man  als  Gesamtdrehangs- 
hestreben  der  gegebenen  Kräfte: 

Mwi  =  ^  P| .  cos  tti  /|  —  -2r  P .  cos  ßi  Äi 
oder 

3). ,  .  Mm  =  2:  P|  (cos  «1  li  —  cos/5i .  il|) 

Da  diese  Drehungsgrösse  nach  neben- 
stehender Erklärung  als  ein  Kräftepaar  an- 
gesehen resp.  in  ein  solches  nmgewandelt 
werden  kann  and  da  dieses  Kräftepaar  mit 
der  resultierenden  Kraft  B  in  derselben 
Ebene  liegt,  so  ist  eine  Vereinigung  beider 
nach  Antwort  auf  Frage  63  möglich. 

Es  entsteht  dadurch  die  mit  R  gleichge- 
richtete und  ihr  an  Grösse  gleiche  Kraft 
R,  wirkend  an  dem  Arm  r,  d.  h.  um  die 
Entfernung  r  von  0  ans  gerechnet,  parallel 
mit  sich  selbst  verschoben,  wobei  r  durch 
die  Gleichung  Mm  =  Rr  bestimmt  werden 
muss;  daraus  folgt,  dass: 


oder 
4)... 


Rr  =  Z  Pl  (cos  «i  7i  —  cos  ßi  X,) 
P,  (cos  a,  Z,  —  cos  ßi  Ai) 


r  =  - 


R 


Bezeiclmet  man  die  Winkel,  welche  die 
Resultante  R  mit  den  beiden  Koordinaten- 
achsen bildet,  mit  q  und  a,  so  wird  (analog 
der  Gleichung  F).  und  G).  in  Auflösung  der 
Aufgabe  13)  die  Richtung  der  Resultante 
bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

X  Y 

5).  .  .  cos  (I  =  -^    und     cos  a  =  ^-- 


R 


R 


und  kann  jeder  Punkt  derselben  als  Angriffs- 
punkt angenommen  werden. 

Da  nach  obiger  Entwickelung: 

M  m  oder  R  r  =  Z  P,  (cos  «i  l^  —  cos  /8,  ;l,) 

ist,  €0  gilt  auch  für  diesen  Fall  der  Satz: 

Für  jeden  beliebigen  Punkt  0  ist 
das  Moment  der  Resultante  gleich 
der  Summe  der  Momente  der  gegebe- 
nen Kräfte. 


154 


Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


b.  lieber  die  Yereinignng  Ton  Kräften,  die  an  beliebig  Tielen  Pnnktei 
nach  den  Terschiedensten  Bichtnngen  im  Banm  wirken. 


Frage  65.  Wie  kann  man  beliebig  viele, 
an  verschiedenen  Punkten  nach  verschiede- 
nen Bicbtongen  im  Ranm  wirkende  Kräfte 
nnter  Zuhilfenahme  eines  rechtwinkligen 
dreiachsigen  Koordinatensystems 
vereinigen? 


Figur  128. 


^iCMa^ 


Antwort.  Man  zerlege,  ganz  analog  d» 
Verfahren  in  Antw.  auf  Frage  64  jede  der 

gegebenen  Kräfte  P^,  P, Pn  nach  dea 

Satz  vom  Parallelepipedon  in  direi  zneinan- 
der  senkrechte  Seitenkräfte,  welche  mit  den 
drei  Koordinatenachsen  ÖX,  ÜY  und  ÖZ  pa- 
rallel laufen,  siehe  Figur  128. 

Wird  die  Richtung  der  gegebenen  Kräfte 
wieder  durch  die  Winkel  ay  ß^ y,,  a^ß^y^... 
anßnYn  mit  den  drei  Koordinatenachsen  be- 
stimmt, so  erhält  man  für  die  in  a  angrei- 
fende gegebene  Kraft  P,  die  drei  Kompo- 
nenten P^ .  cos  ttp  P^ .  cosi^i  und  P^ .  cosr 

Desgleichen  erhält  man  fär  eine  zweite 
in  h  angreifende  gegebene  Kraft  P,  die  drei 
Komponenten  P,  .  cos  a, ,  P,  .  cos  ß^  ood 
P, .  cos  ^2,  und  für  eine  nte  Kraft  Pn  erhalt 
man  P« .  cos  an,  Pn .  cos  ßn  und  P»  .  co&r,. 

Nennt  man  nun  die  Summe  der  in  der 
Richtung  der  X-Achse  wirkenden  Kompo- 
nenten X,  so  ist: 

X  =  P, .  cos  Ol  +  Pj .  cos  ffj  +  .  • .  Pg» .  cos  c, 

oder 

X  =  -TCPi.cosa,) 

Ebenso  erhält  man  als  Summe  der  in  der 
Richtung  der  Y-Achse  wirkenden  Kompo- 
nenten: 

Y   =   Pi  .  cos  /?i  4-  P?  •  cos  /J2  -h  •  •  •  Pn  •  cos;, 

oder: 

Y  =  2"(P,  .cos/81) 

und  endlich  als  Summe  der  in  Richtung  der 
Z- Achse  wirkenden  Komponenten: 

Z   =   P4  .  cos  71  -f-  P2  •  cos  ^2  .  .  .  4-  Pn  •  cos  7, 

oder: 

Z  —  -2"  (Pt .  cos  y,) 

Die  Grösse  der  Resultante  R  dieser  drei 
unter  rechten  Winkeln  zueinander  wirkenden 
Komponentensummen  ist  nach  dem  Satz  ?oiq 
Kräfteparallelepipedon : 

1) R  =  Vx'  +  Y'  +  Z^ 

wodurch  das  Bestreben  der  gegebenen  ^ 
Kräfte  auf  fortschreitende  Bewegung  aus- 
gedrückt ist. 

Bezeichnet  man  die  Winkel,  welche  die 
Resultante  R  mit  den  drei  Koordinaten- 
achsen bildet,  mit  Q,  a  und  r,  so  wird  die 
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Richtung  der  Resultante  bestimmt  durch  die 
Gleichungen: 

cos  p  =  -^   oder  R  .  cos  ^  =  X 

Y 
2) '  cos  IT  =      -   oder  R  .  cos  (t  =  Y 

Z 

cos  T  =  -^-   oder   R  .  cos  t  =  Z 

Um  das  Drehungsbestreben  der  gegebenen 
Kräfte  zu  ermitteln,  denkt  man  sich  die  An- 
griffspunkte a,  b  etc.  derselben  mit  dem 
Schnittpunkt  0  des  rechtwinkligen  Koordi- 
natensystems fest  verbunden  und  nimmt  wie- 
der anstatt  der  gegebenen  Kräfte  ihre  Kom- 
ponenten. 

Bei  einer  Drehung  um  die  X-Achse  ist 
offenbar  die  in  Richtung  dieser  Achse  lie- 
gende Komponente  P| .  cos  a^  ganz  wirkungs- 
los und  aus  der  Drehrichtung  der  beiden 
übrigen  Komponenten  nebst  deren  senkrech- 
ten Abständen  Pi  und  4r^  von  der  X-Achse 
ergibt  sich  das  Drehungsbestreben  um  die 
X-Achse  oder  in  der  YZ-£bene  = 

P^ .  cos  /i .  yi  —  Pf  cos  fl^ .  e^ 

In  gleicher  Weise  ist  bei  einer  Drehung 
um  die  Y-Achse  die  in  Richtung  dieser  Achse 
wirkende  Komponente  P^ .  cos  ß^  ohne  £in- 
fluss  und  aus  der  Drehrichtung  der  beiden 
übrigen  Komponenten,  nebst  deren  senk- 
rechten Abständen  jsi  unda;^  von  der  Y-Achse 
ergibt  sich  das  Drehungsbestreben  um  die 
Y-Achse  oder  in  der  XZ-£bene  == 

P^ .  cos  cc^.Zi  —  P^ .  cos  y^ .  x^ 

Endlich  ist  bei  einer  Drehung  um  die 
Z- Achse  die  in  Richtung  dieser  A^hse  wir- 
kende Komponente  P^  .  cos  y^  vrirkungslos, 
und  aus  der  Drehrichtung  der  beiden  übri- 
gen Komponenten  und  deren  senkrechten 
Abständen  d?^  und  ^i  von  der  Z- Achse  er- 
gibt sich  das  Drehungsbestreben  um  die 
Z- Achse  oder  in  der  XY-£bene  = 

Pj .  cos  ^j .  «i  —  Pj .  cos  Ol .  y^ 

Sind  nun  4,  Ö  oder  n  Kräfte  gegeben,  so 
erhalten  wir  mit  jeder  Koordinatenachse  pa- 
rallel laufend  4,  5  oder  n  Komponenten. 

Bezeichnet  man  nun  die  algebraische 
Summe  der  statischen  Momente  sämtlicher 
gegebenen  Kräfte  in  Bezug  auf  die  X-Achse 
mitMo;,  so  kann  das  Drehungsbestreben  der- 
selben in  abgekürzter  Form  ausgedrückt 
werden  durch  die  Gleichung: 

M«   =   ^  P|  (cos  7i  .  yi  —  cos  ßi  .  5|) 

In  gleicher  Weise  erhält  man  für  das 
Drehungsbestreben  um  die  Y-  resp.  Z- Achse: 
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My  =  ^  P,  (cos  a|  e^  —  cos  71 .  «t ) 
M^  =  Z  P^  (cos  ft«i  —  cos  «,  .  yi) 

und  so  erhält  man  als  Gesamtdrehongsbe- 
streben  oder  nach  Erkl.  124  als  resnltiereih 
des  Eräftepaar  der  Grösse  nach: 

8)....  S«  =  V(M«)'  +  (My)«4-(M«)- 
und  der  Richtung  nach: 


cos  iL  = 


Ss 


My 
cos^=   -g^ 

cosr  =  -5 — 

S« 

Als  Endresultat  ergibt  sich  hiernach  ic 
jedem  Fall  die  Resultante  R  und  das  resul- 
tierende Kräftepaar  Ss. 


Frage  66.   Unter  welchen  Umständen  ist 
eine  weitere  Vereinigung  der  erhaltenen  Re-       Antwort.    Eine  weitere  Yereinignng  der 
snltante  R  und  des  resultierenden  Kräfte-  Resultante  R  und  des  Kräftepaares  Ss  ist 
paares  S$  möglich?  nur  dann  möglich,  wenn  das  Paar  S^  mit 

der  Kraft  R  in  derselben  Ebene  liegt,  oder 
wenn  die  Kraftrichtung  mit  der  Paarebene 
parallel  läuft. 

Der  erstgenannte  Fall  wurde  bereits  i£ 
Antwort  auf  Frage  63  erörtert,  and  dadurcb 
ist  auch  eine  Untersuchung  des  zweiten 
Falles  erledigt,  indem  man  bei  der  letzteren 
Voraussetzung  die  Paarebene  jederzeit  so 
weit  mit  sich  parallel  verschieben  kann,  bis 
sie  die  Kraftrichtung  in  sich  aufgenommen 
hat. 

Schneidet  dagegen  die  Kraftrichtang  die 
Paarebene,  so  ist  eine  Vereinigung  zwischen 
beiden  Elementen  unmöglich,  da  man  bei 
dem  Versuch  einer  Vereinigung  auf  zwei 
Kräfte  geführt  wird,  deren  Richtungen  wind- 
schiefe Linien  sind. 


Frage  67.    Wenn  man  durch  Rechnung 
die  Resultante  R  und  das  Paar  S$  gefunden 

hat,  woran  erkennt  man  alsdann,  dass  eine  Antwort.  Denkt  man  sich,  analog  der 
Vereinigung  beider  möglich  ist,  und  durch  Antwort  auf  Frage  63  das  Paar  S«  derart 
welches  Verfahren  erhält  man  Grösse,  Rieh-  verschoben,  dass  die  im  Koordinatenschnitt- 
tungundAngriffspunkt  der  Gesamtresultante?  punkt  0  wirkende  Kraft  R  aufgehoben  wiri 

so  bleibt  dann  die  Gesamtresultante  R  übrig, 
welche  mit  der  früheren  Resultante  parallel 
und  gleichgerichtet  wirkt  und  deren  Angriffs- 
punkt durch  die  ihm  zugehörigen  und  noch 
zu  berechnenden  Koordinaten  |,  v  und  C  be- 
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stimmt  werden  mnss,  die  sich  ans  folgender 
Betrachtung  ergeben: 

Denkt  man  sich  an  Stelle  der  Gesamt- 
resnltante  R  ihre  drei  parallel  zu  den  Ko- 
ordinatenachsen wirkenden  Komponenten,  so 
mnss  iür  den  Fall  des  Gleichgewichts  das 
Gesamtdrehongsbestreben  der  gegebenen 
Kräfte  um  die  X-Achse,  d.  h.  die  von  uns 
mit  Mx  bezeichnete  Grösse: 

S  Pj  (cos  yi .  y  i  —  cos  /?i .  jpJ 

gleich  sein  dem  gesamten  Drehungsbestre- 
ben derjenigen  beiden  Komponenten  von  R, 
welche  nicht  in  Richtung  der  X-Achse 
wirken;  dies  sind  aber  die  beiden  Kräfte, 
die  wir  mit  Y  und  Z  bezeichneten. 

Der  unbekannte  Arm  der  ersteren  ist  die 
ihr  zagehörige  Koordinate  C  und  bewirkt 
eine  Drehung  im  negativen  Sinn,  während 
der  Arm  der  zweiten,  oder  die  ihr  zugehö- 
rige Koordinate  v  ist  und  eine  Drehung  im 
positiven  Sinn  erzeugt 

Demnach  ist  das  Gesamtdrehungsbestreben 
beider,  oder  die  algebraische  Summe  ihrer 
statischen  Momente  Zu  —  YC  und  es  mnss 
für  den  Fall  des  Gleichgewichts: 

Maj  =  Zu  — YC 
sein. 

In  gleicher  Weise  muss  das  Gesamtdre* 
hungsbestreben  der  gegebenen  Kräfte  um 
die  Y-Achse,  oder  die  Grösse  M^  gleich  sein 
dem  Gesamtdrehungsbestreben  der  beiden 
nicht  in  Richtung  dieser  Achse  liegenden 
Komponenten  der  Gesamtresultante  R. 

Diese  beiden  Komponenten  sind  X  und  Z, 
und  zwar  wirkt  X  an  dem  noch  unbekannten 
Arm  C  im  positiven  und  Z  an  dem  Arm  S 
im  negativen  Sinn  drehend,  und  somit  ist 
die  algebraische  Summe  der  statischen  Mo- 
mente dieser  beiden  Komponenten  von  R^ 
XC--Zf  und  für  den  Fall  des  Gleichge- 
wichts: 

My  ==  XC-Zt 

Endlich  muss  noch  das  Gesamtdrehungs- 
bestreben der  gegebenen  Kräfte  um  die 
Z- Achse  oder  die  Grösse  Me  gleich  sein  der 
algebraischen  Summe  der  statischen  Mo- 
mente der  nicht  in  Richtung  dieser  Achse 
liegenden  Komponenten  X  und  Y,  und  zwar 
wirkt  X  an  dem  Arm  v  negativ  drehend, 
Y  an  dem  Arm  |  dagegen  positiv  drehend, 
woraus  sich  schliesslich  die  Gleichung: 

M«  =  Yf  —  Xu 
ergibt. 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichts  muss  also 
gleichzeitig: 
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Frage  60.  Wie  kann  man  drei  oder  mehr 
Kräfte  durch  Eonstraktion  zu  einer 
Resultante  vereinigen? 


Figur  122. 


Antwort.  Sollen  drei  oder  mehr  Kräfte 
durch  Konstruktion  zu  einer Resultaou 
R  zusammengesetzt  werden,  so  geschieht  di» 
am  einfachsten  durch  Bildung  eines  söget 
Kräftepolygons. 

Sollen  z.  B.  die  drei  Kräfte  Pj,  P,,  P,  t 
Figur  122  zu  einer  Resultante  vereinigt  wer- 
den, so  zerlege  man  dieselben  durch  Kon- 
struktion entsprechender  Parallelogramme 
deren  eine  Diagonale  gleich  der  gegebener 
Kraft  sein  muss,  in  je  zwei  Komponenten, 
derart,  dass  die  Komponente  6^  =  6,00(1 
Dj  =  Dj  wird. 

Man  wähle  nun  einen  willktLrlichen  Punkt 
0,  den  Pol  und  lege  an  denselben  statt  da 
Kraft  P^  ihre  beiden  Komponenten  A  und  fi,. 
anstatt  der  Kraft  P2  ihre  Komponenten  B, 
und  D|,  und  anstatt  der  Kraft  P3  ihre  Koa- 
ponenten  D,  und  G. 

Da  nun  B^  mit  B,  und  D|  mit  D,  im 
Gleichgewicht  ist,  so  werden  die  drei  ge^t- 
benen  Kräfte  durch  zwei,  nämlich  durch  A 
und  C  ersetzt,  deren  Schnittpunkt  S  eii 
Punkt  der  Resultante  R  ist. 

Die  Kraftlinien  A,  B,  D,  C  bilden  eii 
Polygon  (Vieleck),  das  Seilpolygon,  söge 
nannt,  weil  ein  biegsames  Seil  unter  dec 
Einfluss  der  gegebenen  Kräfte  P^,  P,,  Pj 
und  der  Kräfte  A  und  C  im  Gleichgewicbt 
ist,  wenn  es  die  Form  jenes  Polygons  an- 
genommen hat 

Gleichwie  die  Seiten  1,  2,  3  des  Polygons 
den  gegebenen  Kräften  Pj,  Pj,  P,  entspre- 
chen, so  entspricht  die  vierte  Seite  der  B€- 
sultante  R,  welche  parallel  mit  sich  nadi 
dem  Schnittpunkt  S  gerflckt  werden  kami 

Auf  diese  Weise  lassen  sich  beliebige 
Kräfte  am  starren  Körper,  welche  in  der- 
selben Ebene  liegen,  durch  zwei  Kräfte  A 
und  C  ersetzen,  und  falls  diese  sich  schnei- 
den, durch  eine  einzige. 

Im  Gleichgewicht  kann  das  ebene  Kräfte- 
system nur  dann  sein,  wenn  die  ersetzenden 
Kräfte  A  und  G  entgegengesetzt  gleich  sind 
und  in  derselben  Kraftlinie  wirken. 


Frage  61.  Was  kann  man  in  Bezug  auf 
die  Richtungslinien  und  Grössen  mehrerer 
an  yerschiedenen  Punkten  eines  Körpers  wir- 
kenden Kräfte  aussagen,  wenn  sich  dieselben 
das  Gleichgewicht  halten? 


Antwort.  Wenn  drei  Kräfte  einen 
Körper  im  Gleichgewicht  halten,  so 
schneiden  ihre  Richtungslinien  ein- 
ander in  einem  Punkt  und  ihre  Grös- 
sen verhalten  sich  wie  die  Sinus  der 
gegenüberliegenden  Winkel. 
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Figur  123. 


Erkl.  120.  Eine  Störung  des  Gleichgewichts- 
zustandes tritt  auch  dann  nicht  ein,  wenn  die 
beiden  Kräfte  P  und  Q  durch  ihre  Resultante 
R  ersetzt  werden,  siehe  Fig.  123,  und  wenn 
als  Angriffspunkt  dieser  letzteren  statt  des 
Punktes  0  irgend  ein  anderer  in  ihrer  Rich- 
tungslinie  liegender  Punkt  J  gewählt  wird.  Die 
in  den  Punkten  M  und  N  wirkenden  Kräfte  P  und 
Q  haben  daher  genau  dieselbe  Wirkuntr,  wie 
die  in  dem  Punkt  J  wirkende  Kraft  R.  Es 
kann  somit  von  der  Mittelkraft  zweier  Kräfte 
auch  dann  noch  die  Rede  sein,  wenn  die  Kräfte 
an  yerschiedenen  Angriffspunkten  wirken. 

Wie  nun  die  beiden,  an  gemeinschaftlichem 
Angriffspunkt  0  wirkenden  Kräfte  P  und  Q 
ersetzt  werden  können  durch  die  resp.  in  den 
Punkten  M  und  N  wirkenden  Kräfte  P  und  Q, 
so  köunen  auch  umgekehrt  diese  letzteren  er- 
setzt werden  durch  die  ersteren  und  es  ergibt 
sich  also  auch  auf  diesem  Weg  die  schon  bei 
den  statischen  Momenten  erörterte  Regel  über 
die  Vereinigung  von  zwei  beliebig  gerichteten 
Kräften  einer  Ebene: 

Man  verlege  die  Angriffspunkte  der 
zwei  an  verschiedenen  Punkten  wir- 
kenden gegebenen  Kräfte  an  den 
Durchschnittspunkt  ihrer  Richtungs- 
linien und  wende  alsdann  die  für  die 
Kräfte  mit  gemeinschaftlichem  An- 
griffspunkt geltenden  Regeln  an. 


Die  Richtigkeit  dieses  „Satzes  von  den 
drei  Kräften",  welcher  mehrfach  zur  Lö- 
sung von  Aufgaben  benutzt  wird,  ergibt  sich 
aus  folgender  Betrachtung: 

Nach  Satz  5  und  Erkl.  14  in  Antwort 
auf  Frage  11  kann  man  für  drei,  an  ge- 
meinschaftlichem Angriffspunkt  einander  das 
Gleichgewicht  haltende  Kräfte  K,  P,  Q  statt 
des  gemeinschaftlichen  Angriffspunktes  0, 
siehe  Figur  123,  auch  die  in  ihren  Rich- 
tungslinien liegenden  und  zu  demselben  Sy- 
stem gehörigen  Punkte  L,  M,  N  als  An- 
griffspunkte wählen,  ohne  dass  in  der  Wir- 
kung der  Kräfte  etwas  geändert  wird. 

Die  Anwendung  des  in  Erkl.  64  erörterten 
Satzes,  „dass  sich  drei,  einander  das  Gleich- 
gewicht haltende  Kräfte  verhalten  wie  die 
Sinuszahlen  der  gegenüberliegenden  Winkel" 
auf  die  nun  nicht  mehr  an  gemeinschaft- 
lichem Angriffspunkt  wirkenden  drei  Kräfte 
führt  zu  dem  oben  angeführten  Satz  von  den 
drei  Kräften.  ^ 


0  Sieh«  Erkl.  120. 


Frage  62.   Wie  kann  man  beliebig  viele 
in  einer  Ebene  an  verschiedenen  Punkten 

wirkende  Kräfte  zu  einer  Mittelkraft  in  Antwort.  Es  seien  die  an  den  Angriffs- 
einem  beliebigen  Angriffspunkt  und  zu  einem  Punkten  P^,  Pj . . .  P»  auf  ein  System  unver- 
Kräftepaar  zusammensetzen?  änderlich   verbundener   materieller  Punkte 

wirkenden  Kräfte  K^,  Kj . . .  K«  gegeben. 

Ohne  in  der  Wirkung  dieser  Kräfte  etwas 
zu  ändern,  kann  man  an  irgend  einem  be- 
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Erkl.  121.  Aas  nebenstehender  Antwort 
lassen  sich  folgende  S&tze  ableiten: 

1).  Sind  die  gegebenen  Er&fte  E^,  K, . . .  Kn 
parallel,  so  findet  man  die  Mittelkraft  durch 
Addition  der  Kr&fte  bei  übereinstimmender, 
darch  Sabtraktion  bei  entgegengesetzter  Rich- 
tung derselben. 

2).  Wird  die  Resultante  R  =  0,  so  findet 
in  Bezug  auf  fortschreitende  Bewegung  Gleich- 
gewicht statt;  die  Er&fte  setzen  sich  alsdann 
nur  zu  einem  einzigen  Er&ftepaar  zusammen. 

Ist  das  Moment  Xx,  siehe  Fig.  125,  dieses 
Paares  ebenfalls  =  0,  so  findet  auch  in  Bezug 
auf  drehende  Bewegung   Gleichgewicht  statt. 


liebig  gewählten  Punkt  A  des  Systems  is 
einer  Richtungsliuie,  parallel  der  Richtoi-g 
der  Kraft  K^  zwei  einander  entgegengesetzte 
Kräfte  hinzofttgen,  deren  jede  gleich  Kj  ist. 

An  derselben  Stelle  A  kann  man  ferner, 
ohne  etwas  an  dem  Bewegongsznstand  des 
Körpers  zu  ändern,  in  einer  Richtungslime. 
parallel  der  Richtung  der  Kraft  K,  zwei  ein- 
ander entgegengesetzte  Kräfte  hinzafftgen. 
deren  jede  =  K,  ist. 

Auf  gleiche  Weise  kann  man  in  Bezog  asf 
alle  übrigen  Kräfte  verfahren. 

Statt  jeder  einzelnen  von  den  3,  4  oder 
n  gegebenen  Kräften  erhält  man  alsdann  j^ 
drei  Kräfte:  die  eine  von  diesen  drei  Krif- 
ten  hat  in  dem  Pankt  A  ihren  Angriffspunks  I 
und  gleiche  Richtung  mit  der  unmittelbar  ge- 
gebenen Kraft  (+K^,  +Kj,  +K«);  währoad 
die  beiden  andern  Kräfte  allemal  ein  Kräfte- 
paar  bilden,  bestehend  ans  der  anmittelb&r 
gegebenen  Kraft  und  der  gleich  grossen  pa- 
rallel entgegengesetzten  Kraft  in  dem  Pnstt 
A.  (So  bilden  in  Fig.  124  K^— K^,  K,— K,. 
Ktt — Kn  Kräftepaare  mit  den  Momenten  KJ.. 

Man  erhält  also  im  ganzen  8,  4  oder  « 
einfache  Kräfte  von  bekannter  Richtung  n&d 
Grösse  an  dem  gemeinschaftlichen  Angriffs- 
ponkt  A,  und  ausserdem  3,  4  oder  n  Kräfte 
paare,  deren  Momente  und  AchsenrichtuDgcn 
aus  der  Lage  des  willkttrlich  i^vrähltec 
Punktes  A  und  aus  den  gegebenen  Kräften 
zu  bestimmen  sind. 

Die  3,  4  oder  n  einfachen  Kräfte  -fK,> 
+  K,,  +Kn  können  durch  ihre  Mittelkrsf: 
R  ersetzt  werden  und  jene  3,  4  oder  n 
Kräftepaare  lassen  sich  nach  den  im  yorig ec 
Abschnitt  gefundenen  Regeln  dorch  Addition 
(bei  entgegengesetztem  Sinn  durch  Sabtrak- 
tion) zu  einem  resultierenden  Kraftepu: 
(X— X)  mit  dem  Moment: 

X«  =  KJi±K2l2±KnlH 
vereinigen. 

Diese  Summe  ist  aber  das  statische  Mo- 
ment der  Kräfte  K^,  K^ . . .  Kn  in  Bezng  a&f 
den  Punkt  A. 


KjZj, 


Frage  63.  Wenn  man  nun  in  der,  in 
Antw.  auf  die  vorige  Frage  erörterten  Weise 
die  gegebenen  Kräfte  auf  eine  Kraft  und 
auf  ein  Kräftepaar  reduziert  hat,  ist  dann 
noch  eine  weitere  Vereinigung  zwischen  die- 
sen heterogenen  ^)  Elementen  der  Mechanik 
möglich  und  wie  lässt  sich  die  gemachte 
Aussage  beweisen? 

1)  Siehe  Erkl.  122. 


Antwort,  Hat  man  die  gegebeoei 
Kräfte  auf  eine  Resultante  R  und  auf 
ein  resultierendes  Paar  Tom  Momeii' 
Xx  reduziert,  so  lassen  sich  sämt- 
liche gegebenen  Kräfte  K|,  K, Ks 

durch   diese  Mittelkraft  R  ersetzen 
mit   einer   Angriffslinie,   deren   Ab- 


Ueber  die  Zusammensetzang  verschieden  gerichteter  Kräfte  in  einer  Ebene. 
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Figur  125. 


Stand  von  jedem  Pankt  in  der  Ebene 
Erkl.  122.  Heterogen  (vom  griech.  hetero,  gefunden  wird,  wenn  man  die  Summe 
anders...,  fremd...,  entgegengesetzt)  heisst  der  statischen  Momente  der  Seiten- 
8o  viel  wie  ungleichartig,  fremdartig,  verschie-  kräfte  (KJ. +K,?, +  ..  .K«U  in  Bezug 
denartig,  im  Gegensatz  zu  homogen,  gleich-  ^^^f  diesen  Punkt  durch  die  Mittel- 
*^^^-  kraft  R  teilt. 

Beweis.  Es  sei  die  Resultante  in  dem 
beliebigen  Punkt  A,  Figur  125,  gleich  R, 
das  statische  Moment  der  Seitenkräfte  in 
Bezug  auf  denselben  Punkt  Kj  ?i  ±  K,  Z, . . ; 
±Ki,Zn,  und  das  resultierende  Eräftepaar 
(X  —  X)  habe  das  Moment  Xa:,  so  ist: 

Xaj  =  KJi  ±  KjZj  ± . . . .  Knln 

Man  verändere  nun  das  Paar  vom  Mo- 
ment X:r  in  der  Weise,  dass  es  zur  Kraft 
die  vorhandene  Resultante  R  erhalte. 

Der  dazugehörige  Arm  r  bestimmt  sich 
dabei  durch  die  Gleichung: 


oder: 


Xa?  =  Rr 

Xx 
R 


r  = 


Erkl.  123.  Aus  der  nebenstehenden  Antwort 
ergeben  sich  folgende  Sätze: 

1).  Man  darf  eine  Kraft  R  parallel  mit  ihrer 
Richtung  von  B  nach  A  verschieben,  muss  aber 
dabei  das  sich  bildende  Kräftepaar  vom  Moment 
Rr  mit  in  Rechnung  bringen. 

2).  Ist  ein  Punkt  der  Kräfteebene  fest,  so 
konstruiere  man  fQr  diesen  Punkt  die  Resul- 
tante und  das  resultierende  Kräflepaar.  Die 
Mittelkraft  R  wird  durch  den  Gegendruck  des 
festen  Punktes  aufgehoben;  es  genOgt  daher 
zum  Gleichgewicht,  wenn  das  Moment  des 
resultierenden  Kräftepaares  oder  die  Summe 
der  statischen  Momente  sämtlicher  Kräfte  in 
Bezug  auf  den  festen  Punkt  =  0  ist. 


Dieses  veränderte  Paar  verschiebe  man 
in  der  Ebene  dergestalt,  dass  eine  seiner 
Kräfte  die  im  Punkt  A  angreifende  bekannte 
Kraft  R  vernichte. 

Es  bleibt  dann  in  der  Entfernung  r  im 
Punkt  B  eine  Kraft  übrig,  welche  gleich  und 
parallel  der  ursprünglichen  Kraft  R  und  auch 
nach  derselben  Richtung  wie  diese  wirksam 
ist,  bloss  mit  sich  parallel  um  die  Breite  r 
des  veränderten  Paares  verschoben. 

Dieser  Satz  wird  auch  so  ausgedrückt: 

Das  statische  Moment  der  Mittel- 
kraft in  Bezug  auf  einen  beliebigen 
Punkt  der  Kräfteebene  ist  gleich  der 
Summe  der  statischen  Momente  der 
Seitenkräfte. 


Frage  64.  Wie  kann  man  mehrere  Kräfte 
einer  Ebene,  die  an  verschiedenen  Punkten 
nach  verschiedenen  Richtungen  wirksam  sind, 
unter  Zuhilfenahme  eines  rechtwinkligen 
Koordinatensystems  vereinigen? 


Antwort.  Man  zerlege  jede  der  gege- 
benen Kräfte  P^,  Pj . . .  P„,  siehe  Figur  126, 
nach  dem  Satz  vom  Kräfteparallelogramm 
in  zwei  zueinander  senkrechte  Seitenkräfte, 
welche  mit  den  beiden  Achsen  OX  und  ÜY 
parallel  laufen. 
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Figur  126. 


Wird  die  Richtung  der  gegebenen  Kräfte 
durch  die  Winkel  a^fl^,  a^ß^ an/J«  be- 
zeichnet, die  sie  mit  den  Koordinatenachsen 
bilden,  so  erhält  man  far  die  gegebenen 
Kräfte  die  resp.  Komponenten: 


für  Pi : 


i). 


n 


X£    =   iTi   •  cos  a^ 

und  yj  =  P,  .  cos  ft 

X2   =   P2  •  cos  a^ 

und  yj  =:  Pj  .  cos  /J, 

«^  =  Pn  .  cos  a. 

und   V«  =  P«  .  cos  Ä 

Nennen  wir  nun  die  Summen  der  in  Rich- 
tung der  X-Achse  wirkenden  Komponentei 
X,  so  ist: 


oder: 


X  =  ^(Pi.cosaJ 


Nennen  wir  ferner  die  Summen  der  ii 
Richtung  der  Y-Achse  wirkenden  Kompo- 
nenten T,  so  ist: 

oder:  ^  ==  y. +y,  +  .  . . .  y. 

Y  =  .^(Pi.cosft) 

Die  Resultante  R  dieser  beiden  unter  rech- 
tem Winkel  zueinander  wirkenden  Kräfte 
ist  aber  nach  dem  Satz  vom  Kräfteparallelo- 
gramm und  nach  dem  pythagoräischen  Lehr- 
satz : 

R  =  Vx«  -f-  Y« 
oder: 

2).  .  .R  =  V(.2".Pi.coB«,)*+(2".P,.cos/Jj- 

wodurch  das  Bestreben  der  gegebenen  Kräfte 
auf  fortschreitende  Bewegung  ausgedrückt  ist 

Denkt  man  sich  die  Angriffspunkte  a,  h 

c  etc.  der  gegebenen  Kräfte  P^,  P, P> 

mit  dem  Schnittpunkt  0  des  rechtwinkligen 
Koordinatensystems  fest  verbunden,  so  wohnt 
den  gegebenen  Kräften  in  Bezug  auf  den 
Punkt  0  ein  Drehungsbestreben  inne,  wel- 
ches (nach  früheren  Erörterungen)  gemessen 
wird  durch  das  Produkt  aus  der  gegebenen 
Kraft  und  ihrem  senkrechten  Abstand  voni 
Drehpunkt  0. 

Nehmen  wir  wieder  anstatt  der  gegebenen 

Kräfte  Pj,  P2 ihre  Komponenten  Jt/v 

X2P2 '"  und  bezeichnen  wir  die  senkrechten 
Abstände  der  Angriffspunkte  a,  b,  c,  von  der 
X-Achse  mit  ^p  Z,,  l^  und  von  der  Y-Achse 
mit  Ap  ;.2,  A3,  so  ist  das  Drehungsbestreben 
oder  das  statische  Moment: 


von   x^  ^r=  x^  tj 

von 

yi  =  yi  ^. 

n       *^2    ~~   ^1    2 

« 

Vi  =  Vi  ^i 

n      «n   =   ^Jn 

» 

y«  =  Vn  ^.. 
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Erkl.  124.    Wirkt  in  einem  festen  Punkt  0 

eine  Kraft  M  in  einer  Entfernung  Oc  =  m 
siehe  Fig.  127,  rechts  oder  links  drehend  auf 
einen  Körper,  so  wird  offenbar  dasselbe  ge- 
leistet, wenn  man  die  gegebene  Kraft  M  durch 
zwei  andere  Kräfte  K^  =  K2  =  M  ersetzt, 
deren  jede  in  demselben  Drehungssinn  wie  M 
in  einer  Entfernung 

von  Punkt  0  angreift;  denn  da  die  Kraft  K,  =  M 
und  ihr  Arm  aÖ  =  v-m,  so  ist  ihr  Drehungs- 
bestreben 


-r^  l    \ 


K|  .aO  =  -^  Mm 

Da  femer  die  Kraft  Kj  =  M  und  ihr  Arm 
Ob  =  -x-m,   so  ist   deren  Drehungsbestreben 


2 


1  ^ 


Kj.üft  =  ~Mw; 


2 2 

addiert  man  diese  beiden  Gleichungen,  so  er- 
gibt sich: 

K,  .oÖ  +  K^.dÖ  =  Mw 


Setzen  wir  für  ^1  ^2  •  -  •  •  ^1^2  ^^^  obiger 
Gleich.  1).  deren  Werte  ein,  so  sind  die  sta- 
tischen Momente  der  einzelnen  Komponenten: 

Pj  .  cos  a,  Z,  -(-  P2 .  cos  «2  '2  +  •  •  •  ^n  •  ®^^  "n  'n 
Pl .  cos  ßiXi  +  Pj  . cos  ß2l2  +  •  •  •  ^n  •  cos  /S^  >L^ 

Da  nun  das  Drehungsbestreben  der  Kom- 
ponenten x^x^^. .  im  allgemeinen  dem  Dre- 
hungsbestreben der  Komponenten  ^1^2 .  -. . 
entgegengesetzt  gerichtet  ist  (was  um  so 
deutlicher  hervortritt,  wenn  man  sich  x^  von 
a  nach  a^,  x^  von  b  nach  by  n.  s.  w.  verlegt 
denkt),  so  erhält  man  als  Gesamtdrehungs- 
bestreben  der  gegebenen  Kräfte: 

Mm  =  Z  P, .  cos  a|  7|  —  2"  P  .  cos  /Jj  a^ 
oder 

3). .  .  Mm  =  ^  Pj  (cos  «1  li  —  cos ß^ .  JLj) 

Da  diese  Drehungsgrösse  nach  neben- 
stehender Erklärung  als  ein  Kräftepaar  an- 
gesehen resp.  in  ein  solches  umgewandelt 
werden  kann  und  da  dieses  Kräftepaar  mit 
der  resultierenden  Kraft  R  in  derselben 
Ebene  liegt,  so  ist  eine  Vereinigung  beider 
nach  Antwort  auf  Frage  63  möglich. 

Es  entsteht  dadurch  die  mit  B  gleichge- 
richtete und  ihr  an  Grösse  gleiche  Kraft 
R,  wirkend  an  dem  Arm  r,  d.  h.  um  die 
Entfernung  r  von  0  aus  gerechnet,  parallel 
mit  sich  selbst  verschoben,  wobei  r  durch 
die  Gleichung  Mm  =  Rr  bestimmt  werden 
muss;  daraus  folgt,  dass: 


Rr  =  Z  Pj  (cos  «1  Ji  — -  cos  ßi  A,) 

-  cos  ßi  ).i) 


oder 

4). ....  =  .:r  P_,  (cos.«4 


R 

Bezeichuet  man  die  Winkel,  welche  die 
Resultante  R  mit  den  beiden  Koordinaten- 
achsen bildet,  mit  q  und  a,  so  wird  (analog 
der  Gleichung  F).  und  G).  in  Auflösung  der 
Aufgabe  13)  die  Richtung  der  Resultante 
bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

X  Y 

5).  .  .  cos  Q  =  und     cos  (t  =  ^- 

und  kann  jeder  Punkt  derselben  als  Angriffs- 
punkt angenommen  werden. 

Da  nach  obiger  Entwickelung: 

M m  oder  Rr  =  2 P,  (cos «i  Zj  —  cos /J,  A,) 

ist,  CO  gilt  auch  für  diesen  Fall  der  Satz: 

Für  jeden  beliebigen  Punkt  0  ist 
das  Moment  der  Resultante  gleich 
der  Summe  der  Momente  der  gegebe- 
nen Kräfte. 
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b.  lieber  die  Yereinigang  ton  Kräften,  die  an  beliebig  vielen   Panktei 
naeli  den  Yerschiedensten  Richtungen  im  Baum  wirken. 

Frage  65.  Wie  kann  man  beliebig  viele, 
an  verschiedenen  Punkten  nach  verschiede- 
nen Richtungen  im  Raum  wirkende  Kräfte 

unter  Zuhilfenahme  eines  rechtwinkligen  Antwort.  Man  zerlege,  ganz  analog  d^i 
dreiachsigen  Koordinatensystems  Verfahren  in  Antw.  auf  Frage  64  jede  der 
vereinigen?  gegebenen  Kräfte  P^  P, . . . .  P»  nach  dem 

Satz  vom  Parallelepipedon  in  drei  zueinan- 
der senkrechte  Seitenkräfte,  welche  mit  den 
drei  Koordinatenachsen  ÖX,  ÜY  und  0Z  pa- 
rallel  laufen,  siehe  Figur  128. 

Wird  die  Richtung  der  gegebenen  Kräfte 
wieder  durch  die  Winkel  a,  ß^ y^,  a^ß^y^... 
fXnßnYn  mit  den  drei  Koordinatenachsen  be- 
stimmt, so  erhält  man  für  die  in  a  angrei- 
fende gegebene  Kraft  P^  die  drei  Kompo- 
nenten P^ .  cos  «p  P^ .  cosyJ^  und  P^ .  cos7v 

Desgleichen  erhält  man  für  eine  zweite 
in  h  angreifende  gegebene  Kraft  P,  die  drei 
Komponenten  P,  .  cos  a, ,  P,  .  cos  ß^  und 
Pj .  cos  ^2«  und  für  eine  nte  Ejraft  P»  erhält 
man  P« .  cos  an,  Pn .  cos  ßn  und  P» .  cos  n. 


Figur  128. 


"ViCoscc^ 


Nennt  man  nun  die  Summe  der  in  der 
Richtung  der  X-Achse  wirkenden  Kompo- 
nenten X,  so  ist: 

X  =   Pi .  cos  ai  +  Pj  .  cos  o,  +  .  . .  P,j  .  cos  a^ 

oder 

X  =  2"{Pi.C08a,) 

Ebenso  erhält  man  als  Summe  der  in  der 
Richtung  der  Y-Achse  wirkenden  Kompo- 
nenten: 

Y  =  Pi .  cos  /?i  4-  P2  •  cos  /8;  -4- . . .  P» .  cos  ß^ 

oder: 

Y  =  Z-IP,  .cos/Jj) 

und  endlich  als  Summe  der  in  Richtung  der 
Z- Achse  wirkenden  Komponenten: 

Z  =  Pi .  cos  7i  +  Pj .  cos  ^2  •  •  •  +  P«  •  cos  7g 
oder: 

Z  ~  .r  (Pf  cos  7,) 

Die  Grösse  der  Resultante  R  dieser  drei 
unter  rechten  Winkeln  zueinander  wirkendes 
Komponentensummen  ist  nach  dem  Satz  vom 
Kräfteparallelepipedon : 

1) R  =  Vx'  +  Y'Tz^ 

wodurch  das  Bestreben  der  gegebenen  n 
Kräfte  auf  fortschreitende  Bewegung  aus- 
gedrückt ist. 

Bezeichnet  man  die  Winkel,  welche  die 
Resultante  R  mit  den  drei  Koordinaten- 
achsen bildet,  mit  ^,  a  und  r,  so  wird  die 


cos  Q 

— 

R 

cos  IT 

— 

Y 
R 

COS  T 

= 

Z 

R 
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Richtung  der  Resultante  bestimmt  durch  die 
Gleichungen: 

oder  R  .  cos  ()  =  X 
2) '  cos  IT  =  ^   oder  R  .  cos  ir  =  Y 

oder  R  .  cos  T  =  Z 

Um  das  Drehungsbestreben  der  gegebenen 
Kräfte  zu  ermitteln,  denkt  man  sich  die  An- 
griffspunkte a,  b  etc.  derselben  mit  dem 
Schnittpunkt  0  des  rechtwinkligen  Koordi- 
natensystems fest  verbunden  und  nimmt  wie- 
der anstatt  der  gegebenen  Kräfte  ihre  Kom- 
ponenten. 

Bei  einer  Drehung  um  die  X-Achse  ist 
offenbar  die  in  Richtung  dieser  Achse  lie- 
gende Komponente  P^ .  cos  or^  ganz  wirkungs- 
los und  aus  der  Drehrichtung  der  beiden 
übrigen  Komponenten  nebst  deren  senkrech- 
ten Abständen  y^  und  ir^  von  der  X-Achse 
ergibt  sich  das  Drehungsbestreben  um  die 
X-Achse  oder  in  der  YZ-Ebene  = 

Pi .  cos  /i .  yi  —  Pf  cos  ß^ .  0^ 

In  gleicher  Weise  ist  bei  einer  Drehung 
um  die  Y-Achse  die  in  Richtung  dieser  Achse 
wirkende  Komponente  P^.cos^i  ohne  £in- 
fluss  und  aus  der  Drehrichtung  der  beiden 
übrigen  Komponenten,  nebst  deren  senk- 
rechten Abständen  jsi  unda?i  von  der  Y-Achse 
ergibt  sich  das  Drehungsbestreben  um  die 
Y-Achse  oder  in  der  XZ-Ebene  = 

Pj .  cos  «1 .  i^i  —  Pf  cos  /i .  a?i 

Endlich  ist  bei  einer  Drehung  um  die 
Z- Achse  die  in  Richtung  dieser  Aichse  wir- 
kende Komponente  P^  .  cos  Ti  wirkungslos, 
und  aus  der  Drehrichtung  der  beiden  übri- 
gen Komponenten  und  deren  senkrechten 
Abständen  x^  und  y^  von  der  Z- Achse  er- 
gibt sich  das  Drehungsbestreben  um  die 
Z- Achse  oder  in  der  XY-Ebene  = 

Pj .  cos  ^j .  a?i  —  Pj .  cos  «1 .  Pi 

Sind  nun  4,  5  oder  n  Kräfte  gegeben,  so 
erhalten  wir  mit  jeder  Koordinatenachse  pa- 
rallel laufend  4,  5  oder  n  Komponenten. 

Bezeichnet  man  nun  die  algebraische 
Summe  der  statischen  Momente  sämtlicher 
gegebenen  Kräfte  in  Bezug  auf  die  X-Achse 
mit  Mo;,  so  kann  das  Drehungsbestreben  der- 
selben in  abgekürzter  Form  ausgedrückt 
werden  durch  die  Gleichung: 

Maß  =  -2"  P,  (cos  yi .  yi  —  cos  ft  .  itj) 

In  gleicher  Weise  erhält  man  für  das 
Drehungsbestreben  um  die  Y-  resp.  Z- Achse: 
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My  =  -Z"  P,  (cos  «t  z^  —  cos  yi  .  ar,) 

M-?  =  Z  Pj  (cos  ß^Xi  —  cos  a,  .  yt) 

und  so  erhält  man  als  6esamtdreh1mgsl>^ 
streben  oder  nach  Erkl.  124  als  resultierec- 
des  Kräftepaar  der  Grösse  nach: 

8)....  Ss  =  V"(Ma:)2  +  (My)»4-(M«)2 
nnd  der  Richtung  nach: 

Mo; 


cosZ  = 


cos  il  = 


cosr  = 


Sa 
Uy 

sr 

S« 


Als  Endresultat  ergibt  sich  hiemach  ic 
jedem  Fall  die  Besultante  R  and  das  resul- 
tierende Eräftepaar  S^. 


Frage  66.   Unter  welchen  Umständen  ist 
eine  weitere  Vereinigung  der  erhaltenen  Re-       Antwort.    Eine  weitere  Yereinigimg  der 
sultante  R  und  des  resultierenden  Kräfte-  Resultante  R  und  des  Kräftepaares  Ss  ist 
paares  S^  möglich?  nur  dann  möglich,  wenn  das  Paar  S5  mit 

der  Kraft  R  in  derselben  Ebene  liegt,  oder 
wenn  die  Kraftrichtung  mit  der  Paarebene 
parallel  läuft. 

Der  erstgenannte  Fall  wurde  bereits  in 
Antwort  auf  Frage  63  erörtert,  und  dadurch 
ist  auch  eine  Untersuchung  des  zweiten 
Falles  erledigt,  indem  man  bei  der  letzterec 
Voraussetzung  die  Paarebene  jederzeit  so 
weit  mit  sich  parallel  verschieben  kann,  bis 
sie  die  Kraftrichtung  in  sich  aufgenommen 
hat. 

Schneidet  dagegen  die  Kraftrichtung  die 
Paarebene,  so  ist  eine  Vereinigung  zwischen 
beiden  Elementen  unmöglich,  da  man  bei 
dem  Versuch  einer  Vereinigung  auf  zwei 
Kräfte  geführt  wird,  deren  Richtungen  wind- 
schiefe Linien  sind. 


Frage  67.  Wenn  man  durch  Rechnung 
die  Resultante  R  und  das  Paar  S^  gefunden 
hat,  woran  erkennt  man  alsdann,  dass  eine 
Vereinigung  beider  möglich  ist,  und  durch 
welches  Verfahren  erhält  man  Grösse,  Rich- 
tung und  Angriffspunkt  der  Gesamtresultante? 


Antwort.  Denkt  man  sich,  analog  der 
Antwort  auf  Frage  63  das  Paar  S«  derart 
verschoben,  dass  die  im  Koordinatenschnitt- 
punkt  0  wirkende  Kraft  R  aufgehoben  wird, 
so  bleibt  dann  die  Gesamtresultante  R  flbrig. 
welche  mit  der  früheren  Resultante  parallel 
und  gleichgerichtet  wirkt  und  deren  Angriffs- 
punkt durch  die  ihm  zugehörigen  und  noch 
zu  berechnenden  Koordinaten  ^,  v  und  C  be- 
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stimmt  werden  muss,  die  sich  aus  folgender 
Betrachtung  ergeben: 

Denkt  man  sich  an  Stelle  der  Gesamt- 
resultante R  ihre  drei  parallel  zu  den  Ko- 
ordinatenachsen wirkenden  Komponenten,  so 
muss  ftlr  den  Fall  des  Gleichgewichts  das 
Gesamtdrehungsbestreben  der  gegebenen 
Kräfte  um  die  X-Achse,  d.  h.  die  von  uns 
mit  Mx  bezeichnete  Grösse: 

S  Pj  (cos  /i .  y t  —  cos  ßi^ .  z^) 

gleich  sein  dem  gesamten  Drehungsbestre- 
ben derjenigen  beiden  Komponenten  von  R, 
welche  nicht  in  Richtung  der  X-Achse 
wirken;  dies  sind  aber  die  beiden  Kräfte, 
die  wir  mit  Y  und  Z  bezeichneten. 

Der  unbekannte  Arm  der  ersteren  ist  die 
ihr  zugehörige  Koordinate  C  und  bewirkt 
eine  Drehung  im  negativen  Sinn,  während 
der  Arm  der  zweiten,  oder  die  ihr  zugehö- 
rige Koordinate  t;  ist  und  eine  Drehung  im 
positiven  Sinn  erzeugt 

Demnach  ist  das  Gesamtdrehungsbestreben 
beider,  oder  die  algebraische  Summe  ihrer 
statischen  Momente  Zv  —  YC  und  es  muss 
für  den  Fall  des  Gleichgewichts: 

Moj  =  Zu  — YC 
sein. 

In  gleicher  Weise .  muss  das  Gesamtdre- 
hungsbestreben der  gegebenen  Kräfte  um 
die  Y-Achse,  oder  die  Grösse  M^  gleich  sein 
dem  Gesamtdrehungsbestreben  der  beiden 
nicht  in  Richtung  dieser  Achse  liegenden 
Komponenten  der  Gesamtresultante  R. 

Diese  beiden  Komponenten  sind  X  und  Z, 
und  zwar  wirkt  X  an  dem  noch  unbekannten 
Arm  (  im  positiven  und  Z  an  dem  Arm  i 
im  negativen  Sinn  drehend,  und  somit  ist 
die  algebraische  Summe  der  statischen  Mo- 
mente dieser  beiden  Komponenten  von  R, 
XC—Zg  und  fflr  den  Fall  des  Gleichge- 
wichts : 

My  =  XC-Zt 

Endlich  muss  noch  das  Gesamtdrehungs- 
bestreben der  gegebenen  Kräfte  um  die 
Z- Achse  oder  die  Grösse  Me  gleich  sein  der 
algebraischen  Summe  der  statischen  Mo- 
mente der  nicht  in  Richtung  dieser  Achse 
liegenden  Komponenten  X  und  Y,  und  zwar 
wirkt  X  an  dem  Arm  v  negativ  drehend, 
Y  an  dem  Arm  {  dagegen  positiv  drehend, 
woraus  sich  schliesslich  die  Gleichung: 

M-er  =  Y^  — Xu 
ergibt. 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichts  muss  also 
gleichzeitig: 
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Frage  60.  Wie  kann  man  drei  oder  mehr 
Kräfte  durch  Konstruktion  zu  einer 
Resultante  vereinigen? 


Figur  122. 


Antwort.  Sollen  drei  oder  mehr  Krif:« 
durch  Konstruktion  zu  einer Resultaoie 
R  zusammengesetzt  werden,  so  geschieht  dies 
am  einfachsten  durch  Bildung  eines  sogei. 
Kräftepolygons. 

Sollen  z.  B.  die  drei  Kräfte  P^,  P,,  P3  m 
Figur  122  zu  einer  Resultante  Tereinigt  wer- 
den, so  zerlege  man  dieselben  darch  Kon- 
struktion entsprechender  Paralielogramine, 
deren  eine  Diagonale  gleich  der  gegebe&ei 
Kraft  sein  muss,  in  je  zwei  Komponenten. 
derart,  dass  die  Komponente  B^  =  B,  and 
Dj  =  D2  wird. 

Man  wähle  nun  einen  willkürlichen  Punkt 
0,  den  Pol  und  lege  an  denselben  statt  de: 
Kraft  P^  ihre  beiden  Komponenten  A  und  B^. 
anstatt  der  Kraft  P2  ihre  Komponenten  B. 
und  Dj,  und  anstatt  der  Kraft  P3  ihre  Kom- 
ponenten D,  und  C. 

Da  nun  B^  mit  B,  und  D^  mit  D,  im 
Gleichgewicht  ist,  so  werden  die  drei  gege- 
benen Kräfte  durch  zwei,  nämlich  durch  A 
und  C  ersetzt,  deren  Schnittpunkt  S  eis 
Punkt  der  Resultante  R  ist. 

Die  Kraftlinien  A,  B,  D,  C  bilden  eia 
Polygon  (Vieleck),  das  Seilpolygon,  soge- 
nannt, weil  ein  biegsames  Seil  unter  dem 
Einfluss  der  gegebenen  Kräfte  P^,  P,,  P, 
und  der  Kräfte  A  und  C  im  Gleichgewich: 
ist,  wenn  es  die  Form  jenes  Polygons  an- 
genommen hat 

Gleichwie  die  Seiten  1,  2,  3  des  Polygors 
den  gegebenen  Kräften  P^,  Pj,  P,  entspre- 
chen, so  entspricht  die  vierte  Seite  der  Re- 
sultante R,  welche  parallel  mit  sich  nadt 
dem  Schnittpunkt  S  ger&ckt  werden   kaim. 

Auf  diese  Weise  lassen  sich  beliebige 
Kräfte  am  starren  Körper,  welche  in  der- 
selben Ebene  liegen,  durch  zwei  Kräfte  A 
und  C  ersetzen,  und  falls  diese  sich  schnei- 
den, durch  eine  einzige. 

Im  Gleichgewicht  kann  das  ebene  Kräfte- 
system nur  dann  sein,  wenn  die  ersetzendec 
Kräfte  A  und  G  entgegengesetzt  gleich  sind 
und  in  derselben  Kraftlinie  wirken. 


Frage  61.  Was  kann  man  in  Bezug  auf 
die  Richtungslinien  und  Grössen  mehrerer 
an  verschiedenen  Punkten  eines  Körpers  wir- 
kenden Kräfte  aussagen,  wenn  sich  dieselben 
das  Gleichgewicht  halten? 


Antwort.  Wenn  drei  Kräfte  einec 
Körper  im  Gleichgewicht  halten,  so 
schneiden  ihre  Richtungslinien  ein- 
ander in  einem  Punkt  und  ihre  Grös- 
sen verhalten  sich  wie  die  Sinus  der 
gegenüberliegenden  Winkel. 
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Erkl.  120.  Eine  Störung  des  Gleichgewichts- 
zustandes tritt  auch  dann  nicht  ein,  wenn  die 
beiden  Eräfte  P  und  Q  durch  ihre  Resultante 
R  ersetzt  werden,  siehe  Fig.  123,  und  wenn 
als  Angriffspunkt  dieser  letzterep  statt  des 
Punktes  O  irgend  ein  anderer  in  ihrer  Rich- 
tUDgslinie  liegender  Punkt  J  gewählt  wird.  Die 
in  den  Paukten  M  und  N  wirkenden  Kräfte  P  nnd 
Q  haben  daher  genau  dieselbe  Wirkung:,  wie 
die  in  dem  Paiät  J  wirkende  Kraft  R.  Es 
kann  somit  Yon  der  Mittelkraft  zweier  Kräfte 
auch  dann  noch  die  Rede  sein,  wenn  die  Kräfte 
an  verschiedenen  Angriffspunkten  wirken. 

Wie  nun  die  beiden,  an  gemeinschaftlichem 
Angriffspunkt  0  wirkenden  Eräfte  P  und  Q 
ersetzt  werden  können  durch  die  resp.  in  den 
Punkten  M  und  N  wirkenden  Kräfte  P  und  Q, 
so  können  auch  umgekehrt  diese  letzteren  er- 
setzt werden  durch  die  ersteren  und  es  ergibt 
sich  also  auch  auf  diesem  Weg  die  schon  bei 
den  statischen  Momenten  erörterte  Regel  über 
die  Vereinigung  von  zwei  beliebig  gerichteten 
Kräften  einer  Ebene: 

Man  verlege  die  Angriffspunkte  der 
zwei  an  verschiedenen  Punkten  wir- 
kenden gegebenen  Kräfte  an  den 
Durchschnittspunkt  ihrer  Richtungs- 
linien  und  wende  alsdann  die  für  die 
Eräfte  mit  gemeinschaftlichem  An- 
griffspunkt geltenden  Regeln  an. 


Die  Richtigkeit  dieses  „Satzes  von  den 
drei  Kräften",  welcher  mehrfach  zur  Lö- 
sung von  Aufgaben  benutzt  wird,  ergibt  sich 
aus  folgender  Betrachtung: 

Nach  Satz  5  und  Erkl.  14  in  Antwort 
auf  Frage  11  kann  man  für  drei,  an  ge- 
meinschaftlichem Angriffspunkt  einander  das 
Gleichgewicht  haltende  Kräfte  K,  P,  Q  statt 
des  gemeinschaftlichen  Angriffspunktes  0, 
siehe  Figur  123,  auch  die  in  ihren  Rich- 
tungslinien liegenden  und  zu  demselben  Sy- 
stem gehörigen  Punkte  L,  M,  N  als  An- 
griffspunkte wählen,  ohne  dass  in  der  Wir- 
kung der  Kräfte  etwas  geändert  wird. 

Die  Anwendung  des  in  Erkl.  64  erörterten 
Satzes,  „dass  sich  drei,  einander  das  Gleich- 
gewicht haltende  Kräfte  verhalten  wie  die 
Sinuszahlen  der  gegenüberliegenden  Winkel" 
auf  die  nun  nicht  mehr  an  gemeinschaft- 
lichem Angriffspunkt  wirkenden  drei  Kräfte 
führt  zu  dem  oben  angeführten  Satz  von  den 
drei  Kräften.  ^ 


0  Sieh«  Erkl.  120. 


Frage  62.   Wie  kann  man  beliebig  viele 
in  einer  Ebene  an  verschiedenen  Punkten 

wirkende  Kräfte  zu  einer  Mittelkraft  in  Antwort.  Es  seien  die  an  den  Angriffs- 
einem  beliebigen  Angriffspunkt  und  zu  einem  Punkten  P^,  Pj . . .  P»  auf  ein  System  unver- 
Kräftepaar  zusammensetzen?  änderlich  verbundener   materieller  Punkte 

wirkenden  Kräfte  K^,  K, . . .  K«  gegeben. 

Ohne  in  der  Wirkung  dieser  Kräfte  etwas 
zu  ändern,  kann  man  an  irgend  einem  be- 
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Figur  124. 
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Erkl.  121.  Aas  nebenstehender  Antwort 
lassen  sich  folgende  S&tze  ableiten: 

1).  Sind  die  gegebenen  Kräfte  E,,  K2 . . .  En 
parallel,  so  findet  man  die  Mittelkraft  darch 
Addition  der  Er&fte  bei  übereinstimmender, 
darch  Sabtraktion  bei  entgegengesetzter  Rich- 
tung derselben. 

2).  Wird  die  Resoltante  R  =  0,  so  findet 
in  Bezog  auf  fortschreitende  Bewegung  Gleich- 
gewicht statt;  die  Er&fte  setzen  sich  alsdann 
nur  zu  einem  einzigen  Erftftepaar  zusammen. 

Ist  das  Moment  Xx,  siehe  Fig.  125,  dieses 
Paares  ebenfalls  =  0,  so  findet  auch  in  Bezug 
auf  drehende  Bewegung   Gleichgewicht  statt. 


liebig  gewählten  Punkt  A  des  Systems  h 
einer  Richtungslinie,  parallel  der  Richtit£| 
der  Kraft  K^  zwei  einander  entgegengesetz:- 
Kräfte  hinzufügen,  deren  jede  gleich  E^  ist 

An  derselben  Stelle  A  kann  man  ferne, 
ohne  etwas  an  dem  Bewegongszostand  d& 
Körpers  zu  ändern,  in  einer  Richtongslioie 
parallel  der  Richtung  der  Kraft  K,  zwei  ein- 
ander entgegengesetzte  Kräfte  hinzuf&gee 
deren  jede  =  K,  ist. 

Auf  gleiche  Weise  kann  man  in  Bezug  ts: 
alle  übrigen  Kräfte  verfahren. 

Statt  jeder  einzelnen  von  den  3,  4  odt: 
n  gegebenen  Kräften  erhält  man  alsdaoDje 
drei  Kräfte:  die  eine  von  diesen  drei  Erlf- 
ten  hat  in  dem  Punkt  A  ihren  Angriffspunkt 
und  gleiche  Richtung  mit  der1uunittelbarg^ 
gebenen  Kraft  (+  Kp  +K,,  +Kn) ;  währed 
die  beiden  andern  Kräfte  allemal  ein  Kräft^ 
paar  bilden,  bestehend  aus  der  nnmittelbäi 
gegebenen  Kraft  und  der  gleich  grossen  pa- 
rallel entgegengesetzten  Kraft  in  dem  Posb 
A.  (So  bilden  in  Fig.  124  K^— K^,  K,— K, 
Kn — Kn  Ejräftepaare  mit  den  Momenten  K^/.. 

Man  erhält  also  im  ganzen  3 ,  4  oder  f 
einfache  Kräfte  von  bekannter  Richtung  x&i 
(xrösse  an  dem  gemeinschaftlichen  Angri^ 
punkt  A,  und  ausserdem  3,  4  oder  n  Ki&fie 
paare,  deren  Momente  und  Achsenrichtnnge: 
aus  der  Lage  des  willktbrlich  gewdhltet 
Punktes  A  und  aus  den  gegebenen  Kräftei 
zn  bestimmen  sind. 

Die  3,  4  oder  n  einfachen  Kräfte  -f  K,. 
+  K2,  +Kn  können  durch  ihre  Mittelkran 
R  ersetzt  werden  and  jene  3,4  oder « 
Kräftepaare  lassen  sich  nach  den  im  vorigeL 
Abschnitt  gefundenen  Regeln  durch  Addition 
(bei  entgegengesetztem  Sinn  durch  Subtrak- 
tion) zu  einem  resultierenden  Krftftepu: 
(X  —  X)  mit  dem  Moment: 

X«  =  KJi  ±K2l2  ±Knln 

vereinigen. 

Diese  Summe  ist  aber  das  statische  Mo- 
ment der  Kräfte  K^  K^ . . .  Kn  in  Bezug  aif 
den  Punkt  A. 


Frage  63.  Wenn  man  nun  in  der,  in 
Antw.  auf  die  vorige  Frage  erörterten  Weise 
die  gegebenen  Kräfte  auf  eine  Kraft  und 
auf  ein  Kräftepaar  reduziert  hat,  ist  dann 
noch  eine  weitere  Vereinigung  zwischen  die- 
sen heterogenen  ^)  Elementen  der  Mechanik 
möglich  und  wie  lässt  sich  die  gemachte 
Aussage  beweisen? 


>)  Siehe  Erkl.  122. 


Antwort,  Hat  man  die  gegebeDes 
Kräfte  auf  eine  Resultante  R  und  sd^ 
ein  resultierendes  Paar  vom  Moment 
Xo;  reduziert,  so  lassen  sich  sitt- 
liche gegebenen  Kräfte  K,,   K, h 

durch   diese  Mittelkraft  R  ersetzen 
mit   einer  Angriffslinie,   deren  A^ 
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Figur  125. 


stand  von  jedem  Punkt  in  der  Ebene 
Erkl.  122.  Heterogen  (vom  griech.  hetero,  gefunden  wird,  wenn  man  die  Summe 
anders...,  fremd...,  entgegengesetzt)  heisst  der  statischen  Momente  der  Seiten- 
so  viel  wie  ungleichartig,  fremdartig,  verschie-  krftfte  (KJ. +K,L +  . .  .K„U  in  Bezug 
denartig,  im  Gegensatz  zu  homogen,  gleich-  ^^f  diesen  Punkt  durch  die  Mittel- 
*^^«-  kraft  R  teilt. 

Beweis.  Es  sei  die  Resultante  in  dem 
beliebigen  Punkt  A,  Figur  125,  gleich  R, 
das  statische  Moment  der  Seitenkräfte  in 
Bezug  auf  denselben  Punkt  KJ^±,K^l^ , . . 
±En?n«  nnd  das  resultierende  Kräftepaar 
(X  —  X)  habe  das  Moment  Xx,  so  ist: 

Xaj  ^  Kl  l^  ^  K2 1^2  —  •  •  •  •  K"  ^« 

Man  verändere  nun  das  Paar  vom  Mo- 
ment Xo;  in  der  Weise,  dass  es  zur  Kraft 
die  vorhandene  Resultante  R  erhalte. 

Der  dazugehörige  Arm  r  bestimmt  sich 
dabei  durch  die  Gleichung: 


oder: 


Xx  =  Rr 

Xx 
R 


r  = 


Erkl.  123.  Aus  der  nebenstehenden  Antwort 
ergeben  sich  folgende  Sätze: 

1).  Man  darf  eine  Kraft  R  parallel  mit  ihrer 
Richtung  von  B  nach  A  verschieben,  muss  aber 
dabei  das  sich  bildende  Kräftepaar  vom  Moment 
Rr  mit  in  Rechnung  bringen. 

2).  Ist  ein  Punkt  der  Kräfteebene  fest,  so 
konstruiere  man  fOr  diesen  Punkt  die  Resul- 
tante und  das  resultierende  Kräftepaar.  Die 
Mittelkraft  R  wird  durch  den  Gegendruck  des 
festen  Punktes  aufgehoben;  es  genflgt  daher 
zum  Gleichgewicht,  wenn  das  Moment  des 
resultierenden  Kräftepaares  oder  die  Summe 
der  statischen  Momente  sämtlicher  Kräfte  in 
Bezug  auf  den  festen  Punkt  =  0  ist. 


Dieses  veränderte  Paar  verschiebe  man 
in  der  Ebene  dergestalt,  dass  eine  seiner 
Kräfte  die  im  Punkt  A  angreifende  bekannte 
Kraft  R  vernichte. 

Es  bleibt  dann  in  der  Entfernung  r  im 
Punkt  B  eine  Kraft  übrig,  welche  gleich  und 
parallel  der  ursprünglichen  Kraft  R  und  auch 
nach  derselben  Richtung  wie  diese  wirksam 
ist,  bloss  mit  sich  parallel  um  die  Breite  r 
des  veränderten  Paares  verschoben. 

Dieser  Satz  wird  auch  so  ausgedrückt: 

Das  statische  Moment  der  Mittel- 
kraft in  Bezug  auf  einen  beliebigen 
Punkt  der  Kräfteebene  ist  gleich  der 
Summe  der  statischen  Momente  der 
Seitenkräfte. 


Frage  64.  Wie  kann  man  mehrere  Kräfte 
einer  Ebene,  die  an  verschiedenen  Punkten 
nach  verschiedenen  Richtungen  wirksam  sind, 
unter  Zuhilfenahme  eines  rechtwinkligen 
Koordinatensystems  vereinigen? 


Antwort.  Man  zerlege  jede  der  gege- 
benen Kräfte  P^,  P, . . .  P„,  siehe  Figur  126, 
nach  dem  Satz  vom  Kräfteparallelogramm 
in  zwei  zueinander  senkrechte  Seitenkräfte, 
welche  mit  den  beiden  Achsen  OX  und  ÜY 
parallel  laufen. 
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Figur  126. 


i)- 


1  • 


Wird  die  Richtung  der  gegebenen  Ei^.t 

durch  die  Winkel  «i  /^i ,  «2  't ^»  ^*  ^^ 

zeichnet,  die  sie  mit  den  Eoordinatenachsei 
bilden,  so  erhält  man  für  die  gegebece^ 
Kräfte  die  resp.  Komponenten: 

für  Pj :  Xi  =  P,  .  cos  a, 

und  yi  =  P,  .  cos  ßi 

■^  jCj  =  P,  .  cos  Ä, 

und  y2  =  ^2  •  <^s  ^; 

«„  =  Pw .  cos  «,j 

Nennen  wir  nun  die  Summen  der  in  Rich- 
tung der  X-Achse  wirkenden  KomponeDten 
X,  so  ist: 

X  =  jc,  -|-  Xj  +  . . .  .  aj^ 
oder: 

X  —  -2"(Pi.co8ai) 

Nennen  wir  ferner  die  Summen  der  in 
Richtung  der  Y-Achse  wirkenden  Kompc»- 
nenten  T,  so  ist: 

Y  =  yt+y2  +  —  y« 

Y  =  ^{Pi.cosft) 


oder: 


Die  Resultante  R  dieser  beiden  unter  rech- 
tem Winkel  zueinander  wirkenden  Kräfte 
ist  aber  nach  dem  Satz  vom  Kräfteparallelo- 
gramm und  nach  dem  pythagoräischen  Lehr- 
satz : 

R  =  Vx«  -f  Y» 
oder: 

2).  .  .R  =  V(-2■.P,.coso,)*+(^.P,-cosAi- 
wodurch  das  Bestreben  der  gegebenen  Kräfte 
auf  fortschreitende  Bewegung  ausgedrflckt  ist. 

Denkt  man  sich  die  Angriffspunkte  a,  b, 

c  etc.  der  gegebenen  Kräfte  P^,  P, P« 

mit  dem  Schnittpunkt  0  des  rechtwinkligen 
Koordinatensystems  fest  verbunden,  so  wohnt 
den  gegebenen  Kräften  in  Bezug  auf  den 
Punkt  0  ein  Drehungsbestreben  inne,  wel- 
ches (nach  früheren  Erörterungen)  gemessen 
wird  durch  das  Produkt  aus  der  gegebenen 
Kraft  und  ihrem  senkrechten  Abstand  ?oia 
Drehpunkt  0. 

Nebmen  wir  wieder  anstatt  der  gegebenen 

Kräfte  Pj,  Pj ihre  Komponenten  a?i  Vf 

x^y^,,.  und  bezeichnen  wir  die  senkrechten 
Abstände  der  Angriffspunkte  a,  5,  c,  von  der 
X-Achse  mit  Zp  Zj,  l^  und  von  der  Y-Achse 
mit  Ap  ;.2,  Xjt  so  ist  das  Drehungsbestreheo 
oder  das  statische  Moment: 


von   x^  —  a?!  ?i 

von   y^  =  yy  l, 

«        ^2    =    *2^2 

r>    yi  —  y-t  ^i 

»      ^n   =   ^nh 

«    yn  =  yn  K 
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Erkl.  124.    Wirkt  in  einem  festen  Punkt  0 

eine  Kraft  M  in  einer  Entfernung  Oc  =  m 
siehe  Fig.  127,  rechts  oder  links  drehend  auf 
einen  Körper,  so  wird  offenbar  dasselbe  ge- 
leistet, wenn  man  die  gegebene  Kraft  M  durch 
zwei  andere  Kr&fte  K^  =  K,  :=  M  ersetzt, 
deren  jede  in  demselben  Drehungssinn  wie  M 
in  einer  Entfernung 

1 


Oa  =  0&  =  ^Oc  =  |-fn 

yon  Punkt  0  angreift;  denn  da  die  Kraft  K,  =  M 
und  ihr  Arm  aO  =  yti»,  so  ist  ihr  Drehungs- 
bestreben 

K|  .aO  =  yMm 

Da  femer  die  Kraft  Kj  =  M  und  ihr  Arm 
06  =  T^}   so   ist   deren  Drehungsbestreben 

Kj.Ob  =  j  Mm; 

addiert  man  diese  beiden  Gleichungen,  so  er- 
gibt sich: 


K,  .aO  +  Kj.tO  =  Mm 


Setzen  wir  für  ^1^2  ••• -^tS^z  ^^^  obiger 
Gleich.  1).  deren  Werte  ein,  so  sind  die  sta- 
tischen Momente  der  einzelnen  Komponenten: 

Pj  .  cos  Ä|  Zt  +  Pj .  cos  aj  ?2  +  •  •  ■  ^n  •  ^^^  "n  'n 

Pj .  cos  ß^Xi 4- 1*2  •  COS  /»jij  -|-  . . .  P„ .  cos  /5^  l^ 

Da  nun  das  Drehnngsbestreben  der  Kom- 
ponenten x^Xjn. .  im  allgemeinen  dem  Dre- 

hangsbestreben  der  Komponenten  y^ifj 

entgegengesetzt  gerichtet  ist  (was  am  so 
deutlicher  hervortritt,  wenn  man  sich  x^  von 
a  nach  a^,  x^  von  b  nach  b^  n.  s.  w.  verlegt 
denkt),  so  erhält  man  als  Gesamtdrehungs- 
bestreben  der  gegebenen  Kräfte: 

Mm  =  Z"  P, .  cos ffi  7t  —  -TP. cos /9, l^ 
oder 

3). .  .  Mm  =  iS"  Pj  (cos  «1  li  —  cos/Si .  A|) 

Da  diese  Drehangsgrösse  nach  neben- 
stehender Erklärung  als  ein  Kräftepaar  an- 
gesehen resp.  in  ein  solches  umgewandelt 
werden  kann  und  da  dieses  Kräftepaar  mit 
der  resultierenden  Kraft  R  in  derselben 
Ebene  liegt,  so  ist  eine  Vereinigung  beider 
nach  Antwort  auf  Frage  63  möglich. 

Es  entsteht  dadurch  die  mit  R  gleichge- 
richtete und  ihr  an  Grösse  gleiche  Kraft 
R,  wirkend  an  dem  Arm  r,  d.  h.  um  die 
Entfernung  r  von  0  aus  gerechnet,  parallel 
mit  sich  selbst  verschoben,  wobei  r  durch 
die  Gleichung  Mm  =:  Rr  bestimmt  werden 
muss;  daraus  folgt,  dass: 


oder 


Rr  =  ^P|(cosai?i — cos/JjA,) 
__    Z"  P,  (cos  a,  Z,  —  cos  /Ji  li) 


4).  .  .  .  r  =  — 


R 


Bezeichnet  man  die  Winkel«  welche  die 
Resultante  R  mit  den  beiden  Koordinaten- 
achsen bildet,  mit  q  und  a,  so  wird  (analog 
der  Gleichung  F).  und  G).  in  Auflösung  der 
Aufgabe  13)  die  Richtung  der  Resultante 
bestimmt  durch  die  Gleichungen: 


5).  .  .  cos  (?  =  ^  - 


und     cos  a  = 


R 


und  kann  jeder  Punkt  derselben  als  Angriffs- 
punkt angenommen  werden. 

Da  nach  obiger  Entwickelung: 

Mm  oder  R r  =  J*  P,  (cos  «i  l^  —  cos  /J,  A,) 

ist,  €0  gilt  auch  für  diesen  Fall  der  Satz: 

Für  jeden  beliebigen  Punkt  0  ist 
das  Moment  der  Resultante  gleich 
der  Summe  der  Momente  der  gegebe- 
nen Kräfte. 
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b.  lieber  die  Tereinignng  Ton  Kräften,  die  an  beliebig  vielen   Punkten 
nach  den  Tersehiedensten  Biehtnngen  im  Ranm  wiriien. 


Frage  65.  Wie  kann  man  beliebig  viele, 
an  verschiedenen  Punkten  nach  verschiede- 
nen Richtnngen  im  Baum  wirkende  Kräfte 
unter  Zuhilfenahme  eines  rechtwinkligen 
dreiachsigen  Koordinatensystems 
vereinigen? 


Figur  128. 


"T^cogcc^ 


Antwort.  Man  zerlege,  ganz  analog  dem 
Verfahren  in  Antw.  auf  Frage  64  jede  der 

gegebenen  E^räfte  P^,  P, Pn  nach  dea 

Satz  vom  Parallelepipedon  in  <h'ei  zaeinas- 
der  senkrechte  Seitenkräfte,  welche  mit  den 
drei  Koordinatenachsen  ÜX,  ÜT  and  ÖZ  pa- 
rallel laufen,  siehe  Figur  128. 

Wird  die  Richtung  der  gegebenen  Kräfte 
wieder  durch  die  Winkel  a, ß^ y^,  a^ß^y^.,. 
«n  ßn  7n  mit  den  drei  Koordinatenachsen  be- 
stimmt, so  erhalt  man  far  die  in  a  angrei- 
fende gegebene  Kraft  Pf  die  drei  Kompo- 
nenten P^ .  cos  «p  P^ .  cos/Jj  und  P^ .  cosr . 

Desgleichen  erhält  man  für  eine  zweite 
in  5  angreifende  gegebene  Kraft  P,  die  drei 
Komponenten  P,  .  cos  a, ,  P,  .  cos  ß^  und 
P, .  cos  ^2?  und  für  eine  nte  Ejraft  P«  erhält 
man  P« .  cos  am  Pn .  cos  ßn  und  P» .  cos  r«- 

Nennt  man  nun  die  Summe  der  in  der 
Richtung  der  X-Achse  wirkenden  Kompo- 
nenten X,  so  ist: 

X  =  P, .  cos  tti  4"  P2  •  cos  a,  -|-  . . .  P^ .  cos  c^ 
oder 

X  =  Z'CPi.cosaJ 

Ebenso  erhält  man  als  Summe  der  in  der 
Richtung  der  Y-Achse  wirkenden  Kom|K>- 
nenten: 

Y  =  Pi .  cos  /*!  4"  P?  •  cos  ^2  + P^ .  cos^, 

oder: 

Y  =  Z'CP,  .cos/?|) 

und  endlich  als  Summe  der  in  Richtung  der 
Z- Achse  wirkenden  Komponenten: 

Z  =  Pi .  cos  yi  -|-  P, .  cos  ^2  •  •  •  +  P»  -  cos  7, 
oder: 

Z  ~  -2"  (P4 .  cos  y,) 

Die  Grösse  der  Resultante  R  dieser  drei 
unter  rechten  Winkeln  zueinander  wirkenden 
Komponentensummen  ist  nach  dem  Satz  Toa 
Kräfteparallelepipedon : 

1) R  =  Vx'  +  Y'  +  Z^ 

wodurch  das  Bestreben  der  gegebenen  1 
Kräfte  auf  fortschreitende  Bewegung  aas- 
gedrückt ist. 

Bezeichnet  man  die  Winkel,  welche  die 
Resultante  R  mit  den  drei  Koordinaten- 
achsen bildet,  mit  c  o  und  t,  so  wird  die 
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RichtuDg  der  Resxdtante  bestimmt  darch  die 
Gleichnngen: 

cos  o  =  -^   oder  R  .  cos  (>  =  X 

Y 
2) ■  cos  <i  =   ^   oder  R .  cos  cj  =  Y 

cos  T  =      -   oder  R  .  cos  t  =  Z 

Um  das  Drehangsbestreben  der  gegebenen 
Kräfte  zn  ermitteln,  denkt  man  sich  die  An- 
griffspunkte a,  b  etc.  derselben  mit  dem 
Schnittpunkt  0  des  rechtwinkligen  Koordi- 
natensystems fest  verbunden  und  nimmt  wie- 
der anstatt  der  gegebenen  Kr&fte  ihre  Kom- 
ponenten. 

Bei  einer  Drehung  um  die  X-Achse  ist 
offenbar  die  in  Richtung  dieser  Achse  lie- 
gende Komponente  P^ .  cos  or^  ganz  wirkungs- 
los und  aus  der  Drehrichtung  der  beiden 
übrigen  Komponenten  nebst  deren  senkrech- 
ten Abständen  ^^  und  Jf^  von  der  X-Achse 
ergibt  sich  das  Drehungsbestreben  um  die 
X-Achse  oder  in  der  YZ-Ebene  = 

P^ .  cos  Yi-tfi  —  Pf  cos  fi^ .  j^i 

In  gleicher  Weise  ist  bei  einer  Drehung 
um  die  Y-Achse  die  in  Richtung  dieser  Achse 
wirkende  Komponente  P^ .  cos  ßi  ohne  Ein- 
fluss  und  aus  der  Drehrichtung  der  beiden 
übrigen  Komponenten,  nebst  deren  senk- 
rechten Abständen  01  undrr^  von  der  Y-Achse 
ergibt  sich  das  Drehungsbestreben  um  die 
Y-Achse  oder  in  der  XZ-Ebene  = 

P^ .  cos  «j .  jBfj  —  Pj .  cos  y^ .  x^^ 

Endlich  ist  bei  einer  Drehung  um  die 
Z- Achse  die  in  Richtung  dieser  Aichse  wir- 
kende Komponente  P^  .  cos  rt  vrirkungslos, 
und  aus  der  Drehrichtung  der  beiden  übri- 
gen Komponenten  und  deren  senkrechten 
Abständen  a?|  und  y^  von  der  Z- Achse  er- 
gibt sich  das  Drehungsbestreben  um  die 
Z- Achse  oder  in  der  XY-£bene  = 

P^ .  cos  ^4 .  a?j  —  Pi .  cos  a^ .  yj 

Sind  nun  4,  5  oder  n  Kräfte  gegeben,  so 
erhalten  wir  mit  jeder  Koordinatenachse  pa- 
rallel laufend  4,  5  oder  n  Komponenten. 

Bezeichnet  man  nun  die  algebraische 
Summe  der  statischen  Momente  sämtlicher 
gegebenen  Kräfte  in  Bezug  auf  die  X-Achse 
mitMa;,  so  kann  das  Drehungsbestreben  der- 
selben in  abgekürzter  Form  ausgedrückt 
werden  durch  die  Gleichung: 

M«  =  -T  P,  (cos  7i .  yi  —  cos  ßi .  gl) 

In  gleicher  Weise  erhält  man  für  das 
Drehungsbestreben  um  die  Y-  resp.  Z- Achse: 
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My  =  iT  Pj  (cos  a^Zi  —  cos  yj  .  a?, ) 

M.Z  =  JT  Pi  (cos  ß^Xi  —  coB  ß|  -  y,) 

und  so  erhält  man  als  Gesamtdrehnngsbe- 
streben  oder  nach  Erkl.  124  als  resnltiereiH 
des  Eräftepaar  der  Grösse  nach: 

3)....  Sfi  =  V(Ma;)«4-(My)*  +  (M*r- 
und  der  Richtung  nach: 

Ux 


cosJL  = 


Ss 


cos^  =  ^,- 
cosr  = 


Ss 


Als  Endresultat  ergibt  sich  hiemach  i£ 
jedem  Fall  die  Resultante  R  und  das  resul- 
tierende Kräftepaar  Ss. 


Frage  66.   Unter  welchen  Umständen  ist 
eine  weitere  Vereinigung  der  erhaltenen  Re-       Antwort.    Eine  weitere  Yereinigong  der 
sultante  R  und  des  resultierenden  Kräfte-  Resultante  R  und  des  Kräftepaares  Ss  ui 
paares  S^  möglich?  nur  dann  möglich,  wenn  das  Paar  S5  mit 

der  Kraft  R  in  derselben  Ebene  liegt,  oder 
wenn  die  Kraftrichtung  mit  der  Paarebene 
parallel  läuft. 

Der  erstgenannte  Fall  wurde  bereits  is 
Antwort  auf  Frage  63  erörtert,  und  dadurch 
ist  auch  eine  Untersuchung  des  zweites 
Falles  erledigt,  indem  man  bei  der  letzteren 
Voraussetzung  die  Paarebene  jederzeit  so 
weit  mit  sich  parallel  verschieben  kann,  bis 
sie  die  Kraftrichtung  in  sich  aufgenonameD 
hat. 

Schneidet  dagegen  die  Kraftrichtung  die 
Paarebene,  so  ist  eine  Vereinigung  zwischen 
beiden  Elementen  unmöglich,  da  man  bei 
dem  Versuch  einer  Vereinigung  auf  zwei 
Kräfte  geftlhrt  wird,  deren  Richtungen  wind- 
schiefe Linien  sind. 


Frage  67.    Wenn  man  durch  Rechnung 
die  Resultante  R  und  das  Paar  Ss  gefunden 

hat,  woran  erkennt  man  alsdann,  dass  eine  Antwort.  Denkt  man  sich,  analog  der 
Vereinigung  beider  möglich  ist,  und  durch  Antwort  auf  Frage  63  das  Paar  Sä  derart 
welches  Verfahren  erhält  man  Grösse,  Rieh-  verschoben,  dass  die  im  Koordinatenschnitt- 
tungundAngriffspunkt  der  Gesamtresultante?  punkt  0  wirkende  Kraft  R  aufgehoben  wiri 

so  bleibt  dann  die  Gresamtresultante  R  flbrig. 
welche  mit  der  früheren  Resultante  parallel 
und  gleichgerichtet  wirkt  und  deren  Angriffs- 
punkt durch  die  ihm  zugehörigen  und  noch 
zu  berechnenden  Koordinaten  |,  v  und  C  be- 


Ueber  die  Yereinigang  verschieden  gerichteter  Kräfte  im  Raum.  157 

stimmt  werden  muss,  die  sich  aus  folgender 
Betrachtung  ergeben: 

Denkt  man  sich  an  Stelle  der  Gesamt- 
resnltante  R  ihre  drei  parallel  zu  den  Ko- 
ordinatenachsen wirkenden  Komponenten,  so 
muss  für  den  Fall  des  Gleichgewichts  das 
Gesamtdrehnngsbestreben  der  gegebenen 
Kräfte  um  die  X-Achse,  d.  h.  die  von  uns 
mit  Mx  bezeichnete  Grösse: 

S  Pj  (cos  /i .  ^1—  cos  i^j  .  jPj) 

gleich  sein  dem  gesamten  Drehungsbestre- 
ben derjenigen  beiden  Komponenten  von  R, 
welche  nicht  in  Richtung  der  X-Achse 
wirken;  dies  sind  aber  die  beiden  Kräfte, 
die  wir  mit  Y  und  Z  bezeichneten. 

Der  unbekannte  Arm  der  ersteren  ist  die 
ihr  zugehörige  Koordinate  C  und  bewirkt 
eine  Drehung  im  negativen  Sinn,  während 
der  Arm  der  zweiten,  oder  die  ihr  zugehö- 
rige Koordinate  v  ist  und  eine  Drehung  im 
positiven  Sinn  erzeugt. 

Demnach  ist  das  Gesamtdrehnngsbestreben 
beider,  oder  die  algebraische  Summe  ihrer 
statischen  Momente  Zv  —  YC  und  es  musg 
für  den  Fall  des  Gleichgewichts: 

Ma?  ==  Zu  — Y; 
sein. 

In  gleicher  Weise .  muss  das  Gesamtdre- 
hnngsbestreben der  gegebenen  Kräfte  um 
die  Y-Achse,  oder  die  Grösse  M^  gleich  sein 
dem  Gesamtdrehnngsbestreben  der  beiden 
nicht  in  Richtung  dieser  Achse  liegenden 
Komponenten  der  Gesamtresultante  R. 

Diese  beiden  Komponenten  sind  X  und  Z, 
und  zwar  wirkt  X  an  dem  noch  unbekannten 
Arm  C  im  positiven  und  Z  an  dem  Arm  ^ 
im  negativen  Sinn  drehend,  und  somit  ist 
die  algebraische  Summe  der  statischen  Mo- 
mente dieser  beiden  Komponenten  von  R, 
XC  — Z^  und  fOr  den  Fall  des  Gleichge- 
wichts : 

My  =  XC-Zt 

Endlich  muss  noch  das  Gesamtdrehnngs- 
bestreben der  gegebenen  Kräfte  um  die 
Z- Achse  oder  die  Grösse  Mz  gleich  sein  der 
algebraischen  Summe  der  statischen  Mo- 
mente der  nicht  in  Richtung  dieser  Achse 
liegenden  Komponenten  X  und  Y,  und  zwar 
wirkt  X  an  dem  Arm  v  negativ  drehend, 
Y  an  dem  Arm  f  dagegen  positiv  drehend, 
woraus  sich  schliesslich  die  Gleichung: 

:äz  =  Y|  — Xü 
ergibt. 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichts  muss  also 
gleichzeitig: 
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Frage  60.  Wie  kann  man  drei  oder  mehr 
Kräfte  durch  Konstruktion  zu  einer 
Resaltante  vereinigen? 


Figur  122. 


Bi  B 


Antwort.  Sollen  drei  oder  mehr  Knivt 
durch  Konstruktion  zu  einer Resnltank 
R  zusammengesetzt  werden,  so  geschieht  di« 
am  einfachsten  durch  Bildung  eines  sogeg. 
Kräftepolygons. 

Sollen  z.  B.  die  drei  Kräfte  P^,  P,,  P,  j 
Figur  122  zu  einer  Resultante  vereinigt  Ver- 
den, so  zerlege  man  dieselben  durch  Kon- 
struktion entsprechender  Parallelogranui? 
deren  eine  Diagonale  gleich  der  gegeben«: 
Kraft  sein  muss,  in  je  zwei  Komponenten 
derart,  dass  die  Komponente  B^  =  B,  uid 
Dj  =  D,  wird. 

Man  wähle  nun  einen  willkflrlichen  Poikt 
0,  den  Pol  und  lege  an  denselben  statt  der 
Kraft  P^  ihre  beiden  Komponenten  A  und  B,. 
anstatt  der  Kraft  P2  ihre  Komponenten  H, 
und  Df,  und  anstatt  der  Kraft  P3  ihre  Kon^ 
ponenten  D,  und  G. 

Da  nun  B^  mit  B,  und  D|  mit  D,  is 
Gleichgewicht  ist,  so  werden  (Ue  drei  ge^^ 
benen  Kräfte  durch  zwei,  nämlich  durch  A 
und  C  ersetzt,  deren  Schnittpunkt  S  de 
Punkt  der  Resultante  R  ist. 

Die  Kraftlinien  A,  B,  D,  G  bilden  tii 
Polygon  (Vieleck),  das  Seilpolygon,  söge 
nannt,  weil  ein  biegsames  Seil  anter  deia 
Einfluss  der  gegebenen  Kräfte  P^,  P,,  l\ 
und  der  Kräfte  A  und  C  im  Gleicbgewich: 
ist,  wenn  es  die  Form  jenes  Polygons  an- 
genommen hat 

Gleichwie  die  Seiten  1,  2,  3  des  Poljgocf 
den  gegebenen  Kräften  P^,  P,,  P,  entspre 
eben,  so  entspricht  die  vierte  Seite  der  Re- 
sultante R,  welche  parallel  mit  sich  nafli 
dem  Schnittpunkt  S  gerflckt  werden  kaoL 

Auf  diese  Weise  lassen  sich  beliebige 
Kräfte  am  starren  Körper,  welche  in  der- 
selben Ebene  liegen,  durch  zwei  Kräfte  A 
und  C  ersetzen,  und  falls  diese  sich  schnei- 
den, durch  eine  einzige. 

Im  Gleichgewicht  kann  das  ebene  Kräfte- 
System  nur  dann  sein,  wenn  die  ersetzenden 
Kräfte  A  und  C  entgegengesetzt  gleich  sisd 
und  in  derselben  Kraftlinie  wirken. 


Frage  61.  Was  kann  man  in  Bezug  auf 
die  Richtungslinien  und  Grössen  mehrerer 
an  verschiedenen  Punkten  eines  Körpers  wir- 
kenden Kräfte  aussagen,  wenn  sich  dieselben 
das  Gleichgewicht  halten? 


Antwort.  Wenn  drei  Kräfte  einen 
Körper  im  Gleichgewicht  halten,  so 
schneiden  ihre  Richtungslinien  ein- 
ander in  einem  Punkt  und  ihre  Gros- 
sen verhalten  sich  wie  die  Sinus  der 
gegenüberliegenden  Winkel. 
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Figur  123. 


Erkl.  120.  Eine  Stöning  des  GleichgewichtB- 
zustandes  tritt  auch  dann  nicht  ein,  wenn  die 
beiden  Kräfte  P  und  Q  durch  ihre  Resultante 
R  ersetzt  werden ,  siehe  Fig.  128,  und  wenn 
als  Angriffspunkt  dieser  letzteren  statt  des 
Punktes  0  irgend  ein  anderer  in  ihrer  Rich- 
tuDgslinie  liegender  Punkt  J  gewählt  wird.  Die 
in  den  Punkten  M  und  N  wirkenden  Kräfte  P  und 
Q  haben  daher  genau  dieselbe  Wirkunjr,  wie 
die  in  dem  Punkt  J  wirkende  Kraft  R.  Es 
kann  somit  von  der  Mittelkraft  zweier  Kräfte 
auch  dann  noch  die  Rede  sein,  wenn  die  Kräfte 
an  yerschiedenen  Angriffspunkten  wirken. 

Wie  nun  die  beiden ,  an  gemeinschaftlichem 
Angriffspunkt  0  wirkenden  Kräfte  P  und  Q 
ersetzt  werden  können  durch  die  resp.  in  den 
Punkten  M  und  N  wirkenden  Kräfte  P  und  Q, 
80  können  auch  umgekehrt  diese  letzteren  er- 
setzt werden  durch  die  ersteren  und  es  ergibt 
sich  also  auch  auf  diesem  Weg  die  schon  bei 
den  statischen  Momenten  erörterte  Regel  über 
die  Vereinigung  von  zwei  beliebig  gerichteten 
Kräften  einer  Ebene: 

Man  verlege  die  Angriffspunkte  der 
zwei  an  verschiedenen  Punkten  wir- 
kenden  gegebenen  Kräfte  an  den 
Durchschnittspunkt  ihrer  Richtungs- 
linien und  wende  alsdann  die  für  die 
Kräfte  mit  gemeinschaftlichem  An- 
griffspunkt geltenden  Regeln  an. 


Die  Richtigkeit  dieses  „ Satzes  von  den 
drei  Kräften",  welcher  mehrfach  znr  Lö- 
sung von  Aufgaben  benutzt  wird,  ergibt  sich 
aus  folgender  Betrachtung: 

Nach  Satz  5  und  Erkl.  14  in  Antwort 
auf  Frage  11  kann  man  für  drei,  an  ge- 
meinschaftlichem Angriffspunkt  einander  das 
Gleichgewicht  haltende  Kräfte  K,  P,  Q  statt 
des  gemeinschaftlichen  Angriffspunktes  0, 
siehe  Figur  123,  auch  die  in  ihren  Rieh- 
tangslinien  liegenden  und  zn  demselben  Sy- 
stem gehörigen  Punkte  L,  M,  N  als  An- 
griffspunkte wählen,  ohne  dass  in  der  Wir- 
kung der  Kräfte  etwas  geändert  wird. 

Die  Anwendung  des  in  Erkl.  64  erörterten 
Satzes,  „dass  sich  drei,  einander  das  Gleich- 
gewicht haltende  Kräfte  verhalten  wie  die 
Sinuszahlen  der  gegenüberliegenden  Winkel'' 
auf  die  nun  nicht  mehr  an  gemeinschaft- 
lichem Angriffspunkt  wirkenden  drei  Kräfte 
führt  zu  dem  oben  angeführten  Satz  von  den 
drei  Kräften.  0 


t)  Sieh«  Erkl.  120. 


Frage  62.   Wie  kann  man  beliebig  viele 
in  einer  Ebene  an  verschiedenen  Punkten 

wirkende  Kräfte  zu  einer  Mittelkraft  in  Antwort.  Es  seien  die  an  den  Angriffs- 
einem  beliebigen  Angriffspunkt  und  zu  einem  Punkten  P^,  P, . . .  P„  auf  ein  System  unver- 
Kräftepaar  zusammensetzen?  änderlich  verbundener   materieller  Punkte 

wirkenden  Kräfte  K^  K, . . .  K«  gegeben. 

Ohne  in  der  Wirkung  dieser  Kräfte  etwas 
zn  ändern,  kann  man  an  irgend  einem  be- 
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PROSPEKT. 

Dieiet  Werk,  welchem  kein  Umliehes  toi  Seite  steht,  encheint  monatlich  in  ^-4 
Heften  tu  dem  hilligren  Preise  von  25  ^pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtif 
sten  und  praktischstien  Anfgaheii  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Kathematik^  Pbjilk, 
Meehanlk,  math.  Geographie  >  Istronomley  des  Maschinell«  9  Strassen- 9  Elsenbahii-, 
Brllcken-  nnd  Hochbanes,  des  konstroktlTen  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  swar  in  Tollstindi; 
gelQster  Fonui  mit  ylelen  Fignren,  Erkllmngen  nebst  Angabe  nnd  Entwiek^mig  der 
benntaten  Sitze ^  Formeln)  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lönmi 
Jedermann  Terst&ndlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergftnzen  nnd  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbst&ndigea  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  Jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  yon  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezQglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  nnd  zugleich  Ton  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benntrt 
werden  können.  —  Die  LSsnngen  hierzu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  fftr  die  Hand  det 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTerzeieh- 
niS)  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  liber  das  betrelTende  Kapitel  zur  Ausgabt. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natarwisBeo- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  II.  Ord.,  gleleh- 
foerechtigten  hfHteren  Bürgerschulen,  PriTatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnaslea,  Fr»- 
gjmnasien,  Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  BangewerkscJinlci, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissensehaftaaehnl», 
Militärschulen,  Torbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  für  das  Ei^fälirlg-Frsi- 
willige-  nnd  Offlsiers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Sehritt  fllr  Schritt  gelöste,  An^ben- 
Sammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  nnd  wird  ihnen  liiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  de^ 
jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bd  ihren  Prfiftingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auck 
die  fiberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  TorgefOlirt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schal- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  TellH  der  mathematischei 
Disciplinen  —  zum  Auflösen  TOn  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toII- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Terwerten.  Lnst^  Hebt 
und  Terständnfs  für  den  Schnl-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werd^L 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  nnd  Fachgenossen  aller  Art,  BUtin 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlnng  zur  AufTHschung  der  erworbenen  und  Tielleicht  Tergesseoa 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bersfi- 
zweigen  rorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  Tcrleihen  tod 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  giha. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  ron  der  Bedalction  entgi^gengenommen  und  mit  Angabe  der  Nana 
wribpsMet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  TerfuMr, 
X>r.  Klejer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  nnd  vird  deren  Erledifsii 
ihnnlichst  berücksichtigt 
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Frage  80.  Wo  liegt  der  Schwerpunkt 
von  vier  Linien,  die  ein  Parallelogramm 
einschliessen? 


Antwort.  Aus  Antw.  auf  Frage  79  folgt 
unmittelbar,  dass  der  Schwerpunkt  des 
Umfangs  eines  Parallelogramms  im 
Durchschnittspunkt  der  beiden  ge- 
raden Linien  liegt,  die  die  Schwer- 
punkte je  zweier  parallelen  Seiten 
verbindet. 


Frage  81.  Wo  liegt  der  Schwerpunkt 
des  Umfangs  eines  regelmässigen  Vielecks 
oder  regulären  Polygons? 

Erkl.  146.  Ein  Lehrsatz  aus  der  Planimetrie 
lautet:  „Um  jedes  und  in  jedes  reguläre  Poly- 
gon lässt  sich  ein  Kreis  beschreiben.  Der  Mit- 
telpunkt des  einen  Kreises  ist  auch  der  des 
andern  und  heisst  der  Mittelpunkt  des  Polygons. '^ 


Antwort.  Der  Schwerpunkt  der  ge- 
samten Linien  einer  regelmässigen 
Figur  liegt  in  demjenigen  Punkt,  welcher 
von  dem  Schwerpunkt  jeder  einzelnen  Linie 
gleich  weit  absteht,  also  imZentrum  eines 
in  oder  um  dieselbe  beschriebenen 
Kreises,  i). 


1)  Siehe  Erkl.  146. 


Frage  82.  Wo  liegt  der  Schwerpunkt 
von  dem  symmetrischen  Stück  eines 
ans  schweren  Linien  zusammengesetzten  re- 
gulären Polygons. 


Figur  138. 


Antwort.  Der  Schwerpunkt  von  dem 
symmetrischen  Stück  eines  regulä- 
ren Polygons  liegt  in  der  Symmetrie- 
achse^) und  zwar  ist  der  Abstand  des 
Schwerpunkts  von  dem  zur  begren- 
zenden Sehne  des  Polygonstücks  pa- 
rallel laufenden  Durchmesser  gleich 
dem  Produkt  aus  dem  Halbmesser  r 
des  eingeschriebenen  Kreises  mit 
der  genannten  Sehne  s,  dividiert 
durch  den  Umfang  u  des  vorliegen- 
den Polygonstücks,  oder: 


M  = 


rs 
u 


AP.B'P. 


0 


Erkl.  147.  Symmetrisch  (griech. symmetros, 
von  syn  und  m6tron,  Mass)  heisst  soviel  wie 
ebenmässig,  verhältnismässig,  übereinstinunend 
in  der  Anordnung  der  Teile.  Das  Eigentüm- 
liche einer  symmetrischen  Figur  besteht  darin, 
dass  dieselbe  aus  zwei  gleichen  Hälften  zu- 
sammengesetzt ist,  die  einander  in  den  einzelnen 
Teilen,  aber  in  umgekehrter  Ordnung  gleich 
sind,  sich  also  zu  einander  verhalten  wie  das 
Spiegelbild  zu  seinem  Gegenstand.  Die  Gerade, 
durch  welche  die  symmetrische  Figur  in  zwei 
gleiche  Hälften  zerlegt  wird,  heisst  Symmetrie- 
achse. 

Klimpert,  Statik. 


Beweis.  Die  Länge  einer  Seite  des  re- 
gulären Polygons  sei  a  und  der  Halbmesser 
des  eingeschriebenen  Kreises  r.  Man  ziehe 
durch  den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  0, 
siehe  Figur  138,  der  beiden  zu  dem  regu- 
lären Polygon  gehörigen  Kreise  eine  Paral- 
lele XX  mit  der  das  symmetrische  Stück 
begrenzenden  Sehne  AG.  Die  in  0  zu  XX 
errichtete  Normale  oder  Senkrechte  OY  teilt 
das  Stück  des  Polygons  in  zwei  gleiche  Teile ; 
der  Schwerpunkt  S  wird  sich  deshalb  auf 
dieser  Linie,  der  sog.  Symmetrieachse  be- 
finden, so  dass  es  sich  nur  um  den  Abstand 
Z  =  SO  von  der  Linie  XX  handelt.  Um 
diesen  Abstand  zu  finden,  denke  man  sich 
das  Gewicht  jeder  Vielecksseite  senkrecht 
oder  normaP)  zu  OY  gerichtet.  Die  erste 
dieser  Kräfte  hat,  wenn  mit  /  das  Gewicht 


>)  Siehe  Erkl.  147. 
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Erkl.  148.  Kor  mal  heisst  in  der  Geometrie 
soviel  wie  winkelrecht,  senkrecht. 


A  n  e*^ii*   oder: 


Erkl.  149.  Ein  Lehrsatz  aus  der  Planimetrie 
lautet:  „Zwei  Dreiecke  sind  ähnlich,  wenn  zwei 
Winkel  des  einen  gleich  zwei  Winkeln  des  an- 
dern sind.'^ 

Die  beiden  Dreiecke  ABD  und  «iPiO  in 
Figur  138  sind  zunächst  beide  rechtwinklig; 
aber  es  ist  auch: 

4  ABD  =  4«iOi)i 

denn  da  die  Linie  0  8^  senkrecht  auf  A  B  steht 
(als  Höhe  in  einem  gleichschenkligen  Dreieck), 
so  ist: 

2i:A«iPi4-2j:pi«iO  =  R 

folglich  ist: 

—2i.PiSiO  =  —  ^Pt^iQ 

2iA.8^Pi  =  4*iöj>i 
oder  da: 

25;a«^i?i  =z  2s:abd 

(als  korrespondiereude  Winkel) 

SO  ist  auch: 

4  ABD   =  2i8,0p, 
folglich  ist: 

^  ABD  fiss  £\  »lOiJi 

In  gleicher  Weise  lässt  sich  nachweisen,  dass 

r^  BCF  9^  ^s^PiO 
ist. 


der  Längeneinheit  einer  Polygonseite  b:- 
zeichnet  wird,  die  Grösse  y  -  AB  nnd  gtät 
in  der  Mitte  Si  Yon  AB^an;  die  Grösse  de: 
zweiten  Kraft  ist  r*BG  und  ihr  AnghEs- 
punkt  $2  in  der  Mitte  von  ST.  Die  Somme 
der  statischen  Momente  aller  dieser  Kräiu 
in  Bezug  auf  den  Pankt  0  ist  daher 

1).  .  .  y.AB.8^^Pi-\-y.BC.82p2'.''\-y'<i'\h 

Aas  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ABIi 
und  SiP^O  2)  folgt,  dass 

AB:  AD  =  «iO:«iPi 
oder: 

Ah,8iPi  =  AD.«iO  oder  AD.r 

in  gleicher  Weise  ergibt  sich  aas  der  Afth- 
lichkeit  der  Dreiecke  BCF  and  «jI'z^p  ^^ 

BC:BF  =  8^:8^2 


BC.82P2  =  BF.ÄjO  oder   BF.r 


folglich  kann  man  der  obigen  Grösse  1).  auch 
folgende  Form  geben: 


y.AD.r  +  y.BF.r 

Für  AD  resp.  BF  kann  man  aach  AI 
resp.  B'C  einsetzen;  diese  letzteren  Linie: 
sind  die  Projektionen  der  resp.  PoIjgoE- 
selten  und  bilden  zasainmen  die  Sehne  .< 
Da  nach  diesen  Erörterungen  die  Sania:' 
der  statischen  Momente  der  einzelnen  seht- 
ren  Linien  des  Polygonstücks 

M  =  y.r.Ä'ß'-l-y.r.B^C'-t-y  .r.ÖD'...  - 

oder:  ^ 

M  =r:  y .  r"A'ß'  +  B'C'  +  CD' . . . . -^1 

ist,  und  man  für  die  Klammer  die  Sehne: 
einsetzen  kann,  so  ist: 

2) M  =  y.r.s 

Die  im  gesuchten  Schwerpunkt  S  ab- 
greifende Resultante  aller  Schwerkräfte  hat 
die  Grösse 

R  =  -/.ÄB  +  y.FC  +  y.CD-r 
oder: 

R  =  y(ÄB  +  BC  +  CD-H-.-) 
setzt  man  für  diese  Klammer  den  Umfang  i 
bestehend  aus  der  Summe  der  gegebeaei 
n  Seiten  a  des  Polygonstücks,  so  ist  äe  ii 
Schwerpunkt  s  angreifende  Resultante 

R  =  y.u 

dieselbe  ist  normal  zu  0  Y  gerichtet  und  äi 
ihr  Hebelarm  OTS  =  Z  ist,  so  ist  ihrNi'* 
ment  in  Bezug  auf  den  Punkt  0: 

3) Ml  —  7 .  u .  £ 


*)  Siehe  Erkl.  US. 
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Für  den  Fall  des  Gleichgewichts  muss 
aber  dieses  Moment  gleich  dem  Moment  der 
Einzelkräfte  oder 

M    =:    Ml 

sein,  folglich  auch 

y.r  ,8  =  y.u.z 

oder: 

rs  =  ue 

und  hieraas  erhält  man  fQr  den  Abstand  Z 
des  Schwerpunkts  S  von  dem  Durchmesser  XX : 

4) Z  =  li 


u 


was  zu  beweisen  war. 


Frage  83.    Wo   liegt   der  Schwerpunkt 
eines  Kreisbogens? 

Figur  139. 


Erkl.  150.  Sind  ausser  dem  in  nebenstehen- 
der Antwort  erörterten  Abstand  e  des  Schwer- 
punkts vom  Zentrum  noch  die  Entfernungen  x 
und  y  des  Schwerpunkts  S  von .  den  Koordi- 
natenachsen MY  und  MX,  Figur  139,  zu  be- 
stimmen, so  erhält  man  zunächst: 

X  ^=  z  .  cos  a 

y  =  5f .  sin  « 

Setzt  man  den  in  nebenstehender  Antwort 
berechneten  Wert  für  z  ein,  so  ist: 

r  .  sin  «  .  cos  « 


X  = 


y  = 


u 


r .  sm  «  .  sm  « 


a 


oder  da  nach  einer  goniometrischen  Formel 

2  sin  « .  cos  a  —  sin  2  a 
ist,  so  erhält  man  fUr 

r  .  sin  2  a 


X  = 


y  = 


2u 
r .  sin  et- 


Antwort.  Der  Abstand  des  Schwer- 
punkts eines  Kreisbogens  vom  Zen- 
trum des  zugehörigen  Kreises  ist  die 
vierte  Proportionale  zum  Halbmesser 
r,  der  Sehne  s  und  dem  Bogen  h. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  folgt  un- 
mittelbar aus  der  Antwort  auf  die  vorige 
Frage  82,  in  welcher  die  Formel  fttr  ein 
symmetrisches  Polygonstttck  ohne  Rücksicht 
auf  die  Zahl  der  Polygonseiten  entwickelt 
wurde.  Diese  Formel  gilt  demnach  auch 
bei  beliebig  wachsender  Seitenzahl,  daher 
auch  für  den  Kreisbogen,  den  man  als 
ein  Polygonstück  aus  unendlich  vielen  un- 
endlich kleinen  Seiten  bestehend  ansehen 
kann.  Setzen  wir  statt  des  Umfangs  u  in 
Gleichung  4).  der  Antwort  auf  Frage  82 
die  Länge  des  Kreisbogens  b,  so  ist  der  Ab- 
stand Z  des  Schwerpunkts  vom  Zentrum 


1). 


rs 


Hiernach  verhält  sich  der  Bogen  b  zur 
Sehne  s  wie  der  Halbmesser  r  des  Kreises 
zum  Schwerpunktsabstand  e,  oder 

bis  =  r:z 

Ist  der  zum  Bogen  gehörige  Mittelpunkts- 
winkel =  2  er,  so  ist  der  Bogen 


b  = 


2r.2a.7i 
360 


die  Sehne 


8  —  2  r  .  sin  a 
und  diesem  nach 
2r.2a.7i 


360 


:  2r .  sin  a  =  r  :  z 


folglich  der  Abstand  des  Schwerpunkts  vom 
Zentrum  des  Kreises: 


ISO  Statik  uiler  die  Lelire  vom  üleichgewicht  fester  Körper. 

Für  den  Halbkreis  ist 

siD  o  =^  1 
daher:  2).    .    . 


r.2r. 

in«. 

ISO 

2r 

a.JI 

180 .  r . 

sin« 

')• 

oder  nach  trigonometxiBcher  Bezeichoniig: 


und     y  ^  0 
Für  den  Viertelkreis  ist: 


II  ErU.  1»  und  Erkl.  1 


r  2  VT 


ß).  Schwerpunkte  von  Flächen. 

Frage  84.    Auf  welche  Weise  ermittelt 
man  im  allgemeinen  den  Schwerpunkt  einer       Antwort.  InderFig.  liOseieiaebelieläei 
beliebigen  ebenen  Fläche?  ebene  Fläche  vorgestellt.    Wir  legea  dwd 

dieselbe  sehr  nahe  an  einander  Linien,  die 
Figur  140.  s&mtlich  einer  beliebigen  Bicfatang  panlU 

sind.    Diese  Linien  denke  mtn  sich  schcer 
and  verbinde  deren  Schwerpunkte,  d.ti.  iki 
Mittelpunkte,  durch  eine  Linie.     Diese  wird 
im  allgemeinen    eine   kmmme    Linie    seil 
nnd  das  Gewicht  der  ganzen  Fläche  eit 
halten;   ihr  Schwerpunkt  wird   daher  md 
der  Schwerpunkt  der  Fl&che  sein   mOsiu. 
Ist  diese   schwere  Linie    eine   gerade 
wird   sie   nach  Erkl.  140   Schwerliziie 
gebt  deshalb  durch  den   Schwerpunkt 
Fl&che.    Durch  dieses  Gesetz  ist   die  B«- 
stimroung   des   Schwerpunktes    bei   ebece: 
Flachen  auf  die  von  I^ien  zorQckgeßÜin 


Antwort.  Der  Schwerpunkt  einer  Drei- 
ecksfUcbe  liegt: 

a).  in  dem  Durcbscbnittspankt  der 
Transversalen'),  welche  die 
Seiten  des  Dreiecks  halbier«G. 
so  dasB 

b).  der  obere  Abechaitt  jeder  der 
Transversalen  doppelt  Bogroii 
ist,  als  der  nntere,  und  diss 
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Figur  Hl. 


Erkl.  151.  Ein  Lehrsatz  aus  der  Planimetrie 
lautet:  ^Die  Gerade,  welche  durch  die  Mitte 
einer  Dreiecksseite  parallel  mit  einer  der  an- 
dern Seiten  gezogen  wird,  halbiert  eine  zweite 
Dreiecksseite  und  ist  die  Hälfte  der  ihr  paral- 
lelen Seite,. ist  also  eine  Mittellinie  des  Dreiecks.^ 


c).  der  Abstanid  des  Schwerpunkts 
von  einer  in  der  Dreiecksebene 
beliebig  gelegenen  geraden 
Linie  gleich  dem  dritten  Teil 
von  der  Summe  der  Abstände 
der  drei  Dreiecksspitzen  von 
derselben  Linie  ist. 

Beweis  sa  a).  Man  denke  sich  das 
Dreieck  ABC,  Fig.  141,  durch  parallel  zur 
Seite  AB  gezogene  Linien  in  unendlich 
schmale  Streifen  MN,  PQ  zerlegt.  Die 
Schwerpunkte  der  so  erhaltenen  Streifen 
liegen  sämtlich  in  der  Linie  CD.  Aus  dem- 
selben Grund  enthält  auch  die  von  der  Mitte 
der  Seite  B  C  nach  dem  gegen  tlberUegenden 
Endpunkt  A  gezogene  Linie  EÄ  den  Schwer- 
punkt des  Dreiecks;  folglich  muss  derselbe 
mit  dem  Durchschnittspunkt  S  der  beiden 
Linien  DG  und  EA  zusammenfallen. 

Beweis  su  b).  Dieser  so  erhaltene  Punkt 
S  liegt,  von  jeder  Seite  als  Grundlinie  aus 
gerechnet,  im  ersten  Drittel  der  Höhe  des 
Dreiecks,  denn  wenn  man  E  mit  D  durch 
eine  Gerade  verbindet,  so  ist: 

AASC  ä5  ZIDSE 
und 


DE  r-  -i-AC 


') 


Figur  142. 


folglich  auch: 


oder: 


,.-,2^) 


DS  = 


DS 


|cs 


;X, 


0    JE 


Erkl.  152.  Ein  Lehrsatz  aus  der  Planimetrie 
lautet:  „Parallelen  zwischen  den  Schenkeln 
eines  Winkels  schneiden  auf  denselben  pro- 
portionierte Stücke  ab." 


Beweis  su  c).  Um  den  Abstand  X  des 
Schwerpunkts  S  von  der  Linie  YZ  oder  von 
einer  Ebene,  die  sich  mit  der  Dreiecksebene 
in  der  Linie  TZ  schneidet,  zu  ermitteln, 
ziehe  man,  Fig.  142,  von  den  drei  Ecken 
der  Dreiecksfiäifhe  die  drei  Lote  x^ ,  X2  und 
X,  zu  YZ,  desgleichen  von  dem  Halbierungs- 
punkt D  der  Seite  AB  das  Lot  DE  und 
vom  Schwerpunkt  das  Lot  SJ  =  X,  so  ist: 

DS  :DC  =  1:3 

[nach  dem  Beweis  zu  b).] 
oder: 

(SJ  —  DE) :  (CO  —  D~E)  =1:3  ') 

da  aber      t 

DE  =-^{x,+x,) 

ist,  so  ist: 

(Sj-y(r,-h«,)):(c0-i-(a5,  +  rc,))  =r  1:3 

setzt  man  in  diese  Proportion  für 


t)  Siehe  Erkl.  151. 
•)  Siehe  Erkl.  152. 
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S3  =  X 

und  für  CO  =  x^ 
so  erhält  man: 

Erkl.  153.  Denkt  man  sich  anstatt  des  schwe-  (x-^hx^+x.))  :  (x.^hx.^x.))  =  1:.; 

ren  Dreiecks   drei  gleich   schwere   Punkte  A,  ^         2  '  *  '     -7    \  ^      2  ^  ^  '     *7 

B,  C,  so  ist  der  Abstand  des  Schwerpunktes  ^^^^r: 

S  derselben  von  der  Linie  YZ  oder  von  der  o /^       ^  /^   i^  \\       ».        ^  t^ 

Ebene  gleichfalls :  'H^  ~"  "2  ^^^+ *- V  =  ^^  —  2^  (*i  ^  ^^ 

3  Zx  —  —  (xi  +  X.)  =  x^  —  -^  (xi^ z,) 

es  fällt  daher  der  Schwerpunkt  eines  ebenen    oder: 

Dreiecks  mit  dem  seiner  drei  gleich  schweren       ^  \  .  Z  , 

Ecken  zusammen.  3«  --  «3  —  -^-  {x^  -h  ^2)  "t"  -ä-  \^i  +  ^-i) 

oder : 

Zx  ^-  Ä^  +  lXi+x,) 
oder: 


Ä  — 


X\  ~\~  Xi-\-  Xj      j» 


3 


*)  Siebe  Srkl.  158. 


Frage  86.     Wo  liegt  der  Schwerpunkt 
eines  Parallelogramms? 


Antwort.  Wie  schon  in  Antwort  auf  Frage 
75  bemerkt  wurde,  liegt  der  Schwer- 
punkt eines  Parallelogramms  in  deD 
Durchschnittspunkt  seiner  Diagona- 
len, denn  der  Schwerpunkt  liegt  da,  wo  die 
Verbindungsstrecken  der  Halbierungspimkte 
der  parallelen  Gegenseiten  sich  schneiden,  ncJ 
da  die  Diagonalen  sich  gegenseitig  halbiereL 
so  fällt  dieser  Dnrchschnittspnnkt  mit  den 
Schwerpunkt  zusammen. 


Frage 

eines   Tr 
Seiten? 


87.     Wo  liegt  der  Schwerpunkt 
apezes   mit  zwei    parallelen 


Figur  143. 


Antwort.  Bezeichnet  man  von  den  parali^ 
len  Seiten  eines  Trapezes  die  grössere  i&it  1 
die  kleinere  mit  h  nnd  die  Entfernung  beider 
mit  h,  so  liegt  der  Schwerpunkt  des  Trapezes 
in  der  Strecke,  welche  die  Halbierungspookte 
der  beiden  parallelen  Seiten  verbindet,  ocd 
zwar  ist  sein  Abstand  x  von  der  Seite  a: 


X  — 


2b 


a-\-h 


3 


Beweis.  Denkt  man  sich  das  Parallel- 
trapez als  eine  Summe  schmaler  Streifches. 
welche  mit  den  parallelen  Seiten  gleich  ge- 
richtet sind,  so  liegt  nach  Antwort  auf  Frage 
84  der  Schwerpunkt  eines  jeden  solcheii 
Streifchens  in  der  Geraden  0  Q,  welche  die 
Halbierungspunkte  von  a  und  b  verbindet. 
Zieht  man  DE  (siehe  Fig.  143)  parailfi 
Cß,  so  erhält  man  das  Parallelogranisi 
DEBC,  dessen  Schwerpunkt  Si  im  Ha!- 
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Erkl.  154.  Ausser  dem  in  nebenstehender 
Antwort  erl&uterten  Verfahren  findet  man  den 
Schwerpunkt  eines  Paralleltrapezes  auch,  wenn 
man  jede  der  parallelen  Seiten  nach  ent- 
gegengesetzter Richtung  um  ein  Stück 
gleich  der  andern  verlängert,  und  den 
Durchschnittspunkt  sucht  zwischen  der 
Verbindungslinie  der  beiden  erhaltenen 
Endpunkte  und  der  Strecke,  welche  die 
Halbierungspunkte  beider  parallelen 
Seiten  verbindet. 

Beweis.    In  Figur  144  sei: 

CQ  =  AB   und  ÄO  =  CD 
AG  =  BG   und  DF  =  CF 


biernngspunkt  seiner  DiagODaien  liegt,  und 
zwar  in  der  Entfernung  =  \-h  von  a. 

Ferner  erhält  man  ein  Dreieck  ADE, 
dessen  Schwerpunkt  S2,  nach  Antwort  auf 
Frage  85,  in  der  Entfernung  =  ^h  von  a 

liegt.  Verbindet  man  nun  Si  mit  S, ,  so 
schneidet  die  Verbindungslinie  die  Strecke 
OQ  in  S  und  dies  ist  der  Schwerpunkt 
des  Trapezes. 

Um  nun  zu  beweisen,  dass  die  Entfernung 
des  Punktes  S  von  AB 


X  — 


a  H-  h 


3 


0 


nTn  sei  senkrecht  AB,  alsdann  ist: 

Sm:S7i  =  5G  :SF 

lind     SG:SF  =  Ö'G:FQ 

Da  nun:       -—         ,       ^ — 
Sn  =:  h —  bm 

und        ()G=  OÄ-f  AG 

oder  was  dasselbe  ist: 

ÖG  =  M-|a_ 

ebenso    FQ  =  FC'  +  C Q 

oder  was  dasselbe  ist: 

FQ  ==  a+\h 

so  kann  man  für  die  Proportion: 

^:Sii  =-  OG:FQ 
auch  schreiben: 

Sm:Ä  — Sw  —  b-\-  ^a:a  +  ^h 

oder  auch: 

Swi:Ä  — S«i  =  2&  +  a:2a  +  5 

oder  wenn  man  das  erste  und  zweite  resp.  das 
dritte  und  vierte  Glied  summiert,  so  erhält  man: 

^i-^Ä_ö^:S^  =  26+a-h2a-f  6:26+a 
o^ler:        h:^  =^  36  +  3a:2&  +  a 

Hieraus  erhält  man    für  den  Abstand    des 
Schwerpunkts: 

—         Ä(2&4-a) 

also  genau  dieselbe,  in  nebenstehender  Antwort 
entwickelte  Formel. 


ist,  denke  man  sich  das  Trapez 
um  AB  gedreht   und  in  hori- 
zontale  Lage    gebracht.     Soll 
Q     die  Trapezfläche  in  dieser  Lage 
erhalten  werden,  so  muss  in  Sj 
eine   Kraft  angreifen,    welche 
der  Dreiecksfläche  das  Gleich- 
gewicht hält,  ebenso  in  S^  eine 
Kraft,  welche  der  Fläche  des 
Parallelogramms  entspricht,odör 
in  S  eine  einzige  Kraft  für  das 
ganze  Trapez. 
Die  Grundlinie  ÄE  des  Dreiecks  ist  gleich 
a—b  und  seine  Höhe  ä,  folglich  sein  Flächen- 
inhalt {a  —  b)-^ 

Denkt  man  sich  die  Schwere  dieser  Fläche 
in  S2  vereinigt,  so  ist  das  statische  Moment 
des  Dreiecks  (da  der  Arm  von  Sj  =  3  ä 
beträgt),  in  Bezug  auf  die  Drehachse  AB 


1).    . 


Die  Fläche  des  Parallelogramms  ist  b .  ä, 
und  der  Arm  seines  Schwerpunkts  y»  so- 
mit das  statische  Moment  des  Parallelo- 
gramms : 

2).    .    .     .     Mj  :=  6  •  Ä  •  y 

femer  ist  das  Moment  für  das  Trapez 

3).    .    .    .     M  =  — J— .Ä-x 


für  den  Fall  des  Gleichgewichts  muss  aber 

M  =  Ml  +  Mg 


oder: 


iL±l.Ä.x  =  (a-^)A4  +  6.Ä.A 


2      3 


sein. 
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HilfBrechnimg.  Dividiert  man  jedes  Glied  der       Hieraus  erhält  man  nach  nebenstehender 
nebenstehenden  Gleichung  durch  ^-h,  so  erhält  Hilfsrechnung  für  x: 


man: 

oder: 

oder: 
oder: 

oder: 
oder: 
oder: 


hh 


h 

x  (a  -h  &)  =  —  (a  —  t)  -H  ^  7* 
o 

Zx(a  +  h)  =  h{a  —  h)  +  Shh 

oX  = 

3a;  = 


X 


_  h_     (a  +  2b) 
~  3  *    (a  H-  6) 

was  zu  beweisen  war. 


a-\-b 
ah  +  2bh 


a-l-6 
a  +  h 


X  =- 


h      (g  +  2  b) 
3  '    (ß^b)' 


Frage  88.  Wie  bestimmt  man  die  Lage 
des  Schwerpunkts  bei  einem  beliebig  ge- 
stalteten Viereck? 


Figur  145. 


Figur  140. 


Antwort.  Die  Lage  des  Schwerpunkts 
bei  einem  beliebig  gestalteten  Vier- 
eck kann  man  auf  verschiedene  Art  be- 
stimmen: 

a).  Es  sei  Fig.  145  AB  CD  das  gegebene 
Viereck.  Man  zerlege  dasselbe  durch  die 
Diagonale  ÄC  in  zwei  Dreiecke,  bestimme 
deren  Schwerpunkte  M^  und  M,  nach  Ant- 
wort auf  Frage  85,  so  ist  M^Mj  Schwer- 
linie des  Vierecks.  Ebenso  zerlege  man  das 
Viereck  durch  die  Diagonale  BD   in  zwei 

Dreiecke,    bestimme    deren Schwerpunkte 

N^  and  N2,  so  ist  auch  N^N,  Schwerlinie 
des  Vierecks.  Der  Durchschnittspankt  ^ 
der  beiden  Schwerlinien  ist  daher  Schwer- 
punkt des  Vierecks. 

b).  Anstatt  die  zweite  Schwerlinie  za  be- 
stimmen, kann  man  auch  folgendermassec 
verfahren:  s.  Fig.  1^6._  Der  Schwerpunkt 
S  liegt  auf  der  Linie  M^M,  und  zwar  mnss  er 
diese  Linie  so  teilen,  dass  sich  die  Abstände 
umgekehrt  wie  die  zugehörigen  Dreiecks- 
flächen Terhalten  (siehe  den  Abschnitt  über 
Parallelkräfte)  also,  dass  sich 

M^Ö  :M^  =  z^ADC:  A.ABC 
verhält.    Die  Dreiecke  stehen  abjer  im  Ver- 
hältnis  ihrer   Höhen  DE  und  BF\   daher 
kann  man  auch  schreiben: 

M^ :  M^S  ==  DE  :  BT 
und    DE  :  B F  =  DL  :  BL 
Aus  dem  Grund  machen  wir 

BLi  =  DL 
und  verbinden  L^  mit  0,  so  jst  der  Durch- 
schnittspunkt   S   zwischen   IQd    und  M^M. 
der  Schwerpunkt  des  Vierecks. 
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Frage  89.  Wie  bestimmt  man  die  Lage 
des  Schwerponkts  eines  beliebig  gestal- 
teten Vielecks? 


Figur  148. 


Erkl.  155.  Bei  Anwendung  eines  Koordinaten- 
lYStems  nennt  man  die  auf  der  0  X-Achse  senk- 
echt  stehenden  Linien  bezw.  die  Masszahlen, 
velche  ihre  Längen  angeben,  wie  zum  Beisp.  in 
i"ig.  148  die  Linien  S^s,,  82^2- ••  Ordinaten 
vom  lat.  ordinis,  die  Reihe,  Ordnung),  während 
lie  durch  die  Ordinaten  auf  der  0 X-Achse  ab- 
geschnittenen Stücke  bezw.  deren  Masszahlen, 
ne  z.  B.  in  Fig.  148  die  Linien  0«^,  Os2.-« 
lie  A  b  8  c  i  s  s  e  n  (vom  lat.  abscindere ,  ab- 
chneiden,  trennen)  der  ihnen  zugehörigen 
Hinkte  genannt "  werden.     Durch  zwei  solcher 


Antwort.  1).  Der  Schwerpunkt  eines  be- 
liebig gestalteten  Polygons  oder  Viel- 
ecks wird  gefanden,  indem  man  dasselbe 
durch  Diagonalen  in  Dreiecke  zerlegt,  in  den 
Schwerpunkten  dieser  Dreiecke  sich  die  Ge- 
wichte derselben  (also  Parallelkräfte)  an- 
greifend denkt  und  die  Resaltante  dieser  Ge- 
wichte nach  der  Theorie  der  gleichgerichteten 
Parallelkräfte  sucht.  Der  Angriffspunkt  der- 
selben ist  der  gesachte  Schwerpunkt.  Da 
es  hierbei  nar  auf  das  Verhältnis  der  Ge- 
wichte ankommt,  so  kann  man  dafür  das 
Verhältnis  der  Flächeninhalte  der  Dreiecke 
setzen.  Sind  z.  B,  Sp  S,,  S,  die  Schwer- 
punkte der  Diagonaldreiecke  ABE  resp. 
BCE  resp.  CDE  (Fig.  147),  so  verbinde 
man  S^  mit  S2  und  teile  die  Linie  S^äj 
in  0  so,  dass 

S^OiÖSj  =  A  BCE:AABE 

femer  ziehe  man  ÖS,  nnd  teile  diese  Linie 
Ö~S3  in  S  so,  dass 

ÖS.SS,  =  ZlCDE:AABE  +  zlBCE 
dann  ist  S  der  gesuchte  Schwerpunkt. 

2).  Da  aber  das  Zerlegen  eines  Vielecks 
in  Dreiecke  oder  andere  Figuren  and  die 
Verbindung  der  einzelnen  Schwerpunkte  der- 
selben in  der  oben  angegebenen  Weise  zu- 
weilen sehr  beschwerlich  ist,  so  ist  es  oft 
vorteilhafter,  das  Vieleck  in  lauter  Dreiecke 
zu  zerlegen,  von  jedem  einzelnen  derselben 
den  Inhalt  zu  berechnen  und  die  Abstände 
ihrer  Schwerpunkte  von  zwei  in  der  Ebene 
der  Figur  beliebig  gezogenen  rechtwinkligen 
Koordinatenachsen  zu  messen.  Wird  dann 
die  in  Bezug  aaf  jede  dieser  Linien  gebildete 
Summe  der  Momente  dieser  Dreiecke  durch 
die  Summe  ihrer  Flächen  dividiert,  so  er- 
hält man  den  Abstand  des  Schwerpunkts 
des  Vielecks  von  jeder  dieser  Linien.  Als 
Beispiel  diene  das  Fünfeck  AB  CDE  in 
Fig.  148.  Von  den  Dreiecken  ABC,  ACD 
und  ADE  seien  die  drei  Schwerpunkte  S^ 
S2  und  Ss  und  der  Schwerpunkt  der  ganzen 
Figur  =_  S.  Die  drei  Ordinaten  auf  die 
Achse  OX  seien.; 

und  die  gesachte  sei: 

Ferner  seien  die  drei  Abscissen  ^) 

Osi  =  z^,   0^2  =^2,    OSj=rX^ 

und  die  gesuchte 

O5  =  a? 

1)  Si«he  BrkL  155. 
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Längen  oder  durch  Ordinate  und  Abscisse 
ist  die  Lage  des  entsprechenden  Punktes  un- 
zweideutig angegeben.  Da  «auf  der  0 X-Achse 
die  Abscissen  der  Punkte  gemessen  werden,  so 
heisst  diese  Linie  auch  Abscissenachse;  aus 
entsprechenden  Gründen  heisst  die  Linie  OY 
die  Ordinatenachse. 


Ist  der  FlächeDinhalt  des  Dreiecks 

ABC  =  Ai,   ACD==;i2,    ADE=rl3 

und  der  FlächeDinhalt  des  Fttofecks  =  a 
so  ist: 

^l^l  +  ^2  ^2  "T"  ^3  *^i 


X  - 


y  = 


Wird  also  a:  =  Os  und  y  =  Ss  gencm- 
men,  so  ist  S  der  gesuchte  Schwerpunkt. 


Frage  90.  Durch  welchen  Satz  wird  die 
Lage  des  Schwerpunkts  eines  Kreisaus- 
schnitts oder  Kreis-Sektors  bestimmt? 


Antwort.  Der  Schwerpunkt  eines  Kreis- 
ausschnitts  oder  Kreissektors*)  ikt 
mit  dem  Schwerpunkt  des  Kreisbogens  n- 
sammen,  der  mit  dem  Ausschnitt  denselbei 
Zentriwinkel  hat,  dessen  Halbmesser  aba 
nur  2/3  von  dem  Halbmesser  des  Ausschnittf 
ist,    oder   der  Abstand   des    Schwerpunkt^ 

vom  Mittelpunkt  ist: 

2      rs 


X  = 


3 


Erkl.  156.  Sector  (vom  lat.  secäre,  schnei- 
den, zerschneiden,  teilen)  heisst  eigentlich  der 
Zerschneider :  der  Ausschnitt  eines  Kreises, 
Kreisausschnitt. 

Erkl.  157.  Für  die  Tabellen  der  trigono- 
metrischen Funktionen  (Sinus,  Tangente  etc.) 
ist  bekanntlich  der  in  Grade,  Minuten  und  Se- 
kunden eingeteilte  Quadrant  als  Winkelein- 
heit  angenommen;  in  der  Mechanik  kommen 
aber  sehr  oft  Uebergänge  von  den  Kreisbogen 
auf  die  ihnen  entsprechenden  Winkel  und  um- 
gekehrt von  diesen  auf  jene  vor,  weshalb  es 
hier  für  die  Einfachheit  der  Ausdrücke  not- 
wendig wird,  eine  einfachere  Bezeichnung  zwi- 
schen der  Bogenlänge,  dem  Halbmesser  und 
dem  entsprechenden  Winkel  festzustellen,  als 
diejenige,  nach  welcher  der  Bogen  durch 

bezeichnet  wird,  wenn  r  den  Radius  und  «  den  zum 
Bogen  gehörigen  Mittelpunktswinkel  bezeichnet. 
Da  sich  für  gleiche  Halbmesser  r  die  Bogen- 
längen h  und  fti  wie  die  entsprechenden  W^inkel 
a  und  «i  verhalten ,  und  die  Bogen  h  und  h^ 
die  demselben  Winkel  «i  entsprechen  aber  ver- 
schiedenen Kreisen  angehören,  wie  die  Halb- 
messer r  und  fi  dersellDcn,  so  hat  man: 


Beweis.  Man  denke  sich  den  Kreisaoi- 
schnitt,  Figur  149,  ABC  aus  einer  seb 
grossen  Anzahl  von  Dreiecken  besteheoc 
die  mit  ihren  Spitzen  sämtlich  im  Mittel- 
punkt C  des  zugehörigen  Kreises  liegcL 
deren  Grundlinien  also  sehr  kleine  Tei]? 
des  zugehörigen  Bogens  sind.  Die  Schwer- 
punkte dieser  Dreiecke  liegen  nach  Abu 
auf  Frage  85  sämtlich  auf  2/3  der  Hi>be 
vom  Mittelpunkt  aus  gerechnet.  Die  Hohe 
ist  bei  diesen  Dreiecken  gleich  dem  Radic^ 
r.  Wir  können  hiernach  anstatt  des  schwe- 
ren  Kreisausschnitts  den  schweren   Kreis- 

hogen  DE  vom  Halbmesser  -3  r  znr  Bestin- 

mung  des  Schwerpunkts  S  benutzen.  Der- 
selbe befindet  sich  in  der  den  Zentriwinkei 
halbierenden  Mittellinie  M  G  und  seine  Ent- 
fernung CS  =  2;  findet  sich  nach  Antwor. 
auf  Frage  85  nach  der  Gleichung: 


X  = 


worin  r^  den  Hadius  des  Bogens  DE,  * 
die  Sehne  dieses  Bogens  und  h^  den  Böge: 
selbst  bedeutet. 

Nun  ist  aber  r^  =  |^r,  folglich  auch 

h^  =  |&  und  5j  =  ^s 
Daher  beträgt  die  Grösse  von   CS  aflci 


X   = 

>)  Siehe  Erkl.  156. 
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h  :bi  =  r  :  Ti 
und  demnach  auch: 

b  :bi  ~  «  r  :  a^ri 

Da  nun  b  und  r  auf  die  allgemeine  Längen- 
einheit bezogen  sind,  so  wird  man  noch  für  die 
Winkeleinheit  eine  passende  Annahme  treffen 
dürfen,  und  es  ist  offenbar  am  einfachsten,  den- 
jenigen Winkel  tt£,  dessen  Bogen  b^  dem 
Halbmesser  r^  gleich  ist,  als  Einheit  für 
das  Winkelmass  anzunehmen;  denn  man 
hat  dann  einfach: 

6  :  1  =  r «  :  1 ;       h  =  ra:       a  =  - 

der  Bogen  wird  dann  durch  das  Produkt  aus 
dem  Halbmesser  in  den  Winkel,  und  dieser 
durch  den  Quotienten  aus  dem  Bogen  durch 
den  Halbmesser  ausgedrückt. 

Nach  dieser  Winkeleinheit  wird  der  rechte 
Winkel  durch  in,  ein  Winkel  von  30®  durch 
],  n  u.  s.  f.  gemessen.  Setzt  man  dementspre- 
chend in  die  nebenstehende  Formel  3).: 


oder: 

^) ^^-sr 

was  zu  beweisen  war. 

Heisst  der  den  Bogen  messende  Winkel 
im  Bogenmass  2  a,  so  erhält  man  nach  Ant- 
wort auf  Frage  83  die  Proportion: 

2  2  2 

~^r  .  2« :  2  •  -  -r  •  sin  «  —  -^r  :  x 
o  o  o 

und  hieraus   ergibt  sich  für  den  Abstand 
des  Schwerpunkts  CS  oder: 


2). 


X  = 


2  sin<¥ 
_  f .  —  — 

3  « 

oder  wenn  a  in  Graden  gegeben  ist 


3). 


X  — 


2  180 .  r .  sin  « 

3  a  .  7t 


1 


). 


1).  Siehe  Erkl.  157. 


71 


a  = 


so    erhält   man  für   den   Schwerpunktsabstand 

der  Halbkreisfläche  den  Wert: 

4     r 
X  =  -  -  •  — 

3       TT 


Frage  91.     Wo  liegt  der  Schwerpunkt 
eines  Kreisabschnitts  oder  Segments?       Antwort.  Der  Schwerpunkt  eines  Kreis- 
abschnitts  oder  Segments  ^)  liegt    auf 
dem  halbierenden  Kadins  in  einer  Entfer- 
nung X  vom  Mittelpunkt,  so  dass 

*  ""   12F 
ist,  wenn  S  die  begrenzende  Sehne  und  F 
der  Flächeninhalt  des  Abschnitts  ist. 

Beweis.    Es  sei  in  Fig.  150: 
S  der  Schwerpunkt,  F  der  Flächeninhalt  des 

Kreisabschnitts  ABM, 
Si  der  Schwerpunkt,  Fi  der  Flächeninhalt 

des  Kreisausschnitts  ACBM,  und 
S2  der  Schwerpunkt,  F2  der  Flächeninhalt 

des  Dreiecks  ABC, 
so  ist  nach  dem  Satz:   „das  Moment  des 
Ganzen  ist  gleich  der  Summe  der  Momente 
seiner  Teile** 

F,xi  =  FÄ  +  F^a?^ 

worin  x,  ^j,  x^   die   Abstände  der  resp. 

Schwerpunkte  S,  S^  S,  vom  Mittelpunkt  C 
Erkl.  158.    Segment,  das,  (vom  lat.  seg-  bezeichnen;  oder  es  ist: 
mentum  von  secäre,  schneiden),  ist  ein  Schnitt,    1).    .    .    .     F «  =  Fi  «i  —  Fj  oTj 
Abschnitt,  besonders  ein  Kreisabschnitt.  ^^^  ^^  ^^^  Flächeninhalt  des  Kreisaus- 

Schnitts : 


2). 


Fl  =-orb 


2 


>)  Siehe  Erkl.  158. 
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wenn  b  den  zagehörigen  Bogen  AB  bezeich- 
net, denn  es  kann  die  Fl&che  des  Ems- 
ansschnitts  angesehen  werden  als  eine  Drei- 
ecksfläche von  der  Gmndlinie  AMB  Mii 
der  Höhe  r. 
Hilforechnong.  ^^^  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ist: 

l.rh.2r8         r's  ^t  =  yAB.OC 


^^  ^  oder  wenn  man  die  Sehne  AB  mit  «  be- 


Vr^-is^-Vr^-l 


1 


zeichnet,  so  ist: 


_.,.  ^r----8^     3).    .    .    .     Fj  =  i-«.OC 


_L      ^/2      ^?\—  */2      ^•»^  ^Ach  dem  pythagoreischen  Lehrsatz  ist 

2^*3'  V   ^T^  )  -  "3  V  -  '4^')         aber:  , ,     . , 

3        3  ^  4^  )  -    Z^  ^  4^  )    «der:  _  /- 


TT       _  1-J-'  *^ 

*  ^  —      ö~A  demnach  ist: 


3.4  ,     .   ^ 


oder:  4)  p    —JL^A/r' ?- 

^2~  der  Abstand  CSi  oder: 


s2 


17  «" 

For  =  — : 


lind  somit; 


nach  Antwort  anf  die  Torige  Frage, 

der  Abstand  C 82- oder: 

6).     .     .         X2   =  yOC 

nach  Antwort  anf  Frage  85. 

Setzt  man  in  diese  letzte  Gleichaog  de: 
fttr  ÖX'  oben  berechneten  Wert,  so  ist: 

7).    .    .       x,  =  |-y  r»-l5^ 

Setzt  man  alle  diese  Werte  indieOleichnoc 
1).,  so  ergibt  sich: 

-,  1    ,    2    r«       1    '\/~      T".    2^/~     ^1.. 

^^  =  2 '•^- 3 --r- 2*  V  '-j'-z  V  '•  -r 

oder  nach  nebenstehender  Hüfsrechniug: 

worin 

oder :  ^ — 

9).    .    .       F  =  |r5-l.yr'-;.= 

bedeutet.  Ist  der  Radios  r  und  der  Mittel- 
punktswinkel 2  a  gegeben,  so  ist  nach  tri- 
gonometrischer  Bezeichnung  der  Bogen: 

b  =  2ra 
und  die  Sehne: 

5  =  2  r .  sin  a 

Es  muss  auch  in  diesem  Fall: 

Fx  —  F.a.  —  Foo;, 
sein. 
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Da  nun  nach  obiger  Gleichung  2). 

HilfBreehnang.   Nach  einer  goniometrischen  r-    i  j          .         u     j 

Formel  ist:  ist,  so  erhält  man,  für  h  den  entsprechenden 

sin  2  o  =  2 .  sin  a .  cos  a  Wert  eingesetzt: 

demnach  kann  man  für  den  Zähler  in  Gleichung  p^  _  l.r.2ra 

16).  auch  setzen:  q^^j..                          2 

"  r«.  sin  a  —  — r*.  2  sin  a .  cos  a  •  -5  r .  cos  «  10).    .    .       F^  =  r^cc 

oder:  Ferner  ist,  siehe  vorige  Gleichung  5).: 

— r^.  sin a  —  -s^r'.  sin a.  cos a  -    _    2     r« 

3                     3  «1  -  Y'-ft- 

da  nun  nach  einer  goniometrischen  Formel  ^       ,.        ,          1.     j       w    .     r«           j  t 

.  ,  .  oder  die  entsprechenden  Werte  für  8  und  b 

cos»«  =  (1  —  sm'«)  eingesetzt : 

so  kann  man  den  Zähler  auch  folgendermassen  —r,2r.  sin  a 

ausdrücken:  x,  ==  — 

02  2r « 

y  r s .  sin  a  —  ^  r» .  sin  a  (1  —  sin»«)  ^^^^ . 

^.1«^.  ,,x                              2       sina 


3 


r».sin«(l-l  +  sin«a)  ^^^^  .^^^ 


oder:  ,:,               «      2       sin  a 

2  3     .          .  j  Fi«i  =  »  «'Y^^'-T" 
-r^.  smo.  sm^ff  ,                                      0          a 

3  oder: 


oder: 


oder : 


2 
2    ,    .  ,  12).    .    .    Fl«!  =  -^fS.sin« 

die  Dreiecksfläche 
|(r.sin«)'  13).    .    .    .  Fj  =  yr».8in2« 


3 

^        --.  .^1.1  «y»%     1  1  (siehe  Kleyers  Lehrbuch  der  Trigonometrie). 

Der  Nenner  m  Gleichung  16).  kann  auch  so  ' 

geschrieben  werden:  Nach  Gleichung  6).  ist: 

H(a-|sin2a)  ^^  ^  _2_qC 

oder  nach  der  oben  erwähnten  goniometrischen  ^^^^  da  OB  =  r ,  cos  er,  so  ist: 
r  ormel : 

1  ^ 

r^(a  —  ^  •  2  sin  o .  cos «)  14).    .    .        X2  =  -^r .  cos  a 

^^®^'  0/         .  .  und  somit: 

r^  (a  —  sm  «  .  cos  «)  12 

oder:  F^ä,  =  -r-r^.  8in2a' -jr-r .  cos« 

•  '^         2  3 


r^a —  r^.  sin«  .  cos« 


Setzt  man  alle  diese  Werte  in  Gleichung  1)., 
so  erhält  man: 

-n.  o         2        sin«        1    -     .    ^^       2 

15).  .  ,  Fx  =  r^,a'-^r — r2.sm2«.      r.cos« 

'  3  «  2  o 

da  nun: 

F  =  Fl  —  Fj 

oder  nach  Gleichung  10).  und  13). 
F  =  r'« ^-r'.sin2a 

ist,  so  ist: 

2       sin«        1    ,     .  ,       2 

r^.«-  ~^r —r'.sm'a  •  -— r  .cos« 

o  a  iB  o 

16).    .   .    «  = — 


r'«  — iT**^-  si^  2« 
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oder  nach  nebenstehender  Hilfsrecbonng: 
ITi  «-       -     2(r.8in«)'_^ 

^'    ■  3  (r'a-ri.  sin  w.coa«) 

Ist  die  Flache  des  EreisahscfanitU  (Fi: 
151)  grösser  als  die  des  Halbkreises,  so  w 
der  InhaJt  des  Kreisabschnitts  gleich  de; 
Samme  ans  dem  Ereisausschnitt  und  den 
zngehörigea  Dreieck.  Bei  der  Bildung  Act 
Summe  dieser  Momente  ist  jedoch  der  Ann 
des  Dreiecks  in  Bezng  auf  den  des  Kreie- 
ansscbnitts  negativ  zu  setzen,  da  die  beidc-o 
Flächen  zu  verschiedenen  Seiten  der  Moment- 
linie  liegen.  Hiernach  ist,  wenn  ß  dfts  Sopple- 
ment  von  n  ist: 

,       2       sin«        1.2 

r»«  +  l.'.sin^ 

Setzen  wir  für: 

2ß  =  4R  — 2o 
sin  2^5  =  —sin 2» 

SO  entsteht  für  x  der  oben  (s.  Gleichung  17 
gefundene  Aasdrnck,  d.  h.  die  EntfemnDi 
des  Schwerpnnkts  eines  Kreis  aas  Schnitts  tos 
Mittelpunkt  des  Kreises  ist  anabhängtg  von 
der  Grösse  der  Fläche. 


Frage  92.     Wo   liegt   der  Schwerpunkt 
eines  RingstUcks?  Antwort.   Der  Schwerpunkt  eines  Ring- 

stttcks')  Uegt  auf  dem  halbierenden  Radio' 
in  einer  Entfernung  x  vom  Hittelpook;. 
so  dass: 

2     sina     r'+rg  +  pi 
''-    8-    «     •       r  +  e 
ist,   wenn    der   Mittelpunktswinkel  2«  de^ 
grössere  Radius  r,  der  kleinere  q  ist. 
ErU.  1S9.    Unter  einem  RingstUck  verstellt       Beweis.      Analog    der  Antwort    auf  die 
man  die  zwischen  zwei  Kreisbogen  von    dem-   vorige  Frage  91  betrachten  wir    das  Rio;- 
aelben  Mittelpunkt  liegende  Fläche,  siehe  Fig.    gmc^    als    die    Differenz    zweier    Kreisioi- 
^^^'  schnitte.   Ist  F  der  Flächeuinhalt  des  Risi- 

stücks,  Fl  der  des  grösseren  nnd  Fg  der  de^ 
kleineren  Kreisaasschnitts,  x  der  Schitei' 
punktsabstand  des  Ringstücks,  Xi  der  Schwer- 
pnnktsabstand  des  grösseren  nnd  x^  der  de- 
kleineren Sektors,  so  mnss  wieder: 
1),  .  .  .  Fa:  =  F,*,  — FjXj 
sein  [siehe  Gleich.  I).  inAntw.  aufFrageSI' 
Nach  Gleichung  10).  in  Antwort  auf  'Fnp 
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Hillsrechnimg. 

Für  r^  —  Q^  kann  man  setzen: 

Für  r^  —  ()'  kann  man  setzen: 

(r  +  ?)(»•  —  (?) 
und  somit  ist: 

|-  sina(r  — e)  (r2_^rc»  +  c') 


8 
X   = 


«(»•-rcO  (^  — e) 


Klammer  (r  —  (>)  gehoben,  gibt  für  x  den  neben- 
stehenden Wert. 


F.  =  (?^« 
Nach  Gleichung  11).  in  Antw.  auf  Frage 


91  ist: 


X.     =    -prV 


und  somit: 


ir,  = 


FtXi 


3^ 


sm  a 
a 

sina 


r^.  sma 


FjOTj  =  -Q-^'.sin  a 

(siehe  Gleichimg  12  in  Antw.  auf  Frage  91). 

Diese  Werte  in  obige  Gleichung  1).  ein- 
gesetzt, gibt: 

2  2 

Yx  =  -TT-r^.  sin  a  —      ()*.  sin  « 


oder: 


Fx  =  -s-sin«(r^ — p^) 


Nun  ist: 

oder: 
oder: 


F  --  Fl  -  Fo 
F  =  r'^a  —  q'^'u 
F  =  «(r*— o«) 


somit  ist  der   Abstand   des  Schwerpunkts 
vom  Mittelpunkt: 


—  sina(r3  —  ^sj 


X  = 


« (»-'  -  e-) 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechnung: 

sin«     r^  +  r^-j-p* 


2). 


2 


a 


r-f-Q 


Aus  Gleichung  1).  und  2).  in  Antwort  auf 
Frage  90  folgt,  dass: 


sm  a 


8 


a  b 

setzt  man  diesen  Wert  in  die  obige  Gleichung 
2).,  so  erhält  man  fttr: 

2      8      r^-t-yg -h  Q- 
b 


3). 


^^y 


r-re 


Nach  dieser  Formel  lässt  sich  also  der 
Schwerpunktsabstand  des  Ringsttlcks  be- 
rechnen, wenn  die  zugehörige  Sehne  AB  =  s 
(8.  Fig.  152),  der  Bogen  ABB  =  h  und  die 
Radien  r  und  q  gegeben  sind. 


Frage  93.  Wo  liegt  der  Schwerpunkt 
eines  zwischen  zwei  parallelen  Sehnen  ge- 
legenen Stücks  der  Kreisfläche? 


Antwort.  Der  Schwerpunkt  eines  zwischen 
zwei  parallelen  Sehnen  gelegenen  Stücks 
einer  Kreisfläche  liegt  auf  der  vom  Mittel- 
punkt des  Kreises  auf  die  Sehnen  6'  und  a  ge- 
fällten Normalen,  so  dass  sein  Abstand  vom 
Mittelpunkt: 
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X  = 


«»-«jJ 


12(Fi-Fj) 

beträgt,  worin  F  den  Flächeninhalt  der  be 
treffenden  Fläche,  s  die  grössere  and  ü  dir 
kleinere  Sehne  bedeutet. 

Beweis.  Die  in  Betracht  kommende  Flädc 
ist  gleich  der  Differenz  zweierKreisabschmü- 
(s.  Fig.  153).  Bezeichnet  man  die  Fläcb^ 
AMB  mit  Fl  und  die  Fläche  DME  mä 
Fj,  so  ist  die  Differenz  beider  : 

F  =  Fl  —  Fl 

Nach  Formel  8).  in  Antwort  auf  Fragt 
92  ist  nun  das  Moment  des  grösseren  S^- 
ments: 

das  Moment  des  kleineren  Segments: 

F^ar-,  = 


2^2 


12 


und  folglich  das  Moment  der  Fläche  AD  EB: 


Yx  = 


12 


Da  nun  F  =  Fl  —  F^  ist,  so  erhält  die 
far  den  Abstand  des  Schwerpunkts  vom 
Zentrum: 

^-   12(Fi-f;)" 

Sind  neben  dem  Badius  r  die  beides 
Zentriwinkel: 

AGB  =  a 

DCE  =  ß 

gegeben,  so  ist  nach  Antwort  auf  Frage  91 
das  Moment  des  grösseren  Segments: 

2 
Fia?2  =  -^-(r.sina)* 

das  Moment  des  kleineren  Segments: 

F2«2  =  -^{r.ünßY 

und  folglich  das  Moment  der  Fläche: 

¥x  - -1  (r.  sin  a)»~A(r.  sin/?)* 

Nach  Hilfsrechn.  bei  Antw.  auf  Frage  91  ist 

Fl  z=  r'^  (a  —  sin  « .  cos  o) 

Fj  =  r'  (^  — sin/J.cos^j 
folglich : 

F  =  r'^{a  —  sin  a  .  cos  «)  —  r'  (/J  —  sin  ^ .  cos/j 

und  somit  der  Abstand   des  Schwerpunkts 
vom  Mittelpunkt: 


X  = 


^(r.sin«)»— |-(r.sm/J)« 


8 


3 


r^[a  —  sin«,  cosa)  —  r'(^—- sin^.cos^j 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansftthrliclie  Prospekt  und  das  ansfUhrliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
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den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigange 
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8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dmek  Ton  Oftrl  H»mmar  In  Stuttgart« 


Preis 
des  Heftes 

Pf, 


Statik 

oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fesler 
KOrper  (Geostatik). 

Forts.  v.Ifcft343.  —  Seite  1!»:^.— 2ns. 
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Vollständig  gell 


[l'h 


Tr»<v 


Aufgaben-  Sammluiig 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Angabe  und  EntwicUnng  der  benatzten  Sätze,  Formeln,  Regeln,  in  Fragen  und  intiorten 

erl&ntert  durch 

Tiele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

aus   allen  Zweigen 

der  Beehenkiuisty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sph&risclien 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 


Pandlel-PerspektlTey  Sehattenkenstmktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Sedierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  riclitigen  und  erfoigreiclien 

Studium,  zur  Forthfilfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften,' 

herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  HJeyer^ 

Hftthomatiker,  rereidetar  kOnigl.  prentt.  Feldmesser,  rereideter  grossh.  hessischer  Geometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  tu  H. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Erftfte. 

oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper  (Geostatik) 

nach  System  Kleyer  bearbeitet 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881, 


PROSPEKT. 


Dieiei  Werk,  welchem  kein  ftknllehes  cor  Seite  iteht,  encheint  monatliek  in  S— t 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlnng  der  wichtif 
Bten  nnd  praküschsten  Aufgaben  am  dem  Gesamtgebiete  der  Hatbematik,  P1ij^.L 
Hecbanik,  math.  Geographie,  Astronomie 9  des  Haschinen- 9  Strassen- 9  iasenbabsN 
Brücken-  nnd  Hochbanesy  des  konstraktiTcn  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  swar  in  Tollstlndtc 
gelMer  Form  9  mit  rielen  Figuren  9  Erklftmngen  nebst  Angabe  und  Entwlekelmg  c» 
benntiten  Sitze 9  Formeln9  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dasa  die  Lösssf 
Jedermann  Terst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grOssere  Anzahl  der  Hefte  e- 
schienen  ist,  da  dieselben  sieh  in  llirer  Gesamtheit  erginzen  nnd  alsdann  nach  alif 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbst&adigen  Kap:- 
teln  angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  de 
eigenen  LOtung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Btudierecdr: 
ftberlassen  bleiben,  und  zugleich  tou  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benntn 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  spftter  in  besonderen  Heften  f&r  die  Hand  ^h 
Lehrers  erscheinen,  ^m  Schlüsse  eines  jeden  Kapitell  gelangen:  Titelblatt9  Inhaltsrenelc^- 
niS9  Berichtigungen  und  erlftntemde  Erkl&rungen  über  das  betrelTende  Kapitel  zur  Ausgabe 

Das  Werk  behandelt  zun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natarwisses- 
nrchaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  H.  <hnd.,  gleiek- 
berechtigten  höheren  Bflrgerschnlen9  PriTat8chnlen9  Gjmnasieny  Bealg7nuiasl^9  Pn- 
gynna8ien9  Schullehrer -Seminaren  9  Polytechniken  9  Techniken  9  Baagewerkachules, 
Gewerbesclinlen9  Handelsschulen)  techn.  Torbereitungsschulen  aller  Arten  9  geweriiUche 
Fortbl]dnngsschnlen9  Akademien9  üniTersitäten9  Land-  nnd  ForstwissensehaftssehnleB, 
Kilitibrschnlen9  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^Uirl^-Frel* 
willige-  nnd  Offlzier8-£xamen9  etc. 

Die  Sehfiler9  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen' nz^ 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste^  Aufgäbest- 
Sammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Tbeorien  ^ 
eriimert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  anfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der 
Jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prttfkingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  sack 
die  flberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  yorg^iihrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kriltige  Stütze  für  den  Seboi- 
ünterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematachea 
Disciplinen  —  inm  Auflösen  ron  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eine  toD- 
st&ndige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen9  die  ge- 
habten Begeln9  Formeln9  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lost,  Uebc 
nnd  Terständnis  für  den  Schal-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Xllitin 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  Tielleicht  Tergesiaiea 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  Ihre  praktischen  in  allen  Benti- 
iwelgen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  Taleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geba 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktischs  Anf- 
gaben  werden  mit  Dank  tou  der  Bedaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Kasia 
veihiillst  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Bedaktion  betreffen,  nimmt  der  YvhMm, 
Dr.  WUifWf  Frankftirt  a.  IL  Fischerfeldstrasse  1€,  entgegen  und  lird  deren  Erledigaif 
Oinnlichst  berücksichtigt 

Stattgart  IM«  Terlag8haiidliiii(;« 
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Frage  94.  Wo  liegt  der  Schwerpunkt 
von  der  knunmen  Oberfläche  oder  dem 
Mantel  eines  Cylinders  ind  ebenso  von  der 
Um  fläche  eines  Prismas? 


Figur  154. 


Figur  155. 


f^^^ 


Antwort.  Der  Schwerpunkt  von  der 
krummen  Oberfläche  eines  Cylinders,  und 
ebenso  von  der  Umfläche  eines  Prismas  liegt 
im  Mittelpunkt  der  die  Schwerpunkte  der 
beiden  Endflächen  verbindenden  Geraden. 

Beweis.  Man  denke  sich  (Fig.  154  und 
155)  die  Oberfläche  durch  Schnitte,  welche 
den  Endflächen  parallel  sind,  in  unendlich 
schmale  Streifen  zerlegt.  Nach  Antwort 
auf  Frage  81  liegt  der  Schwerpunkt  jeder 
einzelnen  dieser  so  erhaltenen  Figuren  in 
deren  Zentrum.  Sämtliche  Schwerpunkte 
bilden  eine  homogene  schwere  Mittellinie, 
deren  Schwerpunkt  nach  Antwort  auf  Frage 
78  in  ihrem  Mittelpunkt  liegt. 


Frage  96.     Wo  liegt  der  Schwerpunkt 
von  dem  Mantel  eines  geraden  Kegels? 

Figur  156. 


Antwort.  Der  Schwerpunkt  von  dem 
Mantel  eines  geraden  Kegels  liegt  in 
der  Achse  des  Kegels,  um  ein  Drittel  der- 
selben von  der  Grundfläche  entfernt. 

Beweis.  Man  denke  sich  den  Kegel- 
mantel Flg.  156  durch  gerade  Linien  von 
der  Spitze  nach  dem  Umfang  des  Grund- 
kreises in  unendlich  viele  gleiche  Teile  ge- 
teilt, so  kann  man  diese  als  Dreiecke  be- 
trachten. Die  Schwerpunkte  dieser  Dreiecke 
liegen  in  dem  Umfang  eines  Kreises,  dessen 
Ebene  um  '/3  der  Höhe  des  Kegels  von 
seiner  Spitze  oder  um  Vs  ^^^  seiner  Grund- 
fläche entfernt  ist;  der  Mittelpunkt  dieses 
Kreises  ist  der  Schwerpunkt  des  Mantels. 


Frage  96.   Wo  liegt  der  Schwerpunkt  von 
dem  Mantel  einer  geraden  Pyramide? 

Figur  157. 


Antwort.  Der  Schwerpunkt  von  dem 
Mantel  einer  geraden  Pyramide  liegt 
in  der  von  der  Spitze  nach  dem  Schwer- 
punkt des  Umfangs  der  Grundfläche  gehenden 
Geraden,  um  Vs  derselben  von  der  Grund- 
fläche entfernt. 

Beweis  analog  dem  Beweis  in  Antwort 
auf  die  vorige  Frage  95. 


Klimpert,  Statik. 


13 
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Frage  97.  Wie  findet  man  den  Schwer- 
ponkt  der  Mantelfläche  eines  mit  der  Basis 
parallel  abgestutzten  Kegels? 


Figur  158. 

s 

A 


Erkl.  160.  Setzt  man  in  die  nebenstehende 
Formel  1).  die  Durchmesser  statt  der  Halb- 
messer und  sind  diese  D  und  d,  so  ist  auch: 

und  wie  eine  Yergleichung  dieses  Ausdrucks 
mit  jenem  in  Antwort  auf  Frage  87  zeigt,  so 
hat  das  durch  einen  Achsenschnitt  des  abge- 
stuzten  Kegels  entstehende  Paralleltrapez  mit 
der  hier  in  Bede  stehenden  Mantelfläche  den- 
selben Schwerpunkt. 


Antwort.  Um  den  Schwerpunkt  der  Mas- 
telfläche eines  mit  der  Basis  parallei  ab- 
gestutzten Kegels  (oder  aach  einer  ab- 
gestutzten Pyramide)  zn  finden,  mnss  maa 
den  Kegel  ergänzen,  und  auf  diesen  aus  dei 
beidenXeilen  des  gegebenen  und  Ergänzongs- 
kegels  bestehenden  Yollkegel  den  Satz  de: 
statischen  Momente  genau  auf  dieselbe  Ar 
anwenden,  wie  dies  in  Antw.  auf  Frage  91  bti 
der  Bestimmung  des  Kreissegments  geschai 

Noch  einfacher  ist  es,  die  untere  Kreis- 
peripberie,  wie  vorhin,  in  sehr  oder  m- 
endlich  viele  gleiche  Teile  geteilt«  nnd  die 
TeiluDgspunkte  wieder  mit  der  Spitze  d» 
ergänzten  Kegels  durch  gerade  Linien  ver- 
bunden zu  denken,  wodurch,  wenn  man  * 
Teilungspunkte  annimmt,  die  Mantelfiäcb*: 
des  abgestutzten  Kegels  in  n  gleiche  Pa- 
ralleltrapeze zerlegt  wird.  Sind  K  und  r 
die  Halbmesser  der  oberen  und  unter« 
Grundfläche,  d  und  h  die  Kante  und  HOb^ 
des  Kegels,  endlich  a  und  b  die  Länger 
der  parallelen  Seiten  eines  dieser  n  Tra- 
peze, also 


und 


a  = 


b  = 


2B.n 


n 


'im 
n 


80  liegen  die  sämtlichen  Schwerpunkte  i: 
einer  mit  den  Grundflächen  parallelen  Krei«- 
Peripherie,  deren  Abstand  von  der  unters 
oder  grösseren,  nach  der  Kante  des  Eegeb 
genommen  (siehe  Antw.  auf  Frage  87) 

2b 


oder: 


g  = 


z  = 


3        a-t-6 


2r 


1^1 

3       R-hr 


und   b  die 


ist,   wenn   man  nämlich  für  a 
Werte  setzt  und  abkürzt. 

Ist  X  der  Abstand  dieser  durch  die  Schwer- 
punkte gehenden  Kreisebene  von  der  unt^ 
reu  Grundfläche  des  Kegels,   so  ist  wegeB 

x:z  =  h:d 

sofort: 

h 
X  =  -j-z 
d 

daher,  da  der  Durchschnitt  dieser  Ebene 
mit  der  Achse  des  Kegels  der  gesuchte 
Schwerpunkt,  folglich  x  der  Abstand  des- 
selben von  der  unteren  Grundfläche  ist. 
sofort,  wenn  man  für  z  den  vorigen  Wert 
substituiert: 


1)- 


1  ^   R4-2r 
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Frage  98.     Wo  liegt  der  Schwerpunkt 
einer  Knge]zone  nnd  einer Kn gelschale? 

Siehe   Kleyen    Lehrbuch    der   Körperberechnvngen 
Buch  Seite  103  und  folgende. 


I. 


Figur  160. 


Antwort.  Der  Schwerpunkt  einer  Kugel- 
zone^)  liegt  In  dem  Mittelpunkt  ihrer  Achse 
7i,  ebenso  auch:  der  einer  Kugelschale, 
und  der  Abstand  des  Schwerpunkts  einer 
Halbkugelfläiche  vom  Mittelpunkt  ist  gleich 
der  Hälfte  des  Halbmessers. 

Beweis.  Denkt  man  sich  die  Kugel- 
zone cdha  (Fig  160)  durch  Ebenen,  die 
dem  GrundkJ^eis  parallel  sind,  in  unendlich 
viele  Teile  Aren  gleicher  Höhe  geteilt,  so 
haben  alle  (diese  Elementarzonen  gleiche 
FlächeninhaUe  (indem  jede  davon  gleich  ist 
dem  Produkt  aus  dem  Umfang  des  grössten 
Kugelkreises  in  die  Höhe  der  Zone)  und 
können  deshalb  statt  derselben  auch  die 
Flächeninhalte  der  korrespondierenden  C7- 
linderzonen  gesetzt  werden.  Die  Schwer- 
punkte dieser  einzelnen  Zonen  liegen 
in  der  Senkrechten,  die  im  Mittelpunkt  des 
Grundkreises  auf  diesem  normal  steht,  das 
heisst  in  der  Höhe  /»  der  Kugelzone.  Da 
jeder  dieser  Schwerpunkte  einer  gleich 
grossen  Masse  entspricht,  so  ist  der  Hal- 
bierungspunkt der  Höhe  der  Schwer- 
punkt der  Kugelzone. 

Dasselbe  gilt  von  der  Kugelschale  oder 
Calotte  (siehe  Fig.  161). 


«)  Siehe  Srkl.  1dl. 


Erkl.  161.  Wie  die  nebenstehenden  Fälle 
beweisen,  braucht  der  Schwerpunkt  nicht  immer 
in  die  eigentliche  Masse  oder  das  Fleisch  des 
Körpers  zu  fallen,  sondern  kann  auch,  wie  bei 
einem  Ring  oder  einer  Hohlkugel,  ganz  oder 
teilweise  in  einem  von  ihr  umschlossenen  Hohl- 
raum liegen. 


y).  Schwerpunkte  von  Körpern. 


Frage  99.    Wo  liegt  der  Schwerpunkt 
eines  beliebigen  Prismas? 


Antwort.  Der  Schwerpunkt  eines 
Prismaa  liegt  in  der  Mitte  der  Ver- 
bindungslinie der  Schwerpunkte  der 
Grundflächen. 

Beweis.  Man  denke  sich  das  Prisma  (Fig. 
162)  durch  Ebenen,  die  mit  der  Grundfläche 
parallel  gezogen  sind,  in  so  dünne  Scheiben 
zerlegt,  dass  man  dieselben  als  Ebenen  an- 
sehen kann.  Bestimmt  man  nun  die  Schwer- 
punkte aller  dieser  unter  sich  und  mit  den 
Grundflächen  gleichen  ebenen  Durchschnitte, 


Stiitik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  KOrper. 


SO  findet  nun  leicht,  daw  aie  simüicfc  ii 
der  Linie  mn  liegen  mOsscn,  welche  die 
Schverpnnkte  m  und  n  der  beiden  Gmiid- 
fl&chen  verbindet.  Nimmt  man  die  einz^cs 
Scheiben  als  gleich  dick  nnd  in  gleicher 
Entfemting  von  einander  an,  so  haben  lie 
alle  gleiches  Gewicht  and  die  einzelotB 
Schwerponkte  haben  anf  der  Linie  im  n  gleicht 
Abflt&nde  von  einander.  Der  Angriffipsnb 
der  Hittelkraft  aus  allen  einzelnen,  die 
gleichen  Gewichte  der  Scheiben  daratelleih 
den,  senkrechten  Parallelkrftften  liegt  dahc; 
in  der  Uitte  S  der  Linie  mn. 


Frage  100.    Wo  liegt  der  Schwerpunkt 
eines  Cylinders? 

Figur  163.  Figor  164. 


Antwort.  Der  Schwerponki 
eines  Cylinders  ist  der  Hittel- 
pnnkt  der  Achse? 

Beweis  wie  oben  in  Antwort  sif 
Frage  99. 


Frage 
einer  Py 


Wo  liegt  der  Schwerpunkt 
ramide? 


Antwort.  Der  Schwerpunkt  einer 
Pyramide  liegt  anf  der  Verbindon^i- 
lioie  der  Spitze  mit  dem  Schwerpnnti 
der  Grundfläche  und  ist  der  Punki. 
welcher  diese  Verbindungslinie  tod 
der  Grundfläche  nach  der  Spitze  hin 
im  Verhältnis  1:3  teilt. 

Beweis.  Die  Pyramide  sei  zunächst  eiae 
dreiseitige  mit  der  Grundfläche  ABC  asii 
derSpiUeD.  Wenn  (Fig.  165)  BG  =  GC 
und  EG  =:  yEA,  so  ist  £  der  Schwer- 
punkt der  Grundfläche. 

Denken  wir  ans  die  Pyramide  dorch  nc- 
endlich  viele  Ebenen  parallel  znr  Gmcd- 
fläche  ABC  iu  uuendlich  dOnne  Scheiben 
geteilt,  so  liegen  die  Schwerpunkte  der- 
selben sämtlich  auf  DE.  Ist  z.  h.  ab: 
eine  solche  dQone  Durchschnittsscheibe,  ' 
der  DnrchBcbnitt  mit  D  E,  dann  moss,  wem 
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ao  bis  zum  Durchschnitt  mit  hc  gesogen, 
femer  D  mit  Q  nnd  Q  mit  6  verbanden 
wird,  DQ6  eine  Gerade  sein,  da  DQ  und 
QG  gleichzeitig  in  der  Ebene  BD G  und  in 
der  Ebene  ADG  liegen;  femer  ist,  weil 
aQII  AG  ist: 


mid 


qoiod  =  GE.'EA  =  1:2 


ErkL  162.  Ist  die  Pyramide  eine  mehrseitige, 
so  teile  man  dieselbe  durch  Diagonalebenen  in 
dreiseitige  Pyramiden  und  bestimme  die  Schwer- 
punkte derselben.  Diese  Schwerpunkte  liegen 
oifenbar  s&mtlich  in  einer  Ebene,  welche  der 
Grundfläche  parallel  ist  und  in  einer  Entfernung 

Ton  der  Grundfläche  gleich  -^--  der  Höhe  liegt. 

Daher  liegt  auch  der  Schwerpunkt  dieser  Schwer- 
punkte, d.  h.  der  Schwerpunkt  der  ganzen  Pyra- 
mide in  dieser  Ebene.  Nun  liegt  der  Schwer- 
punkt der  Pyramide,  wie  eine  der  nebenstehenden 
ganz  analoge  Betrachtung  zeigt,  auch  in  der 
Verbindungslinie  der  Spitze  mit  dem  Schwer- 
punkt der  Grundfläche,  der  gesuchte  Schwer- 
punkt ist  also  der  Durchschnittspunkt  dieser 
Verbindungslinie  und  jener  parallelen  Durch- 
schnittsflgur,  welche  die  Verbindungslinie  in  dem 
Verhältnis  1 : 3  teilt. 

Da  jedes  Polyeder  oder  Vielflach  sich  durch 
Diagonalebenen  in  Pyramiden  teilen  lässt,  so 
kann  man  nun  auch  den  Schwerpunkt  jedes 
Polyeders  finden. 


6Q:Qc  =  BG:GC  =  1:1 

also  ist  0  der  Schwerpunkt  von  ahc.  Der 
Schwerpunkt  aller  auf  D  E  gelegenen  Schwer- 
punkte, d.  h.  der  Schwerpunkt  der  Pjrramide 
liegt  also  auch  auf  DE.  Ebenso  kann  man 
sich  die  Pyramide  durch  Ebenen,  die  zur 
Seitenfläche  BGD  parallel  gelegt  werden, 
in  unendlich  viele  dUnne  Scheiben  geteilt 
denken  und  man  erhält  dann  in  der  Linie 
AF,  welche  die  Ecke  A  mit  dem  Schwer- 
punkt F'der  Seitenfläche  verbindet,  eine 
zweite  Schwerlinie  der  Pyramide.  Der 
Schwerpunkt  der  Pyramide  liegt  daher  in 
dem  Punkt  S,  wo  sich  die  beiden  Schwer- 
linien DE  und  AF  schneiden.  Zieht  man 
FE,  so  ist,  weil: 


ist: 


GF:FD  =  GErEA  =  1:2 

EF||ÄD 


^'^^^'^''       EF:AiD  =  ES:SD 
Da  aber:  EF:AD  =  GE:GA 


so  folgt:        ES:  SD  =  GE:GA 
oder:     ES  :  S D  =  1:3 


Erkl.  163.  Mit  Benutzung  des  aus  Fig.  142 
abgeleiteten  Satzes  erhält  man  für  den  Abstand 
des  Schwerpunkts  einer  dreiseitigen  Pyramide 
von  einer  bestimmten  Ebene  unter  Berücksichti- 
gung der  Fig.  166  die  Gleichung: 


3  "^ 

oder: 


|[,,_(M-^,)] 


-  _    *l-i-*H- *J  +  *4 
X  _  - 

d.  h.  der  Schwerpunktsabstand  ist  gleich  dem 
arithmetischen  IVIittel  von  den  Abständen  der 
vier  Eckpunkte  der  dreiseitigen  Pyramide. 


Figur  166. 


X. 


!   8 


^,i 
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Frage  102.     Wo  liegt  der  Schwerpunkt 

eines  Kegels?  Antwort.     Der    Scbwerpnnkt   einei 

Figur  167.  Kegels,   siehe  Fig.  167,    Hegt   aaf  der 

Achse    und    teilt   dieselbe    von   der 

c  Grundfläche  nach  der  Spitze  hin  !■ 

Verhältnis  1:3. 

Der  Beweis  folgt  nnnüttelbar  ans  der  Ac- 
fasBung  des  Kegels  als  Pyramide  (a.  Antuen 
auf  Frage  101). 


Frage  103.    Wo  liegt  der  Schwerpunkt 
eines  Pyramidenetnmpfes?  Antwort.     Der   Schwerpnnkt    einei 

PyramidenstompieB ')  liegt  in  der  Ver- 
bindungslinie der  Schwerponkte  der 
Grundflächen  und  zwar  so.  dass  seit 
Abstand  von  der  Grnndflftche: 

beträgt,  wenn  h  die  Höhe,  G  die  nnten 
und  g  die  obere  Fläche  des  Pyramidct- 
stumpfes  bedeutet. 

Beweia.  Denkt  man  sich  durch  du 
Schwerpunkt  a  der  Grundfläche  eine  Dreh- 
achse OQ  gelegt,  so  muss  die  Summe  dei 
statischen  Momente  des  Stumpfes  und  der 
Ergänzungsspitze  gleich  dem  statischen  Mo- 
ment der  ganzen  Pyramide  sein.  Es  fiadri 
sich  also  in  diesem  Fall  die  Lage  dei 
Schwerpunkts  in  ganz  analoger  Weise  «ie 
in  Antwort  anf  Frage  91  ans  der  Gleichong: 

V.a:,  =  V*  +  V,r, 
oder:  „  „  „ 

V*   =  V,x,— Via:i 
worin : 
y    das  Volumen')  des  Pyramidenstnni[rfe9 
Erkl.  164.    Das  Volumen  (vom  lat.  volvere,  •""*  *  ^^^  Schwerpmikuabstand  des- 

wälzen,    rollen,    drehen,    vickeln),    bezeichnet  selben, 

eigentlich   eine  zusaramengeroUte   Schrift,   ein       V,  da*    Volumen    der    ganzen    Pyramide 
Bündel  Schriften,    aber  man  bezeichnet  damit  and  z,  deren  Schwerpnnktsabstand. 

auch  den  Baumgehalt    oder    den  körperlichen       y    das  Volumeu  der  Ergänzungsapitze  ud 
Inhalt,  die  GrösBe,   Dicke,    Ausdehnung   oder  ^  den  Schwerpunktsabsland  derselbet 


Hasse  eines  Körpers. 


bedeutet. 

Nnu  ist*)   das  Volumen  einer  Pyramidt 
gleich  dem  dritten  Teil  aus  Omndfl&cfae  i»I 
Höhe.    Ist  also  die  Grundfläche  G,  die  Hate    ; 
{h-i-xa),  siehe  Fig.  168,  dann  ist:  J 

')  Sfsba  Klejan  L«hrliacli  d«  KSTparlMnebBEitn 
I.  Bach.  StlM  SB  ODd  folgende.  I 

»I  Sieh*  Btkl.  161. 
'i  Sieb«  Kltjett  Lehibaeh  d«T  KarpeibarKbi»«« 
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n  V  -   G{Ä  +  «») 

und  nach  Antwort  aaf  Frage  101  ist  der 
Abstand  des  Schwerpunkts  der  Pyramide: 

2).    .    .    .     Xi  =       j 

folglich  das  Moment  der  Pyramide: 

Ans  gleichen  Grttnden  ist: 

4).    .    .    .    Vj  =  ~^gx 

und  der  Abstand  des  Schwerpunkts  von  der 
Grundfläche  g  =  —x^,  also  der  Schwer- 
punktsabstand von  der  Drehachse: 

Hillarechniing.  5).    .    .    .     -^^  ^  ^^^a-o 

Nach  nebenstehender  Gleichung  6).  ist:  folglich  das  Moment  der  Ergänzungsspitzc : 

Vx  =  Q(^^+2^^o+^o')-^^^^o-^^o'  .     Y.X.  =  -^-gx  ('^h+^\ 

oder  auch:  Setzen  wir  nun  in  die  Gleichung 

Vx  =  Gh^+^GhXo+Gx^'^4ghx,^gXo'  y  ^  ^  y^^^  __y^^^ 

^^  die  soeben  für  V^a;^  und  Y^x^  ermittelten 

Nun  ist  aber  (nach  Meyers  Lehrbuch  I.  der  "V^Terte,  so  ist: 
K6rperberechnungen,  Seite  39):  '  Q  (h-^-Xf,)^  —  gx{4h-\-x) 

-         »Vg  6).    .    .    .    Va:  =  j2 

*•  ~"    w-Q- y--  oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechnong: 

Setzen  wir  diesen  Wert  für  «,  ein,  so  ist:   7).    .    .    .    V«  =  j^lG  +  2YGg  +  SgJ 

Vx^  ^  foh»  I   ^Q**V^g    I  ö(    ^^   V      Nun"  ist   das   Volamen  des  Pyramiden- 
12 [      '^YQ^Yg^    \YG-Yg'    stumpfes'):  _ 

8).    .    .    .     V  =  ±[g  +  YG9-\-9) 


_J*9^Vj__^/_hYj_\] 

Yd-Yg       •Vg-Vp'J 


und  folglich  der  Abstand  des  Schwerpunkts 
oder:  des  Pyramidenstnmpfes  von  der  Grundfläche: 


Vx  = 


=  ±\Gh^+   2G/>*VF  Qh^g  ^l(G  +  2YJrg  +  9g) 

12  [*''»  ^(YG-Yg)  ^  iYG-Y^*  X  =  2\LJ^1J±JI 

^(G-i-Ydg+g) 


^g*'Vg J^'9       1  oder  • 

(VG-VT)        (YG-Yiyl  h     (G  +  2YG^+Sg) 

Vx  =  -rö-|G4-  ,  -  .  ^^^_.  4- .  -  ,  ^^r'-\2     was  zu  beweisen  war. 


*=5[< 


JGYg      ,         Gg 
(YG-Yg)     iYG-Ygy 


4gYg 9^ 1 

(Yö-Yg)       (YG-Ygy\ 


')   Siehe  Kleyers  I.  Bach   der  KOrperberechnungen 
Seite  38,  Formel  S. 


va;  =  f^l\GiYG-Ygy+2GYgiYG-Yg)  +  (ig-4gYg(YG-Yg)-g^'\ 


oder: 

=  i2L  (YG-Yi)' 

oder: 

Vx  =  ^*\G{G-2YGi+g)  +  2GYGg  —  2Gg  +  Gg-4gYGg  +  ig^-g^] 

12  [  iYG-Yjy  J 

oder: 


Sutik  oder  die  Lehre  vom  Gieichgeiricht  feeter  Körper. 

■n  Wo  rVTP  ^J 


Wä-Vgl'    1 


12  [ 
oder; 

Vx  =  '''[0'-'sVöi+si'-\ 

12L    G-2V^  +  »     J 
Es  ist  «ber  die  Klammer 

(G-2 Vg^+,)  :  (G"-4j, V07+ 3j7')  =  G  +  2KC> -J- 3y 

-G^  +  2GVGg-Gg 

SOVC^  — 43^6?  — Gj  +  3ff' 
—  20  YGff  —  2g  V  Gg  +  4  Gj? 


-ej/Gy  +  SGy+Sg' 
+  6gVGg  — 3Gg-8g* 


folglich;  Yx=  ~{G  +  2YGff  +  Sg) 


Frage  104.    Wo  liegt  der  SchwerpoDkt 

eines  Kegelstnmpfs?  Antwort.    FOr  den  ScbwerpDDktssbsUiiil 

eines  Eegelstampfe  oder  abgekarzten  K«geU 

Figur  169.  gilt  dieselbe  Bestimmung  wie  fOr  die  &bge- 

P  kdrzta  PfTBmide   (siebe  Antwort    aof   die 

,■.  vorige  Frage  103).     Im  letzteren  Fall  sind 

dann,  wenn  r  der  Radins   der    gröBseren. 

Q  der  Radias  der  kleineren  Fl&che  ist,  di« 

,'  ~  \  beiden  Fl&chen: 


weshalb  man  auch  erhalt: 

_   h^     r'n  +  2V^r^ 


r'  +  2rp  +  3p 


Frage  106.    Wo  liegt  der  Scbwerpnnkt 
einer  Kugel?  Antwort.     Der   Schwerpunkt    einer 

_.       ,_.  Kogel  nnd  der  KngeloberfUche  ist 

*■'«"  '™-  der  Mittelpnnkt  der  Kngel. 

Baweia.  Die  Schwerpunkte  aller  paraUela 
Kngelkreiae,  sowie  ihrer  Umßbige,  aus  den« 
man  sich  die  Kngel,  resp.  ihre  Oberfläch« 
bestehend  denken  kann,  liegen  aof  der  Adw 
Mm  dieser  Parallelkreise;  daher  liegt  mcl 
der  Schwerpunkt  der  Kngel  nnd  der  Ober- 
fläche anf  dieser  Achse.  Da  dasselbe  utir 
lieh  fflr  jede  Schar  oder  Ontppe  von  Fanl- 
lelkreisen  gilt,  so  ist  der  Schwerpunkt  der 
Dnrchschnittspunkt  aller  Achsen  TooPanlkl- 
kreisen,  d.  h.  der  Hittelpnnkt  H  der  Kogel 
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Frag«  106.    Wo  liegt  der  Schwerptukt 
eines  Kagelansschuitts  oder  Kugel-       Antwort.     D«r   Schwerpunkt    eines 
Sektors?  Kngelansschsitts*)    fällt   mit    dem 

Schwerpunkt   einer   Kngelhanbe    zu- 
sammen, deren  Halbmesser  =  ^  von 
dem  des  EreisauBscIinittB  ist  nnddie 
za  demselben  Zentriwinkel  gehört 
Figur  171.  Beweis.     Iffan   denke    sich    den  Kngel- 

ansschnitt   ans   sehr  vielen  Pyramiden  be- 
"  stehend,  die  mit  ihren  Spitzen  im  Mittel- 

pnakt  C  der  Kngel  nnd  mit  ihren  unendlich 
kleinen  Gmndfl&chen  in  der  Oberfläche  der 
Kngel  liegen.  Die  Höhe  einer  solchen 
t  Pyramide  ist  dann  dem  Halbmesser  r  der 
Kngel  gleich  (siehe  Fig.  171).  Da  nun  der 
Schwerpunkt  jeder  dieser  Elementarpyra- 
miden in  deren  Höbe  nnd  zwar  nach  Antwort 
auf  Frage  101  in  der  Entfernung  ^r  von  der 
Spitze,  d.  beiSst  vom  Mittelpunkt  der  Kugel 
liegt,  so  finden  sich  die  Schwerpunkte  sämt- 
licher Pyramiden  in  der  Kugelschale  BNE 
vom  Halbmesser  -^  r.  Dieie  Engelscbale  ent- 
C  hält    die   Schwere    des    ganzen    Kugelaus- 

schnitts, nnd  ihr  Schwerpunkt  ist  somit  auch 
der  des  vorliegenden  Kngelsektors  CAMB. 
Der  Schwerpunkt  der  Eagelschale  DNK 
liegt  aber  nach  Antwort  auf  Frage  98  in 
»  ..>   .a.    c.     .  ■    j        u     .  L    j      «ler  Mitte  S  ihrer  Höhe  KÖ,  und  da 

ErU.  166.    Setzt  man  m  der  nebenstehenden 
deichung  h  =  r,  so  erhält  man  fUr  den  Schwer-  jfQ  _  ^mq  =  ^h 

punktsabstand  der  Halbkugel  vom  Mittelpunkt  4  4 

ist,  so  ergibt  sich  fOr  den  Abstand: 

SC  =  a: 
des  Schwerpunkts  vom  Mittelpunkt  der  Kn- 
gel die  Gleichung: 

—  1    _-L    i-A 


,  =  |(5,-,) 


.  =  |(2,-A) 


Frage  107.     Wo  liegt  der  Schwerpunkt 

eines  Kugelabschnitts  oder  Kngelseg-  Antwort.    Der  Schwerpunkt  elies  Kngel- 

ments?  abschnitte   liegt   auf   dem  Halbmesser   des 

Krkl.  166.    Bezeichnet  man  den  Halbmesser  Mittelpunkts  desselben  in  einer  Entfernung 

AQ  ^  QB  (Fig.  ITl)  der  Grundfläche  durch  R,  TOm    Mittelpunkt    der    zugehörigen    Kugel, 

BO  folgt  ans  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ACQ:  so,  dass 
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9-2  =  H--|-(r  — /i)'  ist,  wenn  r  der  Halbmesser  der  Kvgel  vid 

^^®^*             r*  =  R2_L_r2— 2r/i4-7t2  Ä  die  Höhe  des  Abschnitts  ist. 

und  daraus:       _  Beweis.     Zur  Bestimmung   des  Schwer- 

R  —  2rh  —  h  punktsabstands  benutzt  man  in  diesem  Fiü 

^^^^'                 ___   B.^  +  h'^  dieselbe  Methode,   welche  in  Antwort  ui 

^  ~~       2  h  Frage  91  bei  der  SchwerpnnktsbestimmiiB; 
Wird  dieser  Wert  in    der    nehenstehenden  ^^s  Kreissegments  bereits  Anwendung  fati 
Formel  für  r  substituiert  oder  eingesetzt  und  indem  man  den  Kagelsektor  zerlegt  in  Kugel- 
gleichzeitig  der  Abstand  des  Schwerpunkts  von  Segment   und  Kegel  und   das  Moment  des 
der  Basis  AB  mit  p  bezeichnet,  so  erhält  man:  Ganzen  alsdann  gleich  der  Summe  derMc- 

y  =1  X CQ  m6nte  der  beiden  Teile  setzt.     Sind  Y,  T 

oder:             «  —  x  —  ir-'h)  ^^^  ^2  ^®  Volumina  bezw.   des  KugeUb- 

oder  da  nach  nebenstehendem  Beweis:  «^^,^^*«  ^}!^\  des  Kagelausschnitte  GAME 


_  3     (2r  — Ä) 


2 


Ä   =  -r 


und  des  Kegels  ABC,  siehe  Fig.  171,  mc 
bezeichnen  x^  x^  und  x^  deren  Schwerponku- 
g^  jg|..  ^      3r-— /*  abstände  vom  Zentrum  C,  so  moss: 

oder: 
hieraus  erhält  man   nach  einfacher  Reduktion :  y^^-.y^  \  x 

„  __  ^     (^>'  — ^)  sein. 

4      3r  — Ä  jjmi  jg^  ^^i[  ^^g  Volumen  des  Kugekai- 

Setzen  wir  nun  in  diese  letzte  Gleichung  den  Schnitts  nach  Formel  10*  auf  Seite  115  \i 

oben  für  r  ermittelten  Wert,  so  ergibt  sich:  Kleyers  Lehrbuch  der  Körperberechnunger, 

^        ^"'  ^  und  dessen  Schwerpunktsabstand  nachAtt- 

oder  diese  Gleichung  passend  umgewandelt  und   ^q^ |;  2m{  Frage  106 : 
reduziert:  l      2R«  +  /ii  3 

^  =   2^~3RM^  ^^  =  -8  (2'^-'^) 

welche  Formel  fQr  den  praktischen  Gebrauch  also  ist: 

bequemer  ist  als  die  nebenstehende.  y^   ==_?_^2;j/t.Af2r M 

Für  die  Halbkugel  wird  Ä  =  r;  also:  ^  ^ 

Das  Volumen  des  Kegels  ABC  ist: 


3  f»  3         . 
X  z=:  — — - —  =  -5-r    wie  zuvor. 

4  2r  8 


V,  =  \nh(2f^}i){r  —  h) 


^  Hilisrechnung. 

Für  (siehe  Kleyers  Lehrbuch  der  KOrparberechnungec, 

o                  Q                             1  I.  Bach  Seite  116) 

8            8  ^          '       3  ^                  und  der  Schwerpunktsabstand  desselben  nach 

(r  —  ;i) .  A  (r  —  Ä)  Antwort  auf  Frage  102 : 

3 

kann  man  auch  setzen :  X2  =  -T-{r  —  M 

4^4^  1                                       3 

oder:    .  ,           VjXj  =  y7r/i(2r  — Ä)(r  —  Ä). -^-(r-A; 


Vx  =  -^?rÄ(r«(2r-70-(2r-/i)(r'-2Är+Ä2)) 


^^^^'    -  2    .         3  ..        ,  1 


folglich  ist: 
Vaj  =  -j-;rÄ((2r— Ä)(r2— r2+2Är  — Ä«))  Vä  =  yr'7rÄ~(2r-.A)  — y»fc(2r-ÄI 

oder:  (^.ä)4(''-ä) 

Vx=-^.TÄ((2r-./*).Ä.(2r-Ä))  ^d^,,  ^ 

oder:  V.x  =  4-^'*n2r  — Ä)« 

4  ^  "^  (siehe  nebenstehende  Hilfsrechnaag) 
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Erkl.  167.   Soll  der  Schwerpunkt  einer  kör-  Da  nun,  nach  Formel  11   Seite  116   in 

perlichen  Kugelzone  oder  Kugelschicht  Kleyers  Lehrbuch  der  Körperberechnungen, 

(siehe  Fig.  172)  ermittelt  werden,   so  schlage  j.  Buch,  der  Inhalt  des  Kugelsegments: 

man  dasselbe  Verfahren  ein,  welches  in  neben-  . 

stehender  Antwort  zur  Ermittelung  des  Schwer-  V  =  — 7ih^(Sr  —  h) 

punkts  eines  Kugelabschnitts  angewandt  wurde.  ^ 

Es  sei  Z  der  körperliche  Inhalt  der  Kugel-  ist,  so  erhalten  wir  für  den  Schwerpunkts- 
zone und  y  der  gesuchte  Schwerpunktsabstand  abstand  dieses  Segments: 
derselben  von  ihrer  Grundfläche  agb,  V  der  ^ 
Inhalt  des  Kugelabschnitts  afb  und  y^  dessen  —7ih^(2r  —  h) 

Schwerpunktsabstand  von  g,  v  der  Inhalt  des  x  =  — ^ 

Kugelabschnitts  cfd  und  y^  der  Schwerpunkts-  —  7rÄ*(8r  —  h) 

abstand  desselben  von  g,  dann  ist,  wie  in  dem  oder: 

in  nebenstehender  Antwort  erörterten  Fall:  8     (2r 7i)' 

Zy-t-^y2  =  Vyi    oder    Zy  =  Vy4  — ry^  *  "  T'~3r  — ä 

Setzt  man  (siehe Fig.  172)  gh  =  q,  id  =  q^^  was  zu  beweisen  war. 
gf  =  H,   if  =  Hl   und  gl  —  H  — Hi  =  ä, 
so  ist,   nach    der   in  nebenstehender  Antwort 
enthaltenen  Formel  der  Inhalt  des  Segments: 


und 

2). 


V  =  4-wH'(3R— H) 


V  =  -  7rHi«(8R— Hl) 


worin  R  den  der  Kugel  zugehörigen  Radius  Mf 
bezeichnet. 
Da  aber  (nach  dem  pythagor.  Lehrsatz): 

R  _    -2g—  und    R  -  — 2H— 

ist,  so  ist  auch: 


oder: 


.     .  V  =  A;rH(3e'  +  H2) 


oder: 

3).    . 

ebenso  erh&lt  man: 

4).    ...  V  =  A3rH,(3eit-t-H,') 

nnd  somit  ist,   da  Z  =  V  — »  ist: 

Z  =  -i-wH(Se»+H')--l-jrHi(3e.'+Hi') 

oder:  .       . 

5).  .  Z  =  -i-7r(H(3e'+H«)-ni{3et'+H,')) 

da  aber      ^  ^-+-H»^  _  i.n»+H,» 

2H       ~       2Hi 
und  deshalb 

Hi(e»  +  H')  =  H(e.'-t-HiJ) 
oder  auch 

3H»(e'  +  H»)  =  8H(e.'  +  Hi') 

80  bleibt  die  Gleich.  5).  unverändert,  wenn  man 
3H,(e*-|-H')  dazu  addiert,  und  3H((),»+Hi') 
davon  subtraliiert.    Hierdurch  ergibt  sich: 


Z  =   J-;r(H(8e'  +  H')-Hi(8ei'  +  Hi')-3H,(c»»+H')  +  3H(e'  +  Hi')) 


Hieraus  erhält  man  aber  durch  schickliche 
Transformationen  oder  Verwandlungen  und  in- 
dem man  für  H  —  H|  =  A  einsetzt,  schliesslich : 
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2  =  -^™A{3e'  +  3e.'+ft») 

Ferner  ist  nach  der  vorigen  Erkl.  166  der 
Schwerpunktsabstand  des  Eugelsegments  vom 
Volumen  V: 

„  _    ■hC*''  +"'1 

Setzt  man  nun  alle  diese  Werte  in  die  Gleichung 

so  findet  man  nach  mehreren  Reduktionen  niid 
abermaligen  Transformationen,  mit  Benutznng 
der  oben  angegebenen  Werte  vod  R  endlich: 

2     3e'  +  3e,»+Ä' 

Geht  die  Zone  in  einen  Kugelabschnitt  vom 
Halbmesser  ab  =  q  und  der  Höhe  j/"  =  H 
Ober,  so  folgt,  da  ß,  ^  0,  wieder  genau  der 
Ausdruck  der  vorigen  Erkl.  166. 


6).  .  . 


Frage  108.    Was  ist  aber  die  Bestim- 
muDg   des  SchwerpoDkts  hohler   KArper       Antwort.     Es  wird  selten  gefordert,  da 
zn  bemerken?  Schwerpunkt  hohler  KCrper  zn  beetimuHD 

nnd  deshalb  dOrfte  es  aJs  genfigend  er- 
scheinen, bloss  diejenigen  Bestimmuiga 
hier  aufzunehmen,  die  sich  anf  eine  dnrtk^ 
aus  gleichmässige  Dicke  and  Dichtigkeii  An 
ein Bchlie Beenden  Wände  beziehen,  in  welcbei 
Figur  173.  ^"^  ^^  Aufgabe  auf  die  Bestimmoug  de? 

ScbwerpnnktB  der  Flächen  zurOckkomici 
Bei  einem  jeden  bohlen  Prisma  nnd  C?- 
linder  mit  parallelen  Endfl&cheii  liegt  da 
Schwerpunkt  der  ganzen  Oberflache  in  der 
Mitte  einer  Liniö,  welche  die  Scbwerpnikit 
beider  Endfl&cben  verbindet  (siehe  ttä 
Antwort  anf  Frage  84). 

Ein  Hoblmass,   siehe   Fig.  173,  besiett 
ans  einer  ringförmigen  FlSche,  deren  Istuli: 

Fl  =  2rnh 
iet,  wenn  r  den  Halbmesser  nnd  A  die  Höh 
bezeichnet,   nnd  aus  einem  Boden,  dcssei 
FlacheDinhalt: 

Fj  =  r'n 
ist.  Der  Scbwerpunktsabstand  des  Bioges  ist: 

and  demnach  das  Moment  des  RingeE: 

F.X,     =    2T7Th-^h 

oder:  2 

F.x,  =  rnft' 
Der  Schwerpanktsabstand  des  Boden;  ill: 
X,  =  0 
folglich  das  Moment  des  Bodens: 
F.x,  =  r'ji.O  =  0 
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Folglich  ist  die  Summe  der  Momente  der 

Flachen: 

!)...•     F«  ==  rnh^ 

und  die  Summe  der  Flächen: 

F  =  2r7rfc  +  r»;r 
oder : 

2).    .    .    .      F  =  rn{2h  +  r) 

Gleichung  1).  durch  Gleichang  2).  divi- 
diert, gibt  den  Abstand  des  Schwerpunkts 
vom  ^ttelpunkt  der  Bodenfläche  in  der 

Achse:  2 

_        rnh^ 

*  ^  r7i(2h+r) 


oder: 


X  = 


2h  +  r 


Frage  109.  Wie  lässt  sich  der  Schwer- 
punkt eines  aus  mehreren  verschiedenartigen 
Teilen  zusammengesetzten  Körpers  oder  der 
gemeinschaftliche  Schwerpunkt  mehrerer  auf 
irgend  eine  Weise  verbundener  ungleich 
grosser  und  ungleich  dichter  Körper  be- 
stimmen? 

Figur  174. 


^r2  ^., 


Ri-5 


y 
R-8 


Erkl.  168.  A  r  c  h  i  m  6  d  6  B  (der  grösste  Mathe- 
matiker und  Physiker  des  Altertums,  geb.  287 
V.  Chr.  zu  Syrakus,  gest.  212),  der  eigentliche 
Begründer  der  Mechanik,  ist  auch  der  Entdecker 
des  Satzes,  dass  jeder  schwere  Körper  einen 
bestimmten  Punkt,  den  Schwerpunkt,  hat, 
in  dem  man  sich  das  Gewicht  des  Körpers  ver- 
einigt denken  kann.  In  seinen  beiden  Büchern 
„Yom  Gleichgewicht  der  Ebenen"  handelt 
es  sich  um  Schwerpunktsbestimmungen,  welche 
auf  Grund  des  Satzes  gefunden  werden,  dass  der 
Schwerpunkt  einer  aus  zwei  gleich  schweren, 
nicht  denselben  Schwerpunkt  besitzenden  Grössen 
zusammengesetzten  Grösse  in  der  Mitte  der- 
jenigen geraden  Linie  liegen  moss,  welche  die 
Schwerpunkte  der  beiden  Teile  verbindet,  zu 
welchem  der  andere,  bereits  in  der  Mechanik 
des  Aristoteles  enthaltene  Satz  kommt,  dass 
zwei  schwere  Körper  im  Gleichgewicht  stehen, 
sobald  sie  ihren  Entfernungen  von  dem  Stütz- 
punkt der  geraden  Stange  (dem  Hebel),  an  welcher 


Antwort.  Wenn  man  die  Schwerpunkte 
und  Gewichte  der  einzelnen  Teile  eines  ans 
ungleich  dichten  Massen  zusammengesetzten 
Körpers  oder  die  Schwerpunkte  und  Ge- 
wichte mehrerer  auf  irgend  eine  Weise  ver- 
bundener, ungleich  grosser  und  ungleich 
dichter  Körper  kennt,  so  l&sst  sich  leicht 
durch  Anwendung  der  oben  mitgeteilten 
Untersuchungen  der  Schwerpunkt  des  ganzen 
Körpers  resp.  des  ganzen  Systems  bestim- 
men. Sind  z.  B.  zwei  verschieden  grosse» 
homogene  Kugeln  A  und  B,  Fig.  174,  durch 
einen  cylindrischen  homogenen  Stab  ver- 
bunden und  es  soll  der  Schwerpunkt  dieses 
ganzen  Systems  ermittelt  werden,  so  müssen 
zunächst  die  Gewichte  der  einzelnen  mit 
einander  verbundenen  Körper  bekannt  sein. 
Wiegt  z.  B.  die  Kugel  A  =  5  kg,  B  =  2  kg 
und  der  Stab  1  kg,  so  findet  sich  der  ge- 
meinschaftliche Schwerpunkt  durch  folgende 
Betrachtung: 

Die  Resultante  der  einzelnen  Molekular- 
gewichte der  Kugel  A  beträgt  5  kg  und 
greift  im  Mittelpunkt  A  an;  die  Resultante 
der  Molekulargewichte  der  Kugel  B  beträgt 
2  kg  und  greift  im  Mittelpunkt  B  an,  wäh- 
rend die  Resultierende  der  Molekularge- 
wichte der  Stange  DG  1  kg  beträgt  und 
im  Mittelpunkt  C  der  Stange  angreift.  Alle 
diese  Kräfte  laufen  einander  parallel,  näm- 
lich senkrecht,  und  sind  zu  einer  einzigen 
Resultante  zu  vereinigen.  Zu  diesem  Zweck 
setze  man  zuerst  R,  =  2  kg  und  R,  =  1  kg 
zu  einer  Mittelkraft  von  R4  =  3  kg  zu- 
sammen, deren  Angriffspunkt  D  auf  der 
Linie  BC  so  bestimmt  wird,  dass: 

DB  :  DG  =  R3 :  R, 
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sie  wirkend  gedacht  sind,  umgekehrt  proportio-       Hierauf  setze  man  diese  neue  Resaltia! 
nal  sind.    So  findet  Archimedes  den  Schwer-  R^  mit  R.   zu  einer  Mittelkraft  R  =  8  b 
punkt  eines  Parallelogramms,   eines  Dreiecks,  zusammen,  deren  Angriffspunkt  G  dorch  i' 
emes  Paralleltrapezes.  ProDortion* 

Die  Lehre  von  dem  Schwerpunkt  war  der-      roporiion. 

jenige  Teil  der  Archimedischen  Entdeckungen,  Cj  D :  G  A  =  R^  :  K4 
welchen    seine  Nachfolger    noch    am    meisten          .  .  j      tv  i.  1         t^   1  ^ 
kultivierten.    Pappus  (Ende  des  4.  Jahrh.)  und   »estimmt  wird.     Der  so  erhaltene  Punkt  «j 
andere  lösten  mehrere  hierher  gehörige  Probleme  ist  der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt  dei 
auf  und  Commandinus  schrieb  1565  sein  De   ganzen  Systems. 
Centro  Gravitatis  Solidorum.    Solche  Abhand- 
lungen enthielten  meistens  nur  mathematische 
Folgerungen  des  Archim.  Problems.    Indes  be- 
hielt man   doch   auch   den  festen  Begriff  der 
mechanischen   Eigenschaft   des   Schwerpunktes 
bei,  nach  welchem  nämlich   das  Gewicht  des 
ganzen  Körpers  in  diesem  Punkt  vereinigt  ge- 
dacht werden  kann,  ohne  dadurch  das  mecha- 
nische Resultat  zu  ändern.                  

Frage  110.    Wie  lässt  sich  die  Aufgabe, 
den  Schwerpunkt  irgend  eines  (nicbtgeo-       Antwort.    Die  Aufgabe,  den  SchwerpaDk* 
metrischen)  Körpers  zu  finden,  im  allge-  irgend  eines  nichtgeometrischen  Körpers e 
meinen  lösen?  finden,  kommt  bei  ihrer  Allgemeinheit  dami 

hinaus,  denselben  in  eine  beliebige  Anzalil 

Teile  geteilt  vorzustellen,  deren  Schwerpunkte 

bekannt  sind,  und  dann  diese  insgesamt  2 

einen  einzigen  zu  vereinigen.    Man  denke 

sich  daher  das  Gewicht  eines  jeden  Teils 

Erkl.  169.     Die  Ungleichheit  der  Schwere  ^^^  «^"^  ^^  senkrechter  Richtung  wirkeDde 

an  den  verschiedenen  Orten  der  Erde  hat  auf  Kraft,  deren  Angriffspunkt  in  seinem  Schver- 

die  in  nebenstehender  Antwort  erwähnten  Unter-  punkt  liegt;    alle   diese  Kräfte  sind  dam 

suchungen  keinen  Einfluss,  und  wenn  der  Körper  einander  parallel  und  die  Aufgabe  komni: 

überall  von  gleicher  Dichte  ist,  so  kann  man  darauf  zurück,  die  Resultierende  einer  ^ 

statt  der  einzelnen  Gewichte  i>,i>„  p^...  auch  ^jssen  Anzahl  paraUeler  Kräfte  zn  finden 

die  \olumina  V,  \„  ^2.-.  «nd  somit  statt  P  jj^j         demnach  die  Gewichte  der  einze;. 

auch  \    ohne  weitere  A  eränderung  des  Aus-  m  .,  J.    ^^^^  ,.  ^.  „  ,^ 

drucks  setzen.  °«°  Teile  p,  jp„  jp, . . .,  die  Koordinaten  de 

Schwerpunkts  von  p  z=  x,  y,  ir,  von  Pi  = 

^1»  yit  ^i»  von  jpj  =  ajj,  yj,  iP,  etc.,  nennt 

man  das  Gewicht  des  ganzen  Körpers  F  and 

seine  Koordinaten  X,  Y,  Z,  so  erhält  mvn: 

PX  =  px+p^x^+PjX^.., 

PY  =  pp  +  PiPi+PiVi^^^ 

PZ  =  p^+p,  ^i+Piifj... 

Befinden  sich  alle  einzelnen  Schwerpankte 

in  einer  einzigen  Ebene,  so  mnss  auch  der 

gemeinschaftliche  Schwerpunkt  in  derselben 

liegen,   und   ebendies  findet  auch  bei  der 

geraden  Linie  statt. 


Frage  111.    Wo  findet  die  Lehre  vom 
Schwerpunkt  eine  sehr  nützliche  Anwendung?       Antwort.    Die  Lehre  vom  Schwerpunlit 

findet  eine  sehr  nützliche  Anwendung  bei 
den  Inhaltsbestimmungen  von  Rotations- 
flächen und  Rotationskörpern,  wie  aus  des 
XII.  Abschnitt  von  Kleyers  Lehrboch  der 
Körperberechnungen  IL  Buch  Seite  472  des 
Weiteren  ersichtlich  ist 
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207 


ö).  Gelöste  Aufgaben. 


Aufgabe  138.  Ein  62  cm  langer  cylin- 
drischer  Stab  aus  Ebenholz  trägt  an  seinem 
einen  Ende  einen  gleich  dicken  Elfenbein- 
griff von  20  cm  Länge  nnd  an  seinem 
andern  Ende  eine  Eisenzwinge  von  6  cm 
Länge.  Wo  liegt  der  Schwerpunkt  dieses 
Stabes,  wenn  der  Durchmesser  seiner  sämt- 
lichen Stücke  2  cm  beträgt  nnd  das  spezifi- 
sche Gewicht  von  Ebenholz  =  1,187.  von 
Elfenbein  =  1,825  und  von  Eisen  =  7,788 
beträgt? 


oder: 


oder: 


Figur  175. 
X       it     ^ 


31 


27,^ 


13.6 


i4.g  > 


IL 


c  a 

w 


Y 


R. 


!)• 


Hilfsrechnimgen. 

.  .  1,825 .  62,8  2).  .  .  3,14  .  62 


14600 
3650 
10950 


628 
1884 


114,6100 


194,68 


2),  .  .  194,68 . 1,187^   4).  .  .  18,84.7,788 

15072 
15072 
18188 
13188 

146,72592 


136276 
155744 
19468 
19468 


231,08516 


oder: 


oder: 


AnilÖBung.  Bei  2  cm  Durchmesser  be- 
trägt die  Querschnittsfläche  des  Stabes: 

Q  =  1.1.3,14 

Q  =  3,14  qcm 
(denn  der  Flächeninhalt  eines  Kreises  ist  =  r^n) 

Es  sei  (Fig.  175)  a  b  das  ElfenbeinstQck 
von  20  cm  Länge,  dann  ist  sein  Volumen: 

V  =  3,14 .  20  com 

V  =  62,8  com 

1  ccm  Wasser  wiegt  1  Gramm,  also  1  ccm 
Elfenbein  1,825  gr,  folglich  wiegt  der  Elfen- 
beingriff: 

r^  =  62,8 . 1,825  gr 

r^    =    1 14,6  gr  (aiaho  Hllfireohn.  1) 

dieses  Gewicht  können  wir  uns  im  Mittelpunkt 
m  des  Stabes  ab  angreifend  denken. 

Der  Holzstab  bc  hat  ein  Volumen: 

V  =  3,14 .  62  ccm 

V  =    194,68  ccm  (aiehe  Hllffrecbn.2) 

und    da   jeder    Enbikcentimeter    Ebenholz 
1,187  gr  wiegt,  so  wiegt  der  Holzstab: 

r^  =  194,68. 1,187  gr 

fj   =   231  gr    (steh«  Bilfireolin.  3) 

diese  Kraft  denken  wir  uns  im  Mittelpunkt  n 
des  Stabes  bc  angreifend. 

Das  Eisenstack  eo  hat  das  Volumen: 

V  =  8,14 . 6 

V  =  18,84 

und  da  jeder  Enbikcentimeter  Eisen  7,788  gr 
wiegt,  das  Gewicht: 

fg  =  18,84  .  7,788  gr 

r,   =  146,7  gr  (siabe  Hilfirechn.  4) 

welches  in  der  Mitte  0  des  Stabes  cd  wirkend 
gedacht  werden  kann. 

Wir  haben  also  den  Angriffspunkt  der 
Besultante  der  drei  Parallelkräfte  r^,  r,,  r^ 
zu  ermitteln.  Die  Besultante  von  r^  und 
Tj  ist: 


oder: 


oder: 


oder: 


oder: 
oder: 


Ri  =  ri  +  r^ 

Kl  =  114,6  +  231 

Ri  =  345,6 

nnd  ihr  Angriffspunkt  liegt  näher  an  der 
grösseren  Kraft  r,  derart,  dass: 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


5). 


HiUsrechnongen : 

231 .  41 


231 
924 


94710  :  3456  =  27,4 
6912 


6). 


25590 
_^4192_ 

13980 
146,7 .  47,6 


8802 
10269 
5868 


69829,2  :  4923 
4923 


=  14,2 


20599 
19692 


9072 


oder  da:       —         ,^    "   , 

mn  =  10 +  31  cm 

oder:  —         .- 

mn  ==  41  cm 

beträgt,  so  ist: 

mxiAl  =  231:345,6 

—         41 .  231 
mx  = 


oder: 


oder:  — 


oder: 
oder: 


345,6 

mx  =^   27,4  cm  [s.  HOfneclmwif;. 

Endlich  ist  R^  und  r^  zur  CreBamtresul- 
tante  R  za  vereinigen,  dieselbe  ist: 

R  =  Rj+rg 

R  =  345,6  +  146,7 

R  =  492,3 

Nennen  wir  den  Angriffsponkt  dieaer  B^ 
snltante  y,  dann  wird  die  Lage  desselbei 
durch  folgende  Proportion  bestimmt: 

xy  :xo  =  r, :  R 

oder  da:    — 

xo  =  13,6  +  31  +  3 

oder:         —        ._^ 
xo  =  47,6 

beträgt,  so  ist: 

xy :  47,6  =  146,7  :  492,3 

47,6 .  146,7 


oder: 


xp  = 


oder: 


492,3 

Xy   =    14,2    [siehe  Hilf arechnung  6)  ] 

es  ist  somit  der  Schwerpunkt  y: 

10  +  27,4+14,2  =  51,6  cm 

vom  Ende  a  oder: 

88  —  51,6  =  36,4  cm 

vom  Endpunkt  d  entfernt 


Aufgabe  139.  Die  drei  Seiten  eines 
Dreiecks  seien  a  =  13,6,  Z>  =  10  und  c 
=  7  cm.  Wie  gross  ist  der  Schwerpunkts- 
abstand X  dieses  Dreiecks,  d.  h.  wie  gross 
ist  der  Radius  eines  in  dasjenige  Dreieck 
beschriebenen  Kreises,  welches  man  durch 
die  Verbindung  der  Halbierungspunkte  der 
gegebenen  Seiten  erhält? 


Auflösung.    Nach  Erkl.  145  ist  der  g^ 
suchte  Halbmesser: 

_  F 

worin  F  den  Flächeninhalt,  U  den  Umfaog 
des  gegebenen  Dreiecks  bedeutet 

Nach  einer  trigonometrischen  Formel  ist 
der  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  aus  seioen 
drei  Seiten  berechnet: 

^»V^d" -)«-"-»)  (IM 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad,  Kleyer'^  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und    portofrei   bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gut  hrochiert,  um  den  sofortigen  nnd  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  BeUienfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  B,Ma  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
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der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 
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Mit  7  Figuren. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  Icann 


1 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a,  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem   kein  fthnllebes  zur  Seite. steht,  erscheint  moDatlich  ic  - 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  ron  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  ei- 
sten nnd  praktischsten   Aufgaben   ans  dem    Gesamtgebiete  der    Mathenatik,  Phj^ 
Mechanik,  math.  Geographie ^  Astronomie ^   des  Maschinen- 9   Strassen- 9    Eiwobäri 
Brttcken-  nnd  Hochbanes,  des  konstrnktiTen  Zeiclinens  etc.  etc.  und  zwar  in  TOlisüi 
gelöster  Form,  mit  rielen  Figuren ,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  EntwidLeloo? 
benntiten  Sätze,  Formeln,   Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  V-j 
jedermann  Yerst&ndlich  sein  kann,   bezw.  wird,   wenn  eine  grössere  Anzahl   der  Heft 
schienen  ist,   da  dieselben  sich  In  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  and 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbat&ndigei 
teln  angeordnet  —  Yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  StudierfiiJ 
überlassen  bleiben,   und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern' für  den  Schulunterricht  b^'i"-' 
werden  können.  -^  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand . 
Lehrers  erscheinen.   Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inbaltsren«; 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betrelTende  Kapital  zur  Ansn  ^ 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil   des  mathematisch-natarTi» 
schaftlichen   Unterrichtsplanes  folgender   Schulen:    Bealschnlen  L  nnd   IL  Ord.,  z]&'.' 
berechtigten  höheren  Blirgergchulen,  Priratschnlen,  Gymnasien,  Realgyninmaien,  Fr 
gjmnasien,   Schullehrer -Seminaren,    Polytechniken,   Techniken,   Bangewerk8chai^> 
Gewerbeschnlen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschnlen  aUer  Arten^  ir«werbli<^^ 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  ünirersi täten ,  Land-  und  Forgtwi88en8dhalts9€tii}'&. 
Militärschulen,  Torbereitnngs- Anstalten  alier  Arten  als  z.  B.  für  das  Ei^fährig-Tp 
willige-  nnd  (tfflziers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten   der  mathematischen,  teclinischen  n' 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelö§te,  Anfg&^:^ 
Sammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  e: 
erinnert  und  wird  ihnen   hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  df: 
jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  k  : 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Sttttae  für  den  Seh 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematisn : 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  ron  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  e: 
übrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  vow 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  r^ 
habten  Segeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lnat,  Liet' 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Milltir« 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  yielleicht  vergesse::' 
mathematischen  Kenntnisse   dienen   und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Berafy 
zweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  yerleihen  c 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Aj 
gaben  werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Nan:^: 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verteer 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Eriedigns: 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandliuig. 


Aufgaben  über  die  Lage  der  Schwerpunkte  von  Linien. 
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der: 
der: 


Hilfsrechnung. 

F  =  Vr5T2 .5.8 

F  ==  v^i2öcr 

log  F  =  i  .  log  1200 

log  1200  =     3,0791812 

I 

•   —  — 

2 

log  F  =     1,5395906 
der: 

num-log  F  oder  F  =  34,64 


Nun  ist: 


oder: 
folglich : 


ü  =  13  +  10  +  7 
U  =  30 


oder: 
oder: 


F  =  Vl5(15  — 13)(15  — 10)(15  — 7) 
F  =  V15.2.5.8 


F  r=   34,64    (siehe  BilftrechD.) 

Somit  ißt:  ^,  ^, 

34,64 


oder: 


*=     30 
X  =  1,15 

d.  h.  der  gesuchte  Radius  des  Kreises,  dessen 
Mittelpunkt  mit  dem  Schwerpunkt  zusam- 
menfällt, beträgt  1,15  cm. 


Anfgabe  140.     Berechne    den   Schwer- 

unktsabstand  von  der  symmetrischen  H&lfte       Anilösimg.    Nach  Antwort  auf  Frage  82 
ines  regulfiren  Achtecks,  welches  um  einen  ist  der  Schwerpunktsabstand: 
[reis  von  10  cm  Durchmesser  konstruiert  ist. 


Z  = 


T9 
U 


worin  r  der  Badius  des  dem  Polygon  ein- 
geschriebenen Kreises,  also  in  diesem  Fall 

r  =  5  cm 

s  die  zugehörige  Sehne  und  u  der  Umfang 
des  vorliegenden  Polygons!  tlcks  ist. 

Die  zugehörige  Sehne  findet  sich  aus  dem 
Dreieck  AGB  (Fig.  176).  In  demselben  ist: 


HiUsrephnimgen : 

).    .     .    log  Is  =  log  5  —  log  cos  22  V 

log  5  =     0,6989700 
—  log  cos  22  •  <>  =  —9,9656153 

log  J- «  ==  ~Ö^Z'^1~~ 
lithin : 
num-log*«  oder   1^«  =  5,412 


oder: 


oder 


oder: 


1 


8   = 


cos  V  C 


cos  22 


10 


—8  =   5,412   (siehe  HUftrechs.  1) 

8   =  10,824 


Eine  Seite  BD  (Fig.  176)  ist  nach  einer 
trigonometrischen  Formel 


oder; 


BD  =  2r.tg      C 


1» 


!. 


log  B  D  =  log  10  +  log  tg  22 

log  10  =      1,0000000 
log  tg  22*0  =     9,6172243 


1  0 


oder: 

und  somit: 
oder: 


BD  =  10.tg22^ 


log  BD  =      0,6172243 

lithin :       

num-log  BD  oder  BD  =  4,142 

Klimpert,  Statik. 


BD   =   4,142    (siebe  HUfirechn.  2) 

«  =  4  . 4,142 

u  =  16,568 

Setzt  man  die  so  ermittelten  Zahlenwerte 
in  die  obige  Bestimmungsgleichung,  so  er- 
gibt sich  für 

14 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


3) 10,824.5 


oder: 


54,120  :  16,568 

54120  :  16568  =  3,27 
49704 

44160 
33136 


Z  = 


5 .  10,824 


110240 


16,568 

oder  nach  Hilfsrechnong  3).: 

Z  =  3,27 

d.  h.  der  Scbwerpankt  findet  sich  in  der 
Senkrechten  CD  und  zwar  in  einer  £it- 
fernnng  von  3,27  cm  von  C  entfernt. 


Aufgabe  141.  Wo  liegt  der  Schwerpunkt 
eines  Kreisbogens,  dessen  Radius  r  =  12  cm 
und  dessen  Sehne  «  =  15  cm  beträgt  ? 


M 


• 

Figur  177. 

A 

1       !      >1 

B 


Hiliarechnnngen. 

1).    .    .    log  sin  «  =  log  y ,  —  log  r 
oder:     log  sin  «  =  log  7V2  —  log  12 

log7Vj  oder  7,5  =     0,8750613 
—  log  12  =--1,0791812 

log  sin  a  =     9,7958801—10 
mithin:  num-log  sin  a  oder  a  =  38^41' 

2  a  =  2.38041' 
2a  =  77«  22' 

2).    . 


3). 


4). 


2 .  12 . 3,14 

77.30 

=    24.3,14 

=  1256 
628 

2310 

+11 

2321/30 

75,36 

75,36 .  2321 

360 .  30 

7536 
15072 
22608 
15072 

—  10800 

1749,1056  : 
108 

108  = 

16,2 

669 
648 
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12 .  15  =  180 ; 

180: 

162 

16,2  =  11,11 

180 
162 

180  etc. 

Auflösung.  Nach  der  Gleichung  1).  b 
Antwort  auf  Frage  83  ist  der  Abstand  dfc 
Schwerpunkts  vom  Zentrum: 

Die  Grössen  r  und  b  sind  gegeben,  der 
zugehörige  Bogen  h  muss  aber  erst  berecl 
net  werden,  und  zu  diesem  Zweck  ist  ^ 
nötig,  den  Zentriwinkel  zu  wissen. 

Bezeichnet  man  den  Zentriwinkel  mit  2i' 
so  ist  im  Dreieck' S MB  (siehe  Fig.  177 1: 


oder: 


oder: 


SB 
MB 


=  sin  « 


.9 


sm  o  = 


a  =   38'  41'    (siehe  Hilfsrechs  ] 

und  somit  der  Zentriwinkel: 
2«  =  77*22' 

Der  ganze,  zu  einem  Winkel   von  36(' 
gehörige  Kreisumfang  beträgt: 

ü  =  2.r.7r 

oder: 

ü  =  2 .  12 .  3,14 

oder: 

U  =   75,36  (siehe  HUftrechiL  t\ 

und  somit  beträgt  der  zu  einem  Winkel  tci{ 
77*22'  oder  77^^«  gehörige  Bogen: 


h    = 


oder: 


75^36^2321 
860  .  30 


h  =   16,2    (siehe  Hilfsrechn.  3t 

Setzen  wir  nun  die  entsprechenden  Zahlee- 
werte  in  die  Bestimmungsgleichung  ein,  so  u: 

r,  12.15 

oder: 

Z   =   11,11     (siehe  HUfsrecht,  4 

d.  h.  der  Abstand  des  Schwerpunkts  tcs 
Kreismittelpunkt  beträgt  11,11cm. 


Aufgaben  über  die  Lage  der  Schwerpunkte  von  Flächen. 
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Aufgabe  142.  Wo  liegt  der  Schwerpunkt 
eines  schweren  Kreisbogens  von  dem  Halb* 
messer  r  =  12  cm  nnd  dem  Zentriwinkel 
2«  =  34^'? 

Hilferechnimg. 

log  Z  ~  log  180  4-  log  12  +  log  sin  17«  3'  80*  — 
(log  3,14159 -i-17ö  3  V2') 

Fttr  17^  sy*'  oder  ir/iw  setze  man  die  Dezixnalzabl  17,053. 

log  180  =     2,2552725 
+  log  12  =     1,0791812 
+  log  sin  l?*»  3V2'  =     9,4673789—10 

2,8018326" 
log  3,14159  =     0,4971371 

+  log  17,058  =      1,2319281 


1,7290776 

log  2,8018326 
—  log  1,7290776 

log  Z  =     1,0727550 

mithin:  num-log  Z  oder  Z  =  11,82 


Aufiösung.    Nach  Gleichung  2).  in  Ant- 
wort auf  Frage  83  ist  der  Schwerpnnkts- 

abstand: 

180.  r  .sin« 


oder: 


Z  = 


Z  = 


TT  « 


180. 12.  sin  17«  3' 30- 


3,14159 .  34"  7' 

Hieraus  erhält  man  nach  nebenstehender 
Hilfsrechnung: 

Z  =  11,82 

d.  h.  der  Schwerpunkt  befindet  sich  auf  der 
durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Halbie- 
rungslinie des  Kreisbogens  in  11,82  cm 
Entfernung  vom  Mittelpunkt. 


Aufgabe  143.    Berechne   die  Lage  des 
Schwerpunkts 

a)  eines  Halbkreisbogens, 

b)  eines  Viertelkreisbogens, 
dessen  Halbmesser  r  =  50  cm  beträgt. 


1). 


Hüisrechnungen : 

100 : 3,14  oder  10000 :  314  =  31,84 

942 

314 


2660 
2512 


2). 


1480 

100  .  Y2    _    100  . 1,414 
*  •        3,14        **        3,14 

141,4  :  3,14  oder  14140 :  314  = 

1256 

IbSÖ 
1570 


45 


Anflösang.  a).  Nach  Erkl.  150  ist  der 
Schwerpunktsabstand  ftlr  den  Halbkreis- 
bogen: 

z  =  1'- 

TZ 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  ein- 
gesetzt: 


Z  = 


2.50 
3,14 


oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  1).: 

Z  =  31,84 

b).  Nach  Erkl.  150  ist  der  Schwerpunkts- 
abstand für  den  Yiertelkreisbogen: 

2rV'2^ 


Z  = 


n 


oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  ein- 
gesetzt: _ 

_  __    2.50.V^2 
^  -  ~~3,"14 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  2). : 

Z  =  45 

d.  h.  es  befindet  sich  der  Schwerpunkt  in 
der  Halbierungslinie  des  gegebenen  Bogens 
und  zwar  beim  Halbkreis  31,84  cm  und  beim 
Yiertelkreis  45  cm  vom  Mittelpunkt  entfernt. 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Aufgabe  144.  Berechne  die  Lage  des 
Schwerpunkts  einer  rechtwinkligen  Drei- 
ecksfläche, deren  drei  Seiten  resp.  760,  30 
nnd  761  cm  gross  sind. 


Figur  178. 


AQÜösong.  £s  sei  (Fig.  178)  ABC  k 
gegebenej)reieck.  Halbiert  man  die  Hj^- 
tennse  AC  and  verbindet  den  Halbieni 
pnnkt  D  mit  B,  dann  ist  nach  einem 
ans  der  Planimetrie: 

rö  =  BD  =  CD 
nnd  somit  die  Transversale: 


oder: 


BD  =  -1.761 


BD  =  380,5 

Nach  Antwort  auf  Frage  85  liegt  m 
der  Schwerpnnkt  der  Dreiecksfiäche  ALC 
anf  der  Linie  BD  so,  dass 


oder: 


oder: 


oder: 


DSrDB  =  1:3 
ITö  =  ~DB 


3 


DS  ==  4- -380,5 
Dö  =  126,83 


Aufgabe  145.  Eine  dreieckige  Steinplatte 

von  der  Form  der  Fig.  178  wird  von  drei 

Arbeitern,  die  an  den  drei  Ecken  A,  B  nnd       Anflösiing.  Die  Last  von  2  Zentner  kai: 

C   angreifen,   fortgetragen.     Wieviel   Last  man  sich  im  Schwerpunkt  S  vereinigt  denkei: 

hat  jeder  zu  tragen,   wenn   die   Platte   2       X)a  nun 

Zentner  wiegt?  D^  =  —DB 

3 

ist,  so  lässt  sich  die  Last  in  zwei  Kompo- 
nenten zerlegen,  von  denen  die  eine  in  F 
wirkend  halb  so  gross  als  die  andere  iol' 
wirkende  sein  mass.  Demnach  wirkt  ii 
Pnnkt  D  eine  Last  von  2/3 . 2  Zentner  ri 
in  B  eine  Last  von  1/3 . 2  Zentner,  so  da?^ 
der  in  B  angreifende  Arbeiter  Vs  •  ^  ^^^^ 
oder  66V3  Pfnnd  zu  tragen  hat 

Die  in  D  wirkende  doppelt  so  grosse  bi- 
von  133  V3  Pfund  verteilt  sich  auf  die  beide: 
Punkte  A  und  C,  und  zwar  zu  gleichen  Tei- 
len, denn  ÄD  =  CD;  folglich  hat  jeder <k: 
beiden  Arbeiter,  die  in  A  und  C  angreL^ 
V2.I33V3  oder  gleichfalls  66Vs  Hund  2'^ 
•  tragen. 

Daraus  folgt,  dass  die  Gestalt  des  Drei- 
ecks ganz  ohne  Einfluss  auf  den  in  ^' 
einzelnen  Eckpunkten  wirkenden  Drnck  üt 
Das  Dreieck  mag  eine  Form  und  Schwerf 
haben,  welche  es  will,  immer  hat  jeder  ^' 
punkt  Vs  der  Last  zu  tragen,  voraüsges«tr. 
dass  die  Platte  homogen  ist 


Aufgaben  Über  die  Lage  der  Schwerpunkte  von  Flächen. 
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Anigabe  146.  Wie  weit  liegt  der  Schwer- 
punkt eines  Paralleltrapezes  von  der  Seite 
a  entfernt,  wenn  die  beiden  Parallelen  a  = 
27,  6  =  20  cm  und  die  Höhe  A  =  14  cm 
beträgt? 

Hilisreciinang : 


27  +  40  =  107 

27  +  20  =  47 


67.14 
47.3 


67.14 


268 
67 


938 
846 

920 
846 

740 


141  =  6,65 


AnilÖBimg.    Nach  Antwort  auf  Frage  87 
ist  der  Schwerpunktsabstand  von  der  Seite  a: 

A 
3 

Setzen  wir  in  diese  Gleichung  die  gege- 
benen Zahlenwerte,  so  ist: 

27  +  2.20     14 

27  +  20     '3 
oder: 

X  =  6,65 

d.  h.  der  Schwerpunkt  ist  6,65  cm  von  der 
Seite  a  entfernt. 


X  = 


Aufgabe  147.  Bestimme  den  Schwerpunkt 
S  des  nnregehnässigen  Fünfecks  (Fig.  179), 

welches  durch  die  Koordinaten  seiner  Eck-  Auflösung.    In  Antw.  auf  Frage  89  ist 

ponkte  gegeben  ist:  unter  2).  das  hier  einzuschlagende  Yerfah- 

x^  =  2,    «2  =  10,  arj  =  18,  «4  =  16,  ar^  =  8  ren  angegeben,  wonach  die  Koordinaten  z 

Vi  =  10,  f/2  ~  14,  y.  =  12,  «4=6,    Vs  =  2  ^^^  V  ^^^  Schwerpunkts  gefunden  werden 

nach  den  Gleichungen: 


Figur  179. 


Y 


^iVi  +  hyt  +  Kvz 


y 


Um  aber  diese  Gleichungen  anwenden  zu 
können,  massen  zunächst  die  Flächeninhalte 
der  einzelnen  Dreiecke  berechnet  werden, 
die  man  durch  Zerlegen  des  Fünfecks  er- 
hält, und  zu  diesem  Zweck  mnss  man  zu- 
nächst wissen,  wie  gross  die  einzelnen  Drei- 
ecksseiten sind.  Es  lässt  sich  nun  jede  die- 
ser Seiten  ansehen  als  die  Hypotenuse  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  beide  Ka- 
theten resp.  mit  der  OX-  und  0 Y-Achse 
parallel  laufen  und  deren  Grösse  durch  die 
entsprechenden  Koordinaten  gegeben  ist. 

Soll  z.  B.  in  Fig.  179  die  Seite  1^  be- 
rechnet werden,  so  ist  die  zu  dieser  Hypo- 
tenuse gehörige  eine  Kathete  =  y,  —  y^, 
die  andere  Kathete  =  x^  —  ^v^ ,  oder  die 
eine  Kathete  ist: 


die  andere: 

Xj  — Xi  =  10  —  2 

und  somit  die  Hypotenuse: 

1I2  =  VP 
oder: 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


HUfsreclmangen : 


1).  .  .  V^  =  8,94 
64 

16 1 1600 
1521 


2).  ..8.8         Q .  ^ 


178  7900 


=  64 
-H36 

V^IOO 


=  36 
:  10 


3).  .  . 


Linie  2-5  =  V(«2— a-5)'-r(^2— ^5)* 
•  2^5  : 


n 


» 


2-5 


2-5  = 


2-5  = 


V(TO  — 8)24-(14 
V22  -t-  122 
V^4  -f  144 
^148  =  12,16 


-2j' 


2,48 
44 


241400 
241 


242  i  15900 


4).  .  . 

Linie  2-4 

oder: 

» 

2-4 

oder: 

n 

2-4 

oder: 

7) 

2-4 

5).  .  . 

Linie  5-4 

9 

5-4 

V  (16 -10)'+ (14^=^ 
V'6.6-t-8.8 
^100"=  10 

V'«4-Ä?5)2-t-(y»="i^ 
V(16-8)2-|-(6— 2)»~ 
^64  -t- 16 

5^  =  yW  (siehe  HUftrechn.  1) 


5-4  = 


6},  .  .   Linie  2^:3  =  V^-^^^^^iH-iifT^^^ 
„     2I3  =  V7l8— 10)2-h(14  — I2j» 
V644-4 


2-3  = 
2I3  = 


7).  .  .  Linie  4-3  = 


4-3  = 


4-3  = 


4-3  =-- 


\/68  =  8,24 

64 

161400 
824 

164'  I  76Ö0 

V^(a^3-«4)*4-(i^3— ^4»' 
V^(18-16)»4-(12— 6)» 

\^4(r=  6,32 

36 

12  I  400 
869 

126  ,  8100 


=  \^i6+'6r 

=  ^80" 

=   8,94  (siehe  HUftrechn.  1 

=  Vi^i-yrS'+ixs-i 

=  V(10-2)'-l-(8^/ 
=  V^"8^^ 

=    10    (liehe  HUfsrechn.  t 

findet  man: 

=   12,16    (siehe  HüfsKchn  3 

=10  (      ,  ,4 

=     8,94  (    ,  .5 

=     8,24    (     „  r       i 

=    6,32  (   ,  ,      : 

Da  nun  die  Seiten  der  sämtlichen  Drc* 
ecke  bekannt  sind ,  so  lassen  sich  dirus 
auch  die  Dreiecksflächen  berechnen  mtcr 
Anwendung  der  trigonometrischen  Formel; 

p = VRi.-)(i.-.)a-'i 

worin  s  die  Sonune  der  drei  Dreieckssdtc 
a,  hj  c  bedeutet 

In  AI,  2, 5  ist: 

8  =  8,94  + 12,16  + 10 

8  =  31,10 

^8  =  15,55 

1 


oder: 
oder : 

Linie  1-2 
Linie  1-2 
Linie  1-2 

ebenso  ist  die 

oder: 

Linie  1-5 

oder: 

» 

1-5 

oder: 

)» 

»> 

1-5 
1-5 

in  gleicher  V 

ITeisc 

Linie  2-5 

V 

2-4 

n 

5-4 

n 

2-3 

4-3 


oder: 
oder: 


s  —  a  =  15,55  —  8,94 


1 


oder:     -^8  —  a  =  6,61 


--«  —  6  =  15,55  —  10 
—  8  —  h  =  5,55 

4-s  — c  =  15,55  —  12,16 


oder: 
und 


oder :     —  8  —  c  =     3,39 

folglich  ist: 

A.  1, 2, 5  =  Vl5,55 .  6,61 . 5,55 , 
oder: 

A  1,2,  5   =   43,976   (siehe  Hilfirechn-f 

oder: 

l,  =  43,976 


Aufgaben  über  die  Lage  der  Schwerpunkte  von  Flächen. 
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Hilisrechnimgen : 

8).    Ynfib  .  6,61 .  5,55  rpO  =   2  (log  15,55  + 
log  6,61 4-  log  5,55  4-  log  3,39) 

log  15,55  =  1,1917304 

log   6,61  =  0,8202015 

log   5,55  =  0,7442930 

log   3,39  =  0,5301997 

\  .  3,2864246 


In  gleicher  Weise  findet  man  den  Flächen- 
inhalt des  Dreiecks  2,  4,  5;  dasselbe  ist  in 
dem  gegebenen  Fall  dem  oben  berechneten 
Dreieck  1,  2,  5  fiächen-gleich,  also: 

A,  =  43,976 

Femer  ist  in  A  2,  3, 4 : 

.9  =  10  +  8,24  +  6,32 

8  =  24,57 
1 


oder: 


2 


logAj  =      1,6432123 
mithin : 
num-log  Aj  oder  Aj  =  43,976 


9j.    Vl2,28  . 2,28 .  4;Ö375;96  =  i  (log  12,28+ 
log  2,28  +  log  4,03  +  log  5,96) 

log  12,28  ==  1,0891984 

log   2,28  =  0,3579348 

log   4,03  =  0,6053050 

log    5,96  =  0,7752463 

Y  •  2,8276845 

logilj  =      1,4138423 
mithin : 
num-log  A3  oder  A3  =  25,933 


10).     . 


43,976 . 


80 
8 


=  3 :  879,52  =  293,17 


43,976 . 


84 
8 


175904 
131928 


1495184:3  =  498,395 


25,93  ■  f 


10372 
10372 


114092:3  =  380,30 


oder: 

T'  =  12,28 

und 

-g-Ä-a  =  12,28  —  10 

oder: 

-l,_a  =  2,28 

2  «      h  -  12,28      8,24 

oder: 

2  «      h  =  4,03 

2  «  — c  =  12,28-6,32 

oder: 

y«— c  =  5,96 

und  1 

somit: 

A3  =  Vl2,28 .  2,28 .  4,03 . 5,96 

oder  nach  Hilfsrechnnng  9).: 

A3  =  25,933 

Zar  Bestimmung  der  Schwerpunkte  dieser 
einzelnen  Dreiecksflächen  benutzen  wir  die 
im  Beweis  c).  unter  Antwort  auf  Frage  85 
angegebene  Formel.  Danach  sind  die  Ko- 
ordinaten des  Schwerpunkts  vom  Dreieck 
1, 2,  5  oder  A  Ai : 

_  x,  +  x,  +  x,  _  yi+y>  +  y, 

oder: 
f,  =  -|  (2+8+10)  und  ,;,  =  ^(10+2+14) 

oder: 

2  2 

fi  =  6-g-    und  v^  =  8y 

Die  Koordinaten  des  Schwerpunkts  vom 
Dreieck  2,4,5  oder  A^  sind: 


^'-  3 

oder: 


und  V,  =  y^+y^+y» 

^  3 


h  =  1(10+6+8)  und  i;,  =1(14+6+2) 


oder: 


*/  =  lly   und  u.  =  7-^ 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Kdrper. 


11). 


12). 


13). 


HiUsrechnangen : 

293,17 

498,395 

380,30 


1171,865  ;  113,885  = 
1138,85 

330150 


43,976 .  ^ 

*^63856 
87952 


10,3 


1143,376  :  3  =  381,12 


43,976  • 


22 
8 


87952 
87952 


967472  :  3  =  322,49 


25,93 . 


32 
8 


5186 

7779 


829,76  :  3  =  276,59 


113,885  :  980,200  =  8,6 
^11080 

"691200 
683310 


Die  Koordinaten  des  Schwerponkts  m 
Dreieck  2,3,4  oder  A,  sind: 

oder: 

i-,  =  A(10+18+16)  und  i/,  =|(14-rlV 

oder: 

2  2 

h  =  14y  und  V,  =  lOy 

Endlich  ist  die  Gesamtfläche  des  gegebe- 
nen Fanfecks  gleich  der  Summe  der  Drc> 
ecksflächen,  oder: 


oder: 


l  =  43,976  +  43,976  +  25,93:: 
X  =  113,885 


Setzt  man  nnn  die  gefondenen  Zahlen- 
werte  in  die  beiden  zu  Anfang  der  Au- 
lösnng  aufgestellten  Gleichungen,  dann  er- 
hält man  für  die  Koordinate  x  des  Schwer- 
punkts vom  Fünfeck: 

43,976 .  6|  +  43,976 .  Uy  +  25,933 .  Uj 

113,885 

293,17+  498,395  +  380,80 


X  = 
oder: 

oder: 


X  = 


113,885 


(siehe  HUfsncks. 


—  i  17 1^65^ 
^  ^     ri3,885 


oder: 

A).   .   .    a;  =    10,3    (»iehe  Hilfsrech.  11) 

und  für  die  Koordinate  y  des  Schwerpookt: 
vom  Fünfeck  erhält  man: 


2 


oder: 
oder: 


43,976 .83+  43,976  .  7 ^  +  25,93 .  K'! 


y  = 


y  = 


113,885 

381.12  +  322,49  +  276,59 


113,885 

(siehe  Hilfsrecii&<  1- 


980,20 

113,885 


oder: 

B).  .   .  y  =   8,6    (siehe  Hüfarechn.  13). 


Aalgabe  148.     Berechne    den    Schwer- 
punktsabstand eines    Kreisausschnitts    von      Aaüösong.    Nach  Gleichung  1).  in  Act- 
36  cm  Halbmesser  und  44  cm  Sehne.  wort   auf  Frage  90   ist  der  Abstand  da 

Schwerpunkts    eines  Kreisausschnitts  vo&i 

Mittelpunkt: 

2  rs 

X  =  —  • 

3  6 
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Hilterecfaiinngeii. 


1) log  22  =      l,a424227 

—  log  36  =  —1,5563025 
log  sin  B  =     ! 

mithin:   num-log  Ein  a  oder  a 

Ol  2.36.3,U.75''20'20- 

"''  "  ■  360 

verwandelt  man  die  4' 4'  in  einen  Gradbruch 
=  v.^^  und  diesen  in  einen  Dezimalbruch: 
111 

m  =  "■'> 

so  erhält  man  für  den  Bogen: 

b  =  8,14.15,01 


es  tnoss  also,  nm  diesen  AbsUuid  berechnen 
zu  köntieD,  der  zo  dem  Kreisansschnitt  ge- 
hörige Bogen  AMB  (siehe  Fig.  ISO)  bekannt 
sein.  Derselbe  lässt  sich  berechnen,  sobald 
man  den  znm  Krei  saus  schnitt  gehörigen 
Zentriwinkel  2  a  kennt. 
Nun  ist: 

SB    ^^^^     j^  ^  ^.^^ 

BC    "  "'■       >■ 
'"^'-  22 

-g^^sina 

oder  diese  Gleichung  It^arithmiert: 

log  sin  B  =  log  22  —  log  86 
oder  nach  nebenstehender  Hilfarechn.  I).: 

«  =  37» 40- 10' 
nnd  somit  der  m  dem  Kreisansschnitt  ge- 
hörige Zentriwinkel: 

2«  =  75»20'20' 

dem  Kreisansschnitt   ge* 


Nun  ist  der 
=  3,U.15M'4'   hörige  Bogen; 


™.2b 


15068 

45204    _ 
47,31352 


oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte   ein- 
gesetzt; 

.  2.  36.3,14.  75»20'20- 


oder  nach  nebenstehender  UUfsrechn.  2 


Somit  ergibt  sich  für  die  Entfenmng  des 
Schwerpunkts  vom  Mittelpunkt: 


2.36.44       2.12.44 


473 :  10560  = 
946 
1100 


oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechu.  t 


d.  h.   US   (siehe  Fig.  180)   ist   nnter  den 
gegebenen  Bedingungen  22,3  cm  gross. 


Aufgabe  149.  Berechne  den  Schwer- 
Punkts  abstand  eines  Kreisausschnitts  von 
r  =  50  cm  Halbmesser  und  2«  =  130' 
Zentriwinkel 


AtiHÖBtus-  Nach  tileichnng  3).  in  Ant- 
wort auf  Frage  90  ist  die  Entfernung  des 
Schwerpunkts  des  Kreisansschnitts  vom 
Zentrum : 


=  log  6000 
(log  65  4 


og  3,14159) 


oder  wenn  man  die  entsprechenden  Zahlen- 
irerte  einsetzt: 


Nun  ist:         log 6000  = 
-flog  Bin  65«  = 

3,7781513 
9,9572757—10 

3,7354270 

log  65  = 
+  log  3,14159  = 

1,8129184 

0,4971499 
2.3100633"^ 

37954270 
-  2,3100633 

log«  = 

1,4253637 

mithin:  num-log  x  oder  x 

=  26,629 

1  Gleichgewicht  fester  Körper. 


2.180.50.Bin65' 
3.65.3,14159 


65.3,14159 
oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechniuig  i: 


Aufgab«  160.     Berechne    den    Schwer- 
ponktsabstand    eioes   Kreisabschnitts    vom 

KadioB  r  ^  36  und  der  Sehne  s  ^  44.  AnllSsnug.   Nach  Gleichnog  8  io  Ant*. 

anf  Frage  91  ist  der  Abstand  des  Schwtr- 

Fignr  181.  pnnkts  eines  Kreissegments  vom  Mittelponkir 

—     ^' 
*  "    12F 

S  ist  bekannt,  F  moss  aber  erst  berech- 
net werden,    wozu  wieder  die   Gr6ue  des 
Bogens  b  nötig  ist;  derselbe  ist  nnter  den 
^  gegebenen  Bedingimgeii : 

b  =  47,3 

(•lebe  AnHOiDng  dsi  Aufgabe  1481 

Nach  Gleich.  9).  in  Antw.  anf  Frage  91 
ist  der  Flächeninhalt  des  Segmeata: 


.v^. 


Hilisncbnoiigen.  oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eic- 

,                      ,           , gesetzt: 

„,   ..f 36.47,3-1. «V36.-22==  ^  =  i.s6.47,S  -   '  .44  V^^^^^ 

18 .  47,3  -  22  V36=— 22'  ^                         ^ 

Da  nun:  oder  nach  nebeostehender  Hiirsrecho.  1}.: 

47,3 .  18    und    36.36   und    22.22  p  _  224  4 

108               44  Diesen  Wert  nebst  der  Masszahl  ftt  die 

— J23Ö  ■         — 4g4 —  Sehne  in  die  Bestimmungsgleichnng  I6r  7 

—  484  gesetzt,  gibt: 

V8l2"  =    28,5 .22  x  =  — 

_1_           --57Ö  »2.224,4 

""'l^              570  oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  3).: 

Mf^o             627,0  x  =  Zl,6 


44  .  44  .  44    _    11.44    _    484 
12.224,4     ~     3.5,1    ~    15,3 


Aufgaben  über  die  Lage  der  Schwerpunkte  von  Flächen. 
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Aufgabe  151.  Berechne  den  Schwer- 
punktsabstand eines  Kreissegments  vom 
ftadins  r  =  50  cm  und  dem  Zentriwinkel 
2u  =  130^ 

Hilf  srechnungsn : 

1 ).  .  .  (50 .  sin  65»)»  =  3  (log  50  +  log  sin  65«) 

log  50  ==    1,6989700 
+  log  sin  65»  =    9,9572757—10 

1,6562457 
.3 


4,9687371 

oder  num-log(50.sin650)»=  93054,45 

.2 


186108,9 


2500.65.3,14  _  250. 65. 8,14        65  .  250 


180 


18 


51025  :  18  =  2834,7 
36 


325 

130 


150 
144 


16250 
.3,14 


62 
54 


6500 
1625 

4875 

51025,0 


85 
72 

130' 
126 


3).  .  .  2500  .  sin  65«.  cos  65*  =  log  2500  + 
log  Bin  65«  +  log  cos  65« 

log  2500  =    3,3979400 
log  sin  65«  =     9,9572757—10 
log  cos  65«  =     9,6259483  - 1 0 


mithin:  num-log  =  957,56 


4).  .  . 


1861089 :  56316 
168948 


2,9811640 


=  33,05 


171609 
168948 

2661 


Auflösung.  Nach  Formel  17  in  Antw. 
auf  Frage  91  ist  der  gesuchte  Abstand  des 
Schwerpunkts  vom  Mittelpunkt: 


X  = 


2(r.  sin  «)' 


3  (r'«  —  r'.  sin  «  .  cos  «i 


X  = 


oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  ein- 
gesetzt: 

2  (50 .  sin  65«)^ 

3  (2500 .  65« — 2500 .  sin  65«.  cos  65  «) 

oder  da  a  =  65°  in  Bogenmass  ausgedrückt 

65.3,14   ^      „ 
=  — ^öQ —  beträgt,  so  ist: 


X  = 


2  (50 .  sin  65«)» 


„ /2500.65.3,14       .^^^     .    ^^.        ^^A 
3  ( 180""^ ^^^^  •  ^^  ^^  '  ^^^  ^^  ) 


oder  nach   den  nebenstehenden  Hilfsrech- 
nungen: 

186108,9 


oder: 


oder: 


X   s= 


X  = 


X  = 


3  (2834,7  —  957,56) 

186108,9 
3  (1877,2) 

186108,9 


5631,6 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  4). : 

X  =  33,05 

Der  Schwerpunkt  liegt  also  auf  dem  das 
Segment  halbierenden  Kadius  in  einer  Ent- 
fernung von  33  cm  vom  Mittelpunkt. 


Aufgabe  152.  Berechne  den  Schwer- 
punktsabstand eines  Ringstttcks,  dessen 
Zentriwinkel  2  a  =  240®  beträgt  und  dessen 
Radien  r  und  q  40  resp.  25  cm  messen. 


AuflÖBung.  Nach  Gleichung  2  in  Antw. 
auf  Frage  92  ist  der  Schwerpunktsabstand 
eines  Rüigstflcks: 

2      sin«      r'-hrp  +  P* 

■  ■  -'  •  —^-^-^—  •  - 

3 


X  = 


a 


^-^9 


oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  und 


K .  n 


für  tt°  das  Bogenmass  ~Tgö~  ^^^^etzt,  so 


ist: 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Hilisrechnang. 

0,866_    3225    _    0,866 .  645 
65     "~  .  3,14  .  13 

3,14 
.13 

40,82 


3,14 

0,866 
.645 


4330 
3464 
5196 

558,570  :  40,82 

55857  :  4082  =  13,68 
4082 


15037 
12246 

27910 
24492 

34180 


ar  =  - 


sin  120«        40*-h4Ö.2ö  +  S-: 


3       120.3,14 

180 


40  +  25 


X  = 


Nun  ist  nach  Erkl.  40:  sin  120^  =  sin^* 
und  aas  Erkl.  32  folgt,  dass  sin  60*^  =  0,86t 
ist,  folglich  ist: 

2  . 0,866 .  180  /  1600+  1000-f  625\ 

3.120.3,14    \  65  / 

oder: 

_    0,866  ^  3225 

*  ""     3,14    *    65 

oder  nach  nebenstehender  HilfsrechnuDg. 

X  =  13,68 

d.  h.  der  Schwerponkt  des  Ringstficks  lieft 
auf  dem  halbierenden  Radius  in  einer  Ent- 
fernung von  13,68  cm  vom  Zentrum. 


Aufgabe  153.  Es  soll  der  Schwerpunkts- 
abstand eines  zwischen  zwei  parallelen  Seh- 
nen gelegenen  Stücks  einer  Kreisfläche  be- 
rechnet werden,  deren  Radius  r  =  100  cm, 
wenn  die  grössere  Sehne  s  =  160  cm ,  die 
kleinere  er  =  120  cm  lang  ist. 


Hillsrechnangen : 


80 


1).   .    .   .  -j^-  =  0,8 ;    log  0,8  =  log  sin  a 

log  0,8  =  0,9030900  —  1  oder  9,9030900—10 
mithin:  num-log  sin  «  oder  «  =  53**  7'  50* 


53<^7'50-  =  53«  7-'  =  53^  =  53,13« 

ü  180  * 


2). 


53,13.314 
90 

17,71 .  314 

7084 
1771 
5313 


^'^T8Ö 

17,71.314 


30 


5560,94  :  30  =  185,365 


AnflÖBong.  Nach  Antwort  auf  Frage  d^ 
ist  in  diesem  Fall  der  Schwerpunktsabstand 

"^^  -   12  (F,  -  Fj) 

Die  Grössen  s  und  a  sind  gegeben,  wah- 
rend die  Flächen  der  beiden  hier  in  Be- 
tracht kommenden  Segmente  erst  berechnet 
werden  müssen.  Die  Fläche  eines  Segmenu 
ist  aber: 


F  = 


rb 


-i-V-'-i-' 


es  muss  somit  erst  der  Bogen  b  berechnet 
werden.    Nun  ist  (siehe  Fig.  182): 


-_-   oder 
BC 


1 

2* 


=  sm  a 


oder: 


sm  «  = 


80 
100 


oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  1).: 

«  =  530  7' 50" 
oder:  «  =  53,13o 

Mithin  ist  der  Bogen  AMB  oder 

2rn.2a 


odeo: 


&i  = 


b,= 


360 

100.3,14.53,13 

90 


oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  2).  ist: 
h,  =  185,365 


Aufgaben  über  die  Lage  der  Schwerpunkte  von  Flächen. 
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3\ 


Hilf  srechnungen : 

l    100  =  50;      185,365.50 


=  9268,25 


4).    .    •      1^-  =  ^»^'      log  0,6  =  log  sin  ^ 

log  0,6  =    0,7781513—1 
oder  log  sin  ^  =    9,7781513—10 
mithin: 
num-log  sin  ß  oder  ß  =  36^52' 10" 

36«  52'  10-  ==  36*52Ve'  oder  36|^  oder  36,87« 


360 


5).      . 


6;.    . 


36,87 .  314 

14748 
3687 
11061 


11577,18  :  90  =  128,635 


160.160.160 


25600 .  160 

4096000 
—  1728000 

2368000 


12  .  12  .  12  =  1728 
oder: 
1203  —  1728000 


4468,25 
—  1630 


2838,25 .  12 
=  34059 

2368000  :  34059  =  69,5 
204354 


324460 
306531 

179290 
170295 


Die  Fläche  des  Segments  AMB  ist  daher: 

Fl  =  ^  .  100  .  185,365  -  ~  - 160^10000-6400 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  3).  ist: 
Fl  =  9268,25  —  80  ^3600" 

Fl  =  9268,25  —  80 .  60 

F,  =  9268,25  —  4800 
oder: 
A).     .    .     Fl  =  4468,25 

In  gleicher  Weise  ist  die  Segmentflftche 
DMC  za  berechnen. 


oder: 
oder: 


•  <^ 


oder: 


oder =  sm  fl 


Bin  ß  = 


60 
100 


oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn. 4).  ist: 

ß  =  36,870 

folglich  ist  der  Bogen  DME  oder: 
oder: 


90 
100  .  3,14 .  36,87 


90 
oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  5).  ist: 

&2  =  128,6 

mithin  ist  die  Fläche  DME  oder: 


Fj  =  ^  .  100  .  128,6  —  A  .  120  y"lOOOO  —  3600 
oder: 

oder: 


2     '         2 

F,  =  50 .  128,6  —  60  V64Ö0 
Fj  ^  100.64,3  —  60.80 
F.  =  6430  —  4800 


Fj  =  1630 


oder: 

oder: 
B).    .     . 

Setzen  wir  nun  die  so  gefundenen,  resp. 
die  gegebenen  Werte  in  die  Bestimmnngs- 
gleichung  für  x,  so  ergibt  sich: 

_  160»  — 120» 

^  ~    12  (4468,25  —  1630) 

und  hierfür  erhält  man  nach  nebenstehender 
Hilfsrechn.  6).: 

X  =  69,5 

d.  h.  der  Schwerpunkt  des  gegebenen,  zwi- 
schen zwei  parallelen  Sehnen  gelegenen 
Stücks  einer  Kreisfläche  liegt  aaf  der  vom 
Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die  Sehnen  ge- 
fällten Normalen  69,5  cm  vom  Mittelpunkt 
entfernt. 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Aufgabe  154.   Es  soll  der  Schwerpunkts- 
abstand  eines  zwischen  zwei  parallelen  Seh-       Aoflösimg.   Nach  der  Formel  2).  in  Arv< 

nen  gelegenen  Stücks  einer  Kreisfläche  voqi  wort  auf  Frage  93  ist  in  diesem  Fall: 
Radios  r  =  20  cm  berechnet  werden,  wenn  ,  ^  3     2 

die  zugehörigen  beiden  Zentriwinkel  2a  =  -3'' 

152^  und  2^  =  95^  betragen.  *  = 


3         o  I 

(r .  sin  «)  —  -  -  (r .  sin  ^r 

8 


X   = 


r^  (« -- sin  « . cos  «)  —  r*  iß — siii;J.c<ft; 

'  oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eii- 
gesetzt : 

y  (20 .  sin  76») '—  y  (20 .  sin  41  j^)^ 
20 .  20  {^\^Q^^  —  sin  76^  cos  76«)  —  sin  20  .  20  {^^^  —  ^^  47|« .  cos47:  1 


HiUsreohnungen : 

1).     (20  .  sin  76») '  ==  3  {log  20  +  log  sin  76°) 

log  20  =     1,3010300 
+  log  sin  76"  =    9,9869041^10 

1,2879341 
.3 


mithin:  3,8638023 

num-log(20.8in76«)»  =  7308,6 

1 .  7308,6  =    2 .  2436,2 

=  4872,4 

2).    (20 .  sin  47  Vi *) '  =  3  (log  20  +  log  sin  47  %^) 

log  20  =    1,3010300 
+  log  sin  47  Vj*'  =    9,8676309—10 


mithin: 


8). 


(20.  sin  47  V2*)* 

l  .  3206,14  = 
0 

1,1686609 
.3 

3,5059827 
=  3206,14 

6412,28  :  3 

.    3,14.76 

1884 
2198 

=  2137,43 

180:238,64  = 

18 

58 
54 

46 
86 

1,326 

104 


4).    sin  76®.  cos  76«  =  log  sin  76°  +  log  cos  76° 

log  sin  76«  =     9,9869041—10 
log  cos  76°  =     9,3836752-10 

mithin: 


sin  76°.  cos  76°  =  0,2347 

^5_^3^U  _  1^7^19 
^'    2.180    ~       36       ' 


0,3705793—1 

1,57 .  19  = 

1413 
157 


36  :  29,83  =  0,83 

288 

103 


oder  nach  den  nebenstehenden  HiUsred- ' 

nnngen  1—6: 

4872,4  —  2137,43 

400  (1,326—0,2347)  —  400  (0,8:3-0,4-^1 


X   = 
oder: 


oder: 


oder: 


oder: 


X  ■= 


X   = 


X  = 


X   = 


2734,97 


400  . 1,0918  —  400  . 0,3219 

2734,97 

400  (1,0913  —  0,3219) 

2734,97 


400 . 0,7694 
2784,97 


307,76 

oder  nach  Hilfsrechnang  7).  ist: 

X  =  8,89 

d.  h.  der  Schwerpunkt  des  gegebenen,  zfi- 
schen  zwei  parallelen  Sehnen  gelegene: 
Stttcks  einer  Kreisfläche  liegt  anf  der  toe 
Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die  Sehnen 
gefällten  Senkrechten  8,89  cm  vom  Mittel- 
pnnkt  entfernt. 


Aufgaben  über  die  Lage  der  Schwerpunkte  von  Körpern. 
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6).    sin47VJ^cos47V2"  =  log8m47Vjö  + 

log  cos  47  72** 

log  sin  471/2®  =    9,8676309 

log  cos  47  V,**  =     9,8296833  

mithin :  0,6973142—1 

Bin  47  Vj«  .  cos  47 Vj^  =  0,4981 

7).    .    .    .   273497  :  30776  =  8,89 
^46108_ 

273890 
246108 


277820 
276984 


Aufgabe  155.  Auf  dem  Goncordienplatz 
za  Paris  steht  der  Obelisk  von  Lnxor,  eine 
abgestumpfte  Pyramide  von  22  m  Höhe,  mit 
quadratischer  Grund-  und  Endfläche,  welche 
am  unteren  Ende  2,35  m,  am  oberen  Ende 
1,68  m  Kante  hat.  Wo  liegt  der  Schwer« 
punkt  dieses  Körpers? 


1).  . 


Hilfsrechnungen. 

2,35 . 2,35  2).  .  .   1,63 . 1,68 


1175 
705 
470 

1344 

1008 
168 

5,5225 

2,8224 

3).  V  5,5225.2,8224  =  -| 

(log  5,5225+ log  2,82 

log  5,5225 
+  log  2,8224 

=     0,7421357 

=     0,4506186 

1,1927548 
1 

oder: 

X 

num-log  V  =  3,948 

2 

0,5963771 

7,896 

. 

4).     .    .    .     5,5225 
+  7,8960 
-h  8,4672 

5,5225 
+  3,9480 
-h  2,8224 

21,8857 

12,2929 

5).    .    .    .     218857 :  122929  =  1,78 
122929 

959280 
860503 

987770 
983432 

AnflÖBung.  Nach  Antw.  auf  Frage  103 
ist  der  Abstand  des  Schwerpunkts  eines 
Pyramidenstumpfes 

Um  diese  Formel  benutzen  zu  können, 
müssen  zunächst  die  beiden  Flächen  G  und 
g  berechnet  werden. 

Nach  den  gegeben  Masszahlen  ist: 

G  =  2,35 .  2,35 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  1). : 

G  =  5,5225  qm 

desgleichen  ist: 

g  =  1,68 . 1,68 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  2).: 

g  =  2,8224  qm 

Setzen  wir  diese  Werte  in  die  Bestim- 
mungsgleichung, so  erhalten  wir: 

22    (5,5225 + 2  V^5,5225 . 2,8224 + 3 . 2,8224) 


X  = 


4       (5,5225  +  V5;5225"r2,8224  +  2,8224) 
oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  3).  ist: 

22     (5,5225  +  7,896  +  8,4672) 


X  = 


4      (5,5225  -f  3,948  -|-  2,8224) 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  4).  ist: 

11     21,8857 


X  = 


2      12,2929 
oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  5).  ist : 


oder: 
oder: 


X  =  ^.1,78 


Ä  =  11 .  0,89 

X  ==  9,79 

d.  h.  der  Schwerpunkt  des  genannten  Obe- 
lisken liegt  in  der  Mittelachse  desselben 
und  zwar  9  m  79  cm  von  dem  Mittelpunkt 
der  Grund-  und  Bodenfläche  entfernt. 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Aufgabe  166.  EiDKegeUtampf  vonSOcm 
Höhe  hat  eine  Groodfläche  von  24  cm  Radios 
oDd  eine  obere  Flache  vod  18  cm  Radius. 
In  welcher  EDtfemung  liegt  der  Schwer- 
pankt  dieses  KOrpers  von  dessen  Grund- 
fläche? 

HiUBTecbnnngeii . 

■1).  .  .24.24  2.24.18  3.18.18 


Aoflösimg.  Nach  Antn.  anf  Frage  l<> 
ist  in  diesem  Fall  der  Abstand  des  Scbn: 
pnnkts  von  der  Gninddäche: 


15.2412  _  1005 
2.1322    ~     74 


4         24,24+24.18  +  18.18 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrecbn.  1).  k: 

_   15     576  +  864  +  972 
*  ~  T '  576  -t-  432  -i-  324 

oder  nach  nebenstehender  HUfarechn.  2).  in. 


Aufgabe  157.  Ee  soll  die  Entfemnng 
des  Schwerpankts  a)  eines  Kngelaasschnitts, 
b)  eines  Kngelabschnitts  vom  Zentmm  der 
zngebörigea  Kngel  berechnet  werden,  wenn 
in  beiden  F&llen  der  Radios  der  Kugel  r 
=  42  cm  nnd  der  Zentriwinkel  AGB  (siehe 
Figur  183)  2«  =  15' 10'  beträgt. 

Figur  183. 


AnllSanng.  a).  Noch  Antwort  anf  FriE^ 
106  ist  der  ächwerpnnktsabstand  eines  Kn- 
getansschnitts  oder  Kagelsektors  vom  Mittd- 
pnnkt:  , 

.  =  1(2,-») 

Um  diese  Fonnel  benutzen  zu  köunn. 
ranss  erst  die  Höbe  h  =;  HQ  (siehe  Fig.  ISS' 
berechnet  werden.    Diese  Hohe 


oder: 


HiliBrechtianBen. 

1).  .  42  .  cos  1"  35'  =  log  42  +  log  cos  7"  3: 
log  42  =     1,6232493 
+  log  cos  7"  .35'  ^    9,9961849 
log  yÜ  -     1,6194349 
mithin:  num-log  ^  oder  VC  =  41,635 


oder  nach  nebenstehender  Hil&techn.  1).  i 
QT;  ==  41,633 

h  oder  MQ  =  42  —  41,633 


Setzen  wir  nun  die  entsprechenden  Zat- 
lenwerte  in  die  Bestimmungsgleicbong ,  » 


,  =  ^(2.42-0,307) 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausfflhrliche  Prospekt  nnd  das  ausführllclie  Inhalts- 
verzeichnis der  „vollständig  gelösten  Anfgabensammlimg  von 
Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Bnchliandlung,  sowie  von  der 
Verlagshandinng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  hrochiert  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gehrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  hesonderes  Titelhlatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Cfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
fftr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,*  das 
beste  Handbuch  fttr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbuch 
8um  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  v^erden. 

Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Omok  Ton  Oarl  Hammer  in  Stuttgart. 


351.  Heft. 


Preis      9  Statik 

des  Heftes     B  ^^^^  ^^^  l^hre  vom  Gleichgewicht  fester 

I  KQrper  (Geostatik). 

<y5   jpf  ^    I  Forts.  V.  Heft  350.  —  Seite  225—240. 


Mit  16  Figuren. 


Tm^M 


Vollständig 


h/ 


Aufgaben-  Sammlung 


—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Angabe  OBd  EntilcUnim  der  benutzten  Sitie,  Formeln,  Regeln,  in  Fragen  nnd  intiorten 

erl&atert^  durch 

viele  Holzsclinitte  &  lithograpL  Tafeln, 

ans  allen  Zweigen 

der  Beehenknnsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sph&rischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  hdheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  n.  Integnd-Rechnnng,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
ans  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatlk,  Chemie,  GeodSsle,  Nantik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Kaschmen-,  Strassen-,  Elsenbahn-,  Wasser-, 
BrUekoB-  n.  Hoehban's;  der  Konstrnktlonslehren  als:  darsteU.  Geometrie,  Polar-  u. 

ParaUel-PerspcMtre,  Sehattenkonstmktlonen  etc.  etc. 

f&r 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc« 

zum  einzig  richtigen  und  erfoigreiclien 

Studium,  znr  Forthfilfb  bei  Schnlarbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Kleyer^ 

Matbemattker,  yereldator  kOnigl.  prmiu.  Fsldmeiser,  rereidatar  groMh.  hetslieher  Geometer  I.  Klaue 

in  Frankfurt  a.  H. 
unter  Mitwirkung  der  bewfthrtesten  Kräfte. 


^-i-j  _i '_.j. 


l-}...l      ^_L 


Statik 

oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper  (Geostatik) 

nach  System  Kleyer  bearbeitet 
von  R.  Klimpert,  Seminarlehrer  u.  Physiker  in  Bremen. 

Fortsetzung  v,  Heft  350.  —  Seite  225—240.   Mit  16  Figuren. 

Inhalt: 

OclOite   und  nogelOste  Aufgaben   ttber   die  Lage  der  Schwerpunkte  von  Linien,  Plftchen  and   KOrpem.  — 
Die   Terechiedenen  Arten  des  Gleiclxge'wichts  des  in  einem  Punkt  unteratfltzten  Kflrpers.  —  Ueber  die  Stand- 
festigkeit oder  Stabilität  der  KOrper. 


umr^^^cj-TTj^L 


Stuttgart  1887. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


Du  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  ei'schienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M,  1881. 


PROSPEKT. 


Diesei  Werk,  welchem  kein  Ähnliches  zur  S^te  lieht,  erscheint  monatlich  in  ^-4 
Heften  in  dem  hilligen  Preise  'Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichöf 
sten  und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Gesamtgehiete  der  Mathematik,  Phjslk, 
Mechanik,  math»  GeograpÜcy  Astronomie y  des  Maschinen« ,  Strassen- y  Eisembal»-, 
Brficken-  nnd  Hochbaues,  des  konstruktlTcn  Zeichnens  etc.  etc.  und  swar  in  TOllstindif 
gelöster  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erldimnge^  nebst  Angabe  und  Entwiekelviig  der 
benntsten  Sitze,  Formeln,  Begeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösuci 
Jedermann  yerst&ndlich  sein  Icann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  ei- 
schienen  ist,  da  dieselben  sich  in  ilirer  Gesamtheit  ergknsen  und  alsdann  noch  all« 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbstindigen  Kqii- 
teln  angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Ton  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  de; 
eigenen  L(taung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierendes 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  Ton  den  Herren  Lehrern  fOr  den  Scbulunterrickt  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  ds 
Lehrers  erscheinen.  'Am.  Schlüsse  eines  jeden  Eapitelk  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltaren^cb- 
nis,  Berichtigungen  und  erllutemde  Erklftmngen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Angabe 

Das  Werk  behandelt  zun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natnrvisseB- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  IL  Ord.,  glekk- 
berechtigten  höheren  Bflrgerschulen,  PriTatsehnlen,  Gymnasien,  BealgTmnaatoBy  Pro- 
gymnasien,  Schnllehrer» Seminaren,  Polytechniken 9  Techniken,  BangewcorkndinleB, 
GÖwerbesehnlen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitnngssehnlen  aUer  Arten,  gewarklicb 
Fortblldnngsschnlen,  Akademien,  üniTersitäten ,  Land-  nnd  Forstwissensehaftaaeholes, 
Militftrschnlen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  für  das  Eli^Uirlg-Frei" 
willige-  nnd  Offlalers-Examen,  etc. 

Die  Schttler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  techniachen  osi 
naturwissenschaftlichen  F&cher,  werden  durch  diese,  Sehritt  für  Schritt  gelöste^  An^bei- 
sammlung  Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ilinen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  do- 
jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfsugen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  and 
die  flberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  Torgefhhrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kriftige  Stfltie  ffir  den  Sdicl- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematisdbei 
Disdplinen  —  mm  Auflösen  ron  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiemtit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eine  toO- 
st&ndige  Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösea,  die  g«- 
habten  Begeln,  Formeln,  Sfttze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zn  rerwerten.  Lnit,  Ueöc 
und  Terstftndnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aUer  Art,  MDitbi 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  AnffMschnng  der  erworbenen  und  Tielleicht  Tergessenes 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  Ihre  praktischen  in  allen  BenDh 
iwelgen  rorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  Terleihen  o&d 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forsehnngen  gebea 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  AzA 
gaben  werdan  mit  Dank  fon  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Hsaa 
saikfiitot  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerte», 
Dr.  KleyeTi  Fraakfbrt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  lö,  entgegen  nnd  wird  deren  ErledifB«! 
IhnnUdist  berücksichtlgi 

stattgart  Di»  Yerlagsliandliiiif  . 
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'') 


3). 


4). 


Hilfsrechnungen : 

.  2  .  42  =  84 ; 

84 
—  0,367 

:  83,633 
.3 

250,899  :  8  =  31,36 

24 

10 
8 

28 
24 

.  84 
—  0,867 

49 

83,633 .  83,633 

3.42 

250899 
250899 
501798 
250899 
669064 

=  126 
—  0,367 

125,633 

6994,478689  : 

=  6994,48 

3 .  6994,48 

3 .  1748,62 

•  •  4.125,63  " 

~   125,63 

1748,62.3 

—  524586  : 
50252 

12563  =  41,75 

22066 
12563 

95030 
87941 

oder  nach  Debenstehender  Hilfsrechn.  2).  ist: 
X  =  31,36 

d.  h.  es  befindet  sich  bei  dem  gegebenen 
Kugelausschnitt  der  Schwerpunkt  vom  Mit- 
telpunkt in  31,36  cm  Entfernung. 

Auflösung,  b).  Nach  Antw.  auf  Frage 
107  ist  der  Schwerpnnktsabstand  eines  Ku- 
gelabschnitts oder  Kugelsegments: 

3  (2r^h)^ 

4  3r  — Ä 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  ein- 
gesetzt, ist: 

_   S_    (2 .  42  —  0,367)» 
^  ""  4  *   3 .  42  —  0,367 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  3).  ist: 

^  ^    6994,48 
*  ~   4  *    125,63 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  4).  ist: 

X  =  41,75 

d.  h.  es  befindet  sich  bei  dem  gegebenen 
Kugelabschnitt  der  Schwerpunkt  in  41,75  cm 
Entfernung  vom  Mittelpunkt. 


70890 


Aufgabe  158.  Ein  blechernes  Litermass 
hat  17  cm  Höhe  und  8,7  cm  Durchmesser; 
in  welcher  Entfernung  von  der  Bodenfläche 
befindet  sich  der  Schwerpunkt  dieses  Ge- 
fässes? 

Hilfarechnung. 

17.17  =  289;    2.17  =  34;    34  +  4,35  =  38,35 

289  :  38,35  oder  28900  :  3835  =  7,533 

_2684^_ 

20550 
19175 


13750 
12505 

12450 


Auflösimg.    Nach  Antw.  auf  Frage  108 
ist  der  Abstand  des  Schwerpunkts: 


h 


X  =  -^ 


2Ä  +  r 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte   ein-» 
gesetzt: 

^  ""  2.17  +  4,35' 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechnung  ist: 

X  =  7,533 

d.  h.  der  Schwerpunkt  befindet  sich  in  der 
Mittelachse  7,533  cm  über  der  Bodenfläche. 


Klimpert,  Statik. 
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a).  Ungelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  159.  Ein  2  m  langer  cylindrischer  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolget  analog  d? 
Stab  besteht  zu  Vs  seiner  Länge  aus  Messing  gelösten  Aufgabe  138. 
und  zu  Vs  Beiner  Länge  aus  Buchenholz.  Wo 
liegt  der  Schwerpunkt  dieses  Stabes,  wenn  der- 
selbe überall  denselben  Durchmesser  SV?  cm 
hat  und  wenn  das  spezifische  Gewicht  von  Mes- 
sing =  7,600  und  das  spez.  Gew.  yon  Buchen- 
holz =  0,750  beträgt? 


Anlgabe  160.  Die  drei  Seiten  eines  Drei-  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  k 
ecks  sind:  a  =  312,  b  =  109,  c  =  229  cm.  gelösten  Aufgabe  139. 
Wie  gross  ist  der  Schwerpunktsabstand  x  die- 
ses Dreiecks,  d.  h.  wie  gross  ist  der  Badius 
eines  in  dasjenige  Dreieck  beschriebenen  Krei- 
ses, welches  man  durch  die  Verbindung  der 
Halbierungspunkte  der  gegebenen  Seiten  erhält? 


Aufgabe  161.    Berechne  den  Schwerpunkts-       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  de: 
abstand  yon   der  symmetrischen  Hälfte   eines  gelösten  Aufgabe  140. 
regulären  Zwölf  ecks,  welches  um  einen  Kreis 
von  75  cm  Durchmesser  gezeichnet  ist. 


Aufgabe  162.     Wo  liegt   der  Schwerpunkt      Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  (k: 
eines  Kreisbogens,  dessen  Radius  r  =  80  cm  gelösten  Aufgabe  141. 
und  dessen  Sehne  =  105  cm  beträgt? 


Aufgabe  168.     Wo  liegt  der  Schwerpunkt       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
eines    schweren   Kreisbogens   von    dem    Halb-   gelösten  Aufgabe  142. 
messer  r  =  34  cm  und  dem  Zentriwinkel  2  a  = 
108»  25' 30"? 


Aufgabe  164.  Berechne  die  Lage  des  Schwer-       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  de: 
punkts     a).  eines  Halbkreisbogens,  gelösten  Aufgabe  143. 

b).  eines  Yiertelkreisbogens, 
dessen  Halbmesser  r  =  38  cm  beträgt 


Aufgabe  166.  Berechne  die  Lage  des  Schwer-       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
punkts  einer  rechtwinkligen  Dreiecksfläche,  de-   gelösten  Aufgabe  144. 
ren  drei  Seiten  resp.  476,  93  und  485  m  lang 
sind. 

Aufgabe  166.    Wie  weit  liegt  der  Schwer-       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  de: 
punkt  eines   Paralleltrapezes   von   den  beiden  gelösten  Aufgabe  146. 
parallelen  Seiten  entfernt,  wenn  letztere  a  =  50 
und  &  =  70  und  die  Höhe  h  =  Sßcm  beträgt? 


Aufgabe  167.     Bestimme  den  Schwerpunkt       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  de: 

5  eines   unregelmässigen   Sechsecks,    welches  gelösten  Aufgabe  147. 
durch  die  seinen  Eckpunkten  1,  2,  3,  4,  5  und 

6  entsprechenden  Koordinaten  gegeben  ist: 

«I  =11  yi  =  26 

a?2  =  27  ^2  =  31»5 

0-3  =42  ^3  =  26 

«4  =  48  ^4  =  9,5 

a^ö  =  27  y»  =  5 

«6  =  6,3  y.  =  9,5. 
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Aalgabe  168.     Es   soll    der  Schwerpunkts-       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
abstand  eines  Kreisauflschnitts  von  1,80  m  Ba-   gelösten  Aufgabe  14S. 
dius  und  2,50  m  Sehne  berechnet  werden. 


Auigabe  160.     Es  soll  der  Schwerpunkts«       AadeirtuiHi.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
abstand  eines  Kreisausschnitts  von  80  cm  Halb-   gelösten  Aufgabe  149. 
messer  und  280®  Zentriwinkel  berechnet  werden. 


Aufgabe  170.    Es  soll  der   Schwerpunkts-       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
abstand  eines  Kreisabschnitts  von  1,80  m  Ba-  gelösten  Aufgabe  150. 
dius  und  2,50  m  Sehne  berechnet  werden. 


Aufgabe  171.     Es  soll   der  Schwerpunkts-       Andeutung.   Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
abstand   eines  Kreissegments  von  2  m  Radius   gelösten  Aufgabe  151. 
und  160<'40^20'  Zentriwinkel  berechnet  werden. 


Aufgabe  172.     Es   soll  der  Schwerpunkts-       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
abstand    eines  Ringstücks    berechnet   werden,  gelösten  Aufgabe  152. 
dessen  Zentriwinkel  2  a  =  275®  beträgt,   und 
dessen  Radien  r  und  q  72  resp.  55  cm  messen. 


Aufgabe  173.    Es  soll  der  Schwerpunkts-       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
abstand  eines  zwischen  zwei  parallelen  Sehnen  gelösten  Aufgabe  153. 
gelegenen  Stücks   einer  Kreisfl&che  berechnet 
werden,  deren  Radius  r  =  798  cm,   wenn  die 
grössere  Sehne  s  =r  1000,  die  kleinere  =  800  cm 
betr&gt. 

Aufgabe  174.     Es   soll   der  Schwerpunkts-       Andeutung;    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
abstand  eines  zwischen  zwei  parallelen  Sehnen  gelösten  Aufgabe  154. 
gelegenen  Stacks  einer  Kreisfläche  vom  Radius 
r  =  15,86  m  berechnet  werden,  wenn  die  zu- 
gehörigen beiden  Zentriwinkel  2c^=z  189®56'16' 
und  2/?  =  79®  36' 40'  betragen. 


Aufgabe  175.  Es  soll  der  Schwerpunkts-  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
abstand  einer  regulären  sechsseitigen  abge-  gelösten  Aufgabe  155. 
stumpften  Pyramide  berechnet  wer&i,  deren 
untere  Endfläche  einen  Umkreis  von  3  m  und 
deren  obere  Endfläche  einen  Umkreis  von  1,2  m 
Radius  hat,  während  die  Höhe  des  Pyramiden- 
stumpfs 5  m  beträgt. 


Aufgabe  176.    Wo   liegt   der   Schwerpunkt      Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
eines  ganz  mit  Erde  gef  (illten  Blumentopfs,  der  gelösten  Aufgabe  156. 
oben  18,  unten  12  V2  cm  Durchmesser  und  17  cm 
Höhe  hat? 


Aufgabe' 177.     Es   soll  der  Schwerpunkts-  Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 

abstand  eines  Kugelausschnitts  von  dem  Radius  gelösten  Aufgabe  157  a. 
r  =  72  cm  und  dem  Zentriwinkel  2a  —  145® 
berechnet  werden. 

Aufgabe  178.     Es  soll  der  Schwerpunkts-  Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 

abstand  eines  Kugelabschnitts  von  dem  Radius  gelösten  Aufgabe  157b. 

r  =  10,5  cm  und  dem  Zentriwmkel  2a  =  116®  . 
4'  berechnet  werden. 
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10).  lieber  Gleichgewicht  und  Standfestigkeit. 

a.  Die  verschiedenen  Arten  des  Gleichgewielits  des  in  einem  Pnnl^t 

unterstfttzten  Körpers. 


Frage  112.  Wenn  ist  ein  Körper,  anf 
welchen  nnr  die  Schwerkraft  wirkt,  im 
Oleichgewicht  oder  in  Rahe? 

Erkl.  170.  £s  wurde  bereits  in  Antw.  auf 
Frage  2  erklärt,  was  man  unter  Gleichgewicht 
yersteht    Siehe  auch  Antw.  auf  Frage  3. 


Antwort.  Ist  ein  Körper  so  nnterstmr. 
dass  sein  im  Schwerpunkt  als  senkreck* 
abwärts  wirkend  gedachtes  Gewicht  dord. 
den  Gegendruck  der  ünterstatzang  a1Ifg^ 
hoben  wird,  so'  befindet  sich  der  K(irpr: 
im  Gleichgewicht  oder  in  Rahe. 


Frage  113.  'Welche  drei  Bedingungen 
mttssen  erfüllt  werden,  wenn  ein  Körper, 
der  nur  in  einem  einzigen  Punkt  unter- 
stützt ist,  im  Gleichgewicht  sein  soll? 


Erkl.  171.  £8  war  bereits  in  Erkl.  5  von 
Widerständen  die  Bede  und  sei  hier  nur 
noch  bemerkt,  dass  der  Widerstand  eines  festen 
Punktes  eine  Kraft  ist,  die  allemal  gerade  so 
gross  ist  und  in  solcher  Richtung  wirkt,  wie 
es  erforderlich  ist,  um  jede  Bewegung  dieses 
Punktes  zu  verhindern. 


Antwort.  Wenn  ein  Körper,  der  nor  iL 
einem  einzigen  Punkt  unterstützt  ist,  ir 
Gleichgewicht  sein  soll,  d.  h.  wenn  äa 
Gewicht  des  Körpers  durch  irgend  eine 
andere  Kraft  aufgehoben  werden  soll,  so 
muss  diese  letztere  Kraft 

1).  senkrecht  aufwärts  wirken, 

2).  ebenso  gross  sein  als  das  Gewicht  des 
Körpers, 

3).  muss  der  Angriffspunkt  derselben  ia 
der  senkrechten  Schwerlinie  sich  b^ 
finden. 

Diesen  drei  Bedingungen  genügt  der  durch 
das  Gewicht  des  Körpers  hervor^emfeiK 
Widerstand  ^)  irgend  eines  in  der  senkrech- 
ten Schwerlinie  liegenden  festen  Punktes. 
denn  nnr  in  diesem  Fall  sucht  sein  Gewicb: 
den  Körper  senkrecht  nach  unten  n 
treiben  und  kann  daher  keine  Bewegung 
bewirken. 


>).  Siehe  Erkl.  171. 


Frage  114.  Wie  Tielerlei  Lagen  kann 
dieser  feste  Punkt  in  Bezug  auf  den  Schwer- 
punkt haben? 


Antwort.  Dieser  feste  Punkt  oder  der 
sog.  Unterstützungspunkt  U  kann  drd 
verschiedene  Lagen   haben,  denn  er  kaue 

1).  in  dem  Schwerpunkt  selbst,  oder 
2).  senkrecht  über  dem  Schwerponkt,  oder 
3).  senkrecht  unter  dem  Schwerpunkt 
liegen. 


Frage  115.  Was  ist  über  den  Gleich- 
gewichtszustand eines  Körpers  zu  bemerkeii, 
bei  dem  der  Unterstützungspnnkt  U  mit  dem 
Schwerpunkt  S  zusammenfällt? 
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Antwort.  Fällt  der  UnterstQtztiogspQnkt 
U  eines  Körpers  mit  dem  Schwerpunkt  S 
desselben  zusammen  (siehe  Fig.  184),  so 
wird  auch  bei  einer  Drehung  des  Körpers 
um  den  Punkt  U  die  Kraft  G  stets  durch 
U  gehen,  also  durch  den  Widerstand  des 
Stützpunktes  U  aufgehoben  werden,  d.  h. 
der  Körper  wird,  da  sein  Schwerpunkt 
weder  steigen  noch  fallen  kann,  in  jeder 
Lage  in  Ruhe  sein.  Man  sagt  in  diesem 
Fall,  der  Körper  ist  im  indifferenten^) 
oder  gleichgiltigen  Gleichgewicht  oder 
Ruhezustand,  wie  dies  bei  Rädern,  Kugeln, 
Walzen  und  Kegeln,  sowie  beim  Balancier') 
einer  Dampfmaschine,  wie  auch  bei  Thüren 
und  Fenstern  der  Fall  ist,  welche  sich  um 
senkrechte  Achsen  drehen. 


Erkl.  172.  Differieren  (vom  lat.  diff^rre, 
eigentlich  auseinandertragen)  heisst  verschieden 
sein,  abweichen,  während  das  Wort  indifferent 
(lat.  jndifferens)  soviel  wie  ununterschieden, 
einerlei,  gleichgiltig  bedeutet. 


1).  Siehe  Erkl.  172. 
*).  Siehe  Erkl.  174. 


Frage  116.  Was  ist  über  den  Gleich- 
gewichtszustand eines  Körpers  zu  bemerken, 
bei  dem  der  Unterstfltzungspunkt  ü  senk- 
recht über  dem  Schwerpunkt  S  liegt? 


Figur  185. 


Erkl.  173.  Stabil  (vom  lat.  stabilis,  von 
Stare,  stehen)  heisst  soviel  wie  bestehend,  dauer- 
haft, beständig,  nicht  veränderlich. 


Antwort.  Liegt  der  Stützpunkt  U  eines 
Körpers  über  seinem  Schwerpunkt  S  (siehe 
Figur  185),  so  geht  die  in  S  angreifende 
senkrecht  gerichtete  Kraft  G  auch  durch  U, 
der  Körper  ist  also  in  Ruhe.  Denkt  man 
sich  nun  den  Körper  durch  eine  Drehung 
um  ü  aus  dieser  Ruhe-  resp.  Gleichge- 
wichtslage herausgebracht,  so  dass  S  in  die 
Lage  Ton  S^  kommt,  so  geht  die  lotrechte 
Schwerlinie  S^G^  nicht  mehr  durch  den 
Stützpunkt  U  und  die  Schwerkraft  dreht 
dann  den  Körper  so  lange,  bis  der  Schwer- 
punkt die  möglichst  tiefste  Stelle  ein- 
genommen hat. 

Zum  Beweis  denke  man  sich  die  Kraft 
G^  (d.  h.  das  Gewicht  des  Körpers)  in  die 
beiden  l^omponenten  S|A  und  S^B  zerlegt, 
deren  erstere,  in  der  Richtung  IJS|  wir- 
kend, durch  den  Widerstand  des  festen 
Punktes  U  aufgehoben  wird,  so  dass  nur 
die  zweite,  auf  UA  senkrechte  Komponente 
S^B  zur  Wirkung  kommt;  letztere  wird  den 
Körper  in  die  frühere  Lage  zurückdrehen. 
Einen  solchen  Gleichgewichts-  resp. 
Ruhezustand,  bei  welchem  der  Kör- 
per, aus  der  Ruhelage  herausge- 
bracht, von  selbst  wieder  in  dieselbe 
zurückkehrt,  nennt  man  stabilen^) 


>).  Siehe  Erkl.  178. 
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oder  beständigen  Gleicbgewichts- 
reap.  Rnheznstand.  Ein  KOrper  he&aie. 
sich  also  im  stabilen  Gleichgewict'. 
resp.  RnheznEtand,  nenn  sein  Schwet- 
pnnkt  senkrecht  nnter  seinem  Unttt- 
stfltznngspnnkt  liegt,  wie  es  x.  B.  der 
Fall  ist  beim  Uhrpendel,  Wagebalken,  bt. 
aufgehängten  Bildern  n,  dgl.  m. 


Frage  117.  Was  Ist  über  den  Gleicb- 
gewicbtsza stand  eines  Körpen  m  bemerken, 
bei  dem  der  UoterstatznngfpnDkt  U  senk- 
recht nnter  dem  Schwerpunkt  S  liegt? 


\  I 


Irkl.  174.  Das  franzfls.  Wort  balance  (spr. 
balaogu)  bedeutet  Gleichgewicht  oder  Ebengs- 
wicbt,  Schwebe;  balancieren  (spr.  balangssiereo, 
franz.  bal&ncer)  hetsst:  das  Gleichgewicht  hal- 
ten; der  Balancier  [spr.  balangsejeh)  ist  der 
Wagebalken,  Pump-  oder  Schwebebalken,  Fum- 
penschwengel  an  der  Dampfmaschine.* 


Antwort.  Liegt  der  StOtzponkt  U  eian 
Körpers  senkrecht  unter  dessen  Schwer- 
punkt 3  (siehe  Fig.  186),  so  wird  die  Krift 
Q,  da  sie  durch  U  geht,  anfgehobeo,  dn 
Körper  ist  somit  in  Ruhe.  Wird  derselH 
nun  durch  eine  geringe  Drehang  am  U  »< 
seiner  Ruhelage  herausgebracht,  so  dass  > 
in  die  Lage  von  S,  kommt ,  so  geht  ii^ 
lotrechte  Schwerliaie  S,G,  nicht  mehr  dnrct 
U.  Denkt  man  eich  dieselbe  wieder  in  zwei 
Seitenkräfte  zerlegt,  deren  eine  in  der  Bicb- 
tung  von  S,U  wirkend  durch  den  Wider- 
stand des  festen  Punktes  U  anfgehobei 
wird,  so  kommt  nur  die  rechtwinklig  gegee 
S,ü  gerichtete  Komponente  mr  Wirkiuw 
welche  den  Punkt  S,  also  auch  den  ganzem 
KOrper  nach  B  hin  so  lange  dreht,  bis  S 
nach  S,  gelangt  ist.  Der  KOrper  kehrt  alx 
nicht  in  seine  frohere  Ruhelage  zorflcL 
sondern  geht  in  eine  neue,  stabile  fiber. 
Eine  solche  Gleichgewichts-,  resf 
Ruhelage,  hei  welcher  die  geringste 
Verschiebang  eine  Bewegung  in  eic« 
neue  Gleichgewichts-  oder  Rnhelaie 
zur  Folge  hat,  nennt  man  einen  labi- 
len oder  hinfälligen  Gleichgewichtf- 
oder  Bnhezastand.  Ein  Kfirper  be- 
findet sich  also  im  labilen  Gleichg^ 
wicht  oder  in  labiler  Bähe,  weao 
sein  Schwerpunkt  über  dem  Stflti- 
pnnkt  liegt,  wie  es  z.  B.  beim  Seiltänzer, 
beim  Stelzengehen,  heim  Balaaciereo')  ud 
dergl.  der  Fall  ist. 


|.  sieh*  Erkl.  174. 


Frage  118.  Durch  welche  Experimente 
lassen  sich  die  vorerwähctea  drei  Arten  der 
Gleichgewichtslage  veranschaulichen? 


1).  Man  hänge  eine  in  der  Mitte  C  durdi- 
bohrte  Pappscheibe  oder  ein  Lineal  (eidie 
Fig.  187)  an  dem  wagerechten  Arm  ein» 
Holzgestells  oder  an  einem  wagerecht  gt- 
haltenen  Bleistift  auf,  alsdann  wird  der 
EOrper  nach  jeder  beliebigen  Drehung  ii 
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Rahe  bleiben,  denn  er  ist  im  indifferen- 
Figur  187.  ten  Rabeznetaiid.  Bringt  man  an  demselben 

Körper  eine  zweite  DurcbbohraEg  D  an  nnd 
hängt  ihn  in  D  eo  anf,  dass  sich  das  StQck 
CB  (d.  h.  der  Schwerpunkt)  unter  dem 
Anfliftngepnnkt  B  befindet,  bo  ist  der  Kör- 
per im  stabilen  Gleichgewicht,  nnd  wird 
bei  jeder  Störung  seiner  Rahelage  immer 
wieder  in  dieselbe  zurDckkehren.  Hängt 
man  dagegen  den  EOrper  in  D  so  anf,  dasa 
sieb  das  StQck  CB  (also  auch  der  Schwer- 
pnnkt)  über  D  befindet,  dann  wird  der 
Körper  kaum  in  dieser  Stellong  verharren 
oder  doch  bei  der  geringsten  Störung  nm- 
schlagen,  d.  h.  ans  seiner  labilen  Gleich- 
gewichtslage in  die  stabile  Übergehen. 

2).  In  ähnlicher  Weise  können  auch  bei 
einem  von  fester  horizontaler  Unterlage  an 
einem  Ponkt  anterstützten  Körper  drei  ver- 
schiedene Arten  des  Gleichgewichtszustandes 
unterschieden  werden.  Schiebt  man  z.  B. 
dnrcb  eine  Korkscheibe  nahe  ihrem  Rand 
eine  Stricknadel  nnd  stellt  die  Scheibe  (s. 
Fig.  188a)  so  auf,  dass  die  Nadel,  welche 
man  offenbar  als  Schwerpunkt  auffassen 
kann,  ihre  höchste  Stellang  einnimmt,  so 
Fiaar  ISB  ^^^  ^'^  Scheibe  schon  durch  die  geringste 

Aendemng  ihrer  Stellung  ans  ihrer  la- 
bilen Gleichgewichtslage  in  die  stabile 
Lage  (siebe  Fig.  188c)  übergehen.   Ent- 
fernt man  den  Körper  jetzt  aus  seiner 
Ruhelage,  so  führt  ihn  sein  eigenes  Ge- 
wicht immer  wieder  in  dieselbe  zurück, 
denn  sein  Schwerpunkt  S  nimmt  bei  je- 
der Lagenänderung  eine    höhere   Stelle 
ein  nnd  mass  sonach  beim  Aufhören  der 
anf,  ihn  wirkenden  Kraft  in   die  frühere 
Lage  zurückkehren.     Steckt  man  aber  die 
Erkl.  176.     Ein  ans  Halbkugel  und   Kegel  Stricknadel  durch  den  Mittelpunkt  der  Kork- 
znsammengeBetzter  homogener  Körper  wird  je   «cbeibe  (siehe  Flg., 188h),    dann  kann   der 
nach  der  Höbe  des  Kegels  in  stabilen,   labilen   Schwerpunkt  weder  steigen  noch  fallen  und 
oder  indifferentem  Gleichgewichtszustand   sich    die  Scheibe  bleibt  in  jeder  Lage  in  indif- 
befinden,  wenn  derselbe  anfrecbt  auf  eine  ho-    ferenter  Rnbe. 
rizontale  Ebene  gestellt  wird     Indifferent  ist 
der  Gleichgewichtszustand  eines    solchen  Kör- 
pers,  wenn  der  Schwerpunkt  des  Ganzen  mit 
dem  Mittelpunkt  der  Halbkugelflltche  znsammen- 
t^llt,  also  —  nach  der  voran s^ceftangenen  Lehre 
vom    Schwerpunkt   —   wenn    das    Moment    des 
Kegelinbalts  gleich  ist  dem  Moment  der  Halb- 
kugel in  Bezug  auf  die  gemeinschaftliche  Grund- 
kreisebene  beider  Körper     Nach  Antwort  auf 
Frage  101  u.  102  ist  das  Volumen  des  Kegels: 


und  sein  Schw  erpunht  sab  stand ; 
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folglich  das  Moment  des  Kegels: 

~3 — T 


Vi^i  = 


Das  Volumen  der  Halbkugel  ist: 

2 


V,  =± 


^-r^n 


und  ihr  Schwerpunktsabstand: 

3 

Xj  =   -Q  r      (siehe  Erkl.  165) 
o 

folglich  das  Moment  der  Kugel: 


V,*j  = 


r^n  '-r-r 


Soll  nun  indifferentes  Gleichgewicht  stattfin- 
den, so  muss 

oder: 


r'-nh     h          2,3 
3      -4    =   8"'^-¥'* 

oder: 

1        719                    1       i 

12'  '^^         4'^ 

oder: 

h'  -  '' 

oder: 

h^  -  3r2 

oder: 
und 

h  -  rYs 

oder: 

oder: 

j  -  Vr'  +  3r» 

Z  =  2r 
sein. 

Stabil  ist  dagegen  der  Gleichgewichtszustand 
des  aufrecht  gestellten  Körpers,  wenn  l  kleiner 
ist  als  2r  (siehe  Fig.  190)  und  labil,  wenn  l 
grösser  ist  als  2r  (siehe  Fig.  191). 

Ist  statt  des  Kegels  ein  Cylinder  mit  einer 
Halbkugel  zu  einem  Körper  zusammengesetzt, 
so  erhält  man  auf  gleiche  Weise  für  den  Fall 
des  indifferenten  Gleichgewichts  die  Bedingungs- 
gleichung : 

7      7     '»  2,3 

oder : 

Ist  ein  Cylindermantel  mit  einer  Halbkugel- 
schale  auf  gleiche  Art  verbunden,  so  ist  der 
Körper   im  indifferenten  Gleichgewicht,   wenn 


oder: 
ist. 


h  V 

h  =  r 


Figur  189. 


Figur  190. 


Figur  191. 
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Frage  119*  Wodnrcb  kann  der  labile 
Heicbgewichtazastand  eines  Körpers  in  einen 
labilen  Gleichgewichtszustand  Terwandelt 
rerden? 


Figur  192. 


Figur  193. 


Antwort.  Der  labile  Gleichgewichts- 
zustand eines  KOrpers  kann  dadurch  in 
einen  stabilen  Gleichgewichtszustand  ver- 
wandelt werden,  dass  man  an  geeigneter 
Stelle,  ausserhalb  oder  innerhalb  des  Kör- 
pers, fremde  Massen  mit  demselben  verbin- 
det, welche  den  Schwerpunkt  des  Ganzen 
so  weit  nach  unten  verschieben,  dass  nun- 
mehr die  Bedingungen  des  stabilen  Gleich- 
gewichts erfüllt  sind. 

Experimentalbeweise : 

# 

1).  Durchbohrt  man  einen  Kork  in  der 
Richtung  seiner  Achse  mit  einer  Nadel,  so 
ist  es  unmöglich,  denselben  auf  die  Nadel- 
spitze zu  stellen.  Befestigt  man  aber  einen 
spiralförmig  gewundenen  Draht  an  dem  Kork 
in  der  Weise,  wie  es  Fig.  192  zeigt,  dann  ' 
kann  der  Kork  auf  den  Rand  eines  Tisches 
gestellt  werden  und  ist  im  stabilen  Gleich- 
gewicht, weil  sein  Schwerpunkt  tiefer  liegt 
als  sein  Stützpunkt,  weil  also  der  Körper 
in  Wirklichkeit  nicht  steht,  sondern  hängt. 

2).  Dasselbe  gilt  von  dem  Holzstück  H 
(Fig.  193),  w^elches  an  seinem  unteren  Ende 
mit  einer  Stahlspitze  versehen  auf  das  flach 
ausgehöhlte  Metallstück  M  gesetzt,  sofort 
umfällt.  Wird  aber  ein  an  den  Enden  mit 
Gewichten  versehener  Dralitbogen  BB  an 
dem  Holzstück  befestigt,  so  ist  H  im  sta- 
bilen Gleichgewicht  und  eigentlich  aufge- 
hängt, denn  der  Schwerpunkt  liegt  jetzt 
unter  dem  Stützpunkt. 

3).  Ebenso  schwebt  eine  Münze  stabil  auf 
einer  Nadelspitze,  wenn  auf  dieselbe  ein  Kork 
mit  durchgesteckten  Gabeln  gesetzt  wird, 
welche  den  Schwerpunkt  unter  die  Nadel- 
spitze bringen. 

4).  Nimmt  man  ein  Stück  Hollundermark, 
an  dessen  einem  Ende  eine  kleine  Kugel 
befestigt  ist  und  legt  es  seiner  Länge  nach 
auf  einen  Tisch  (siehe  Fig.  194),  so  richtet 
sich  dasselbe  von  selbst  auf  und  stellt  sich 
senkrecht.  Das  trockene  Hollundermark  ist 
nämlich  sehr  leicht,  das  Blei  dagegen  sehr 
schwer,  so  dass  der  Schwerpunkt  des  Kör- 
pers in  der  Metallkngel  liegt.  Wenn  der 
Gylinder  nun  der  Länge  nach  auf  den  Tisch 
gelegt  wird,  so  trifft  das  durch  seinen  Schwer- 
punkt gezogene  Lot  den  Tisch  in  einem 
Punkt,  der  nicht  in  der  Unterstfltzungsfläche 
der  Figur  liegt.     Die  Schwerkraft  kommt 
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Figur  194. 


daher  derart  zar  Wirkung,  dass  sie  den 
Körper  in  eine  Lage  dreht,  in  welcher  die 
senkrechte  Schwerlinie  dorch  den  Stützpunkt 
geht;  die  Figar  richtet  sich  daher  von  selbst 
aaf  (siehe  Erkl.  175). 


Frage  120.  Was  versteht  man  nnter  dem 
Oscillieren  des  Schwerpunkts  um 
den  Unterstützungspunkt? 


Erkl.  176.  Oscillieren  (vom  lat.  oscilläre) 
heisst  schwingen,  Schwingungen  machen,  sich 
in  einer  schwingenden  Bewegung  hin  und  her 
schaukeln;  Oscillation,  die  (lat.  oscillatio),  be- 
deutet die  Schwingung,  die  schwingende  Bewe- 
gung, der  Schwung,  auch  das  Schwanken. 

Erkl.  177.  Die  in  nebenstehender  Antwort 
erklärte  Oscillation  des  Schwerpunkts  findet 
statt  bei  dem  Wagebalken  (siehe  un^er  dem 
Abschnitt  „Hebel^),  den  Pendein,  den  nicken- 
den chinesischen  Porzellanköpfen  (auch  Pagode, 
Nickkopf  oder  Wackelpuppe  genannt),  die  man 
früher  auf  den  Schränken  aufzustellen  pflegte, 
den  Sägemännern,  die  eine  Säge  am  Rand  des 
Tisches  auf-  und  abbewegen,  den  balancieren- 
den Puppen,  die  mit  einem  Fuss  auf  einer 
Spitze  sich  drehen  und  schaukeln. 

Schwankungen  dieser  Art  werden  um  so  we- 
niger stattfinden,  je  grösser  die  zu  bewegende 
Last  ist  und  je  höher  bei  gleicher  durchlaufe- 
ner Bahn  der  Schwerpunkt  steigt,  wobei  dann 
noch  der  Widerstand  der  Bewegung  zu  berück- 
sichtigen ist.  Träge  Wagebalken  von  grosser 
Masse,  bei  denen  der  Schwerpunkt  tief  unter 
dem  Stützpunkt  liegt,  ebenso  wie  kurze  Pendel 
w^erden  daher  schnell  oscillieren  und  bald  zum 
Stillstand  kommen,  wogegen  die  Wagebalken 
der  feinsten  Wagen  ebenso  wie  lange  Pendel 
langsame  Schwingungen  ausfahren  und  stunden- 
lang in  Bewegung  sein  können,  ehe  sie  zur 
Ruhe  kommen. 


Antwort.  Bei  Ausführung  des  vorerwähn- 
ten Experiments  4).  wird  das  Hollundermark- 
stäbchen  nicht  sofort  in  der  lotrechten  Stel- 
lung verharren,  sondern  sich  längere  Zeit 
hin-  und  herbewegen,  ehe  es  zur  Ruhe  kommt. 
Dasselbe  gilt  auch  von  einem  Körper,  der 
in  stabiler  Gleichgewichtslage  hängend  (siehe 
Fig.  185)  angestossen  wird.  Der  Körper 
kehrt  in  seine  vorige  Lage  zurück,  wobei 
er  infolge  der  Schwere  sich  immer  schneller 
bewegt  und  seine  grösste  Geschwindigkeit 
dann  erreicht,  wenn  sein  Schwerpunkt  senk- 
recht unter  seinem  Stützpunkt  liegt.  Steht 
dann  der  Bewegung  des  Körpers  kein  ge- 
nügendes Hindernis  entgegen,  so  wird  er 
dieselbe  fortsetzen,  bis  seine  abnehmende 
Geschwindigkeit  =  0  wird;  dadurch  ist  er 
jedoch  zu  einer,  seiner  erlangten  Geschwin- 
digkeit entsprechenden  Höhe  gelangt,  in 
welcher  die  senkrechte  Schwerlinie  nicht 
mehr  durch  den  Stützpunkt  geht;  der  Körper 
muss  somit  wieder  zurückfallen,  und  diese 
wechselnden  Bewegungen  werden  sich  einige 
Zeit' wiederholen,  was  man  das  Oscillie- 
ren^) des  Schwerpunkts  um  den  ün- 
terstützungspunkt  nennt. 


0  Siehe  Erkl.  176. 


Ueber  die  verschiedenen  Arten  des  Gleichgewichts. 
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Frage  121.  Unter  welchen  Umständen 
ist  es  möglich,  einen  nur  in  einem  Pnnkt 
anterstQtzten  Körper  anf  einige  Zeit  im  la- 
bil en  Gleichgewicht  zn  erhalten? 


Antwort.  Man  kann  einen  nor  in  einem 
Pnnkt  unterstützten  Körper  anf  einige  Zeit 
dadurch  im  labilen  Gleichgewichtszustand 
erhalten,  dass  man  durch  geeignete  Bewe- 
gung, mit  dem  Stützpunkt  stets  wieder  unter 
den  ausgewichenen  Schwerpunkt  zu  gelangen 
sucht,od.  dass  man  denKörper balanciert^). 

>)  Siehe  Srkl.174. 


Frage  122.  Was  für  Körper  lassen  sich 
am  leichtesten  balancieren? 


Figur  195. 


Erkl.  178.  Die  in  nebenstehender  Antwort 
aufgeführten  Gesetze  werden  bei  den  Kunst- 
stücken der  Seiltänzer,  Gaukler  und  der  durch 
ungewöhnliche  Körperstärke  sich  auszeichnen- 
den Athleten  in  Anwendung  gebracht,  welche 
z.  B.  einen  Heubaum,  eine  lange  eiserne  Stange 
oder  eine  Leiter  mit  einem  Menschen  am  oberen 
Ende  u.  s.  w.  balancieren.  —  Da  der  Schwer- 
punkt eines  Degens  nahe  beim  Gnff  liegt,  so 
lässt  sich  derselbe  auf  der  Spitze  leichter  ba- 
lancieren als  auf  dem  Griff;  ein  Stock  mit  einem 
Bleiknopf  wird  leicht  balanciert,  eine  Pfauen- 
feder zu  balancieren  gilt  für  ein  Kunststück, 
aber  eine  kurze  Stecknadel  zu  balancieren  ist 
ganz  unmöglich. 

Aus  gleichen  Gründen  ist  die  Balancierstange 
ein  sehr  erleichterndes  Hilfsmittel,  und  zwar 
umsomehr,  je  länger  und  je  schwerer  sie  ins- 


Antwort.  Ein  Körper  lässt  sich  um 
so  leichter  balancieren,  je  weiter  sein 
Schwerpunkt  vom  Unterstützungs- 
punkt entfernt  ist,  d.  h.  (Homogenität 
vorausgesetzt)  je  länger  er  ist  und  je 
grösser  sein  Gewicht  bei  sonst  glei- 
chen Verhältnissen  ist. 

Wird  nämlich  (Fig.  195)  der  Schwerpunkt  S 
aus  der  senkrechten  US  durch  Drehung  um 
U  heraus  und  in  die  Lage  S^  gebracht,  so 
hat  man,  wenn  der  Körper  nicht  umfallen 
soll,  den  Punkt  U  soweit  zu  verschieben, 
dass  er  wieder  senkrecht  unter  S«  liegt, 
d.  h.  S|U  muss  in  die  Lage  S^U^  gebracht, 
also  um  den  Winkel 

USiUt  ==SUSi  oder  « 

gedreht  werden.  Wäre  nun  s  die  ursprüng- 
liche Lage  des  Schwerpunkts  und  wäre  s 
um  einen  gleiehen  Bogen: 

s«j  ==  SSi 

verschoben,  so  hätte  man  Vs^  in  die  verti- 
kale Lage  s^JJ^j  also  um  den  Winkel 

UäjU,  =  sUs^  oder  a^ 

zu  drehen,  um  die  Ruhe  des  Körpers  wie- 
der herzustellen.    Ist  nun: 

SU  =  r 

sU  =  Q 

80  ergibt  sich,  dass  Bogen 

27ira 


SSj  = 


«»,  = 


360 

2nQai 
""360" 


»5  bj     =    8  Sn 


ra  = 


Q"i 


und 

also,  da 

ist: 
und 

d.  h.  die  Drehungswinkel  verhalten  sich  um- 
gekehrt, wie  die  Höhen  der  Schwerpunkte 
über  dem  Unterstützungspunkt.  Je  höher 
also  der  Schwerpunkt  liegt,  um  einen  desto 
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besondere  durch  Bleigewichte  an  ihren  Enden 
ist,  weil  sie  alsdann  um  so  leichter  dazu  bei- 
trägt, den  Schwerpunkt  des  Seiltänzers  immer 
wieder  über  den  Unterstützungspunkt  zu  bringen. 
Wäre  die  Stange  so  tief  herabgebogen  und  mit 
so  starken  Gewichten  an  ihren  Enden  beschwert, 
dass  der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt  des 
Seiltänzers  und  der  Stange  unterhalb  des  Seiles 
fiele,  so  wäre  das  Fallen  unmöglich  und  der 
Künstler  würde  dem  bereits  beschriebenen  auf 
einer  Spitze  von  selbst  balancierenden  Holz- 
stäbchen (siehe  Fig.  193)  gleichen. 


klelDeren  Winkel  hat  man  den  Untersti- 
tzaDgspankt  zn  verschieben,  um  den  Körper 
in  Rahe  zu  bringen,  oder  einen  om  so  gr^ 
seren  Bogen  beschreibt  der  SchverpnBh. 
wozu  eine  längere  Zeit  erforderlich  ist,  al: 
bei  niedriger  Lage  des  Schwerpunktes.  — 
Dass  auch  mit  der  Zunahme  des  Gewichts 
das  Balancieren  leichter  wird,  folgt  daraiiL 
dass  alsdann  ein  starker  Druck  anf  da 
Stützpunkt,  z.  B.  auf  die  Fingerspitze  ass- 
geübt wird,  und  so  jede  Druckverändenmc 
leicht  zu  empfinden  ist.  Zugleich  wird  aber 
auch  bei  grösserer  Schwere  der  Widerstan«: 
des  Körpers  gegen  jede  Aenderung  seiner 
Lage  grösser. 


Frage  123.   Welches  ist  ein  vorzügliches 
Hilfsmittel  beim  Balancieren? 


Erkl.  170.  Eines  der  gewöhnlichsten  Kunst- 
stücke besteht  darin,  dass  der  Griff  eines  De- 
gens auf  das  Kinn  oder  die  Stirn  gesetzt  auf 
die  Spitze  eine  Scheibe  gelegt,  auf  diese  wieder 
ein  etwas  längerer  Stift  aufgerichtet,  auf  die- 
sen ein  Teller  mit  einem  Glas  voll  Flüssigkeit 
•  gesetzt  und  diesejB  alles  balanciert  wird,  während 
Scheibe  und  Teller  sich  schnell  um  ihre  Achse 
drehen. 


Figur  196. 


Antwort.  Im  Allgemeinen  ist  beim  Balan- 
cieren die  gleichzeitig  stattfindende  rotierende 
Bewegung  ein  vorzügliches  Hilfsmittel  und 
das  was  die  Sache  nach  der  Meinung  d€r 
Unkundigen  erschwert,  dient  vielmehr  da- 
zu, sie  zu  erleichtern. 

Jeder  Körper  müsste  sich  n&mlich  auf 
einer  feinen  Spitze  balancieren  lassen,  weil 
ein  einzelner  Paukt  hinreicht,  der  senkrech- 
ten Schwerlinie  entgegenzuwirken;  allein  es 
ist  in  Wirklichkeit  unmöglich,  diese  Linie, 
eben  wegen  ihrer  Feinheit  genau  Aber  dei 
Unterstützungspunkt  zu  bringen  und  jede 
Ursache  zu  entfernen,  die  sie  darüber  hinaii&- 
rückt.  Jlst  aber  ac  die  senkrechte  Schwer- 
linie, hc  die  durch  seinen  Schwerpunkt  5 
und  den  Stützpunkt  c  gehende  Linie,  so  da& 
der  Körper  also  in  der  Richtang  ab  falleo 
müsste  (siehe  Fig.  196),  so  beschreibt  bei 
hinlänglicher  Drehung  sein  Schwerpunkt  s 
einen  Kreis  um  die  unterstützte  Senkrechte, 
wonach  er  also  schon  nach  Si  gelangt  ist 
ehe  er  Zeit  hatte,  tiefer  herabzusinken.  Der 
Körper  wird  also  nicht  fallen  können,  so 
lange  seine  Bewegung  schnell  genug  ist 
seinen  Schwerpunkt  nach  der  entgegenge- 
setzten Seite  zu  bringen,  als  wohin  er  z& 
fallen  sich  neigt  Man  ersieht  dies  am  bestei 
an  einer  Scheibe,  welche  etwas  excentnseh 
auf  einer  freien  Spitze  ruhend,  in  horizoo- 
taler  £bene  durch  schnelle  Umdrehnng  ba- 
lanciert wird;  auch  zeigen  dieses  die  Kreisel 
der  Kinder  etc. 


Ueber  die  verschiedenen  Arten  des  Gleichgewichts. 
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jPrage  124.  Auf  welche  Weise  ist  es 
möglich,  die  drehende  Bewegung  eines  Kör* 
pers  am  eine  horizontale  Achse  dem  Ein* 
iiass  der  Schwerkraft  za  entziehen? 


SrkL  180.  Die  Gesetze  des  Gleichgewichts 
köxmen  auch  auf  solche  Körper  angewendet 
^^erden,  welche  an  einer  hprizontalen  Dreh- 
acbse  —  anstatt  nur  in  einem  Punkt  —  be- 
festigt sind. 


Antwort.  Um  die  drehende  Bewegung 
eines  Körpers  um  eine  horizontale  Achse ^)  dem 
Einfluss  der  Schwerkraft  zu. entziehen,  ist 
es  nur  nötig,  den  Schwerpunkt  in  die  Dre- 
hungsaxe  zu  bringen.  So  verlängert  man 
z.  B.  bei  grossen  Turmuhren  die  schweren 
Zeiger  etwas  über  die  Drehungsachsen  hinaus 
und  bringt  an  dieser  Yerl&ngerung  eine  Ver- 
zierung an,  durch  deren  Gewicht  der  gemein- 
schaftliche Schwerpunkt  in  die  Drehungs- 
achse des  Zeigers  f&llt.  Ebenso  befestigt  man 
häufig  an  solchen  Maschinenteilen,  welche 
sich  um  eine  Achse  drehen  mOssen,  besondere 
Gewichtsstücke  zu  dem  Zweck,  dass  der 
Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  in  die  Dre- 
hungsachse fällt. 

>).  Sielie  Brkl.  180 


Frage  125.  Wodurch  wird  die  Drehung 
eines  Körpers  in  jeder  beliebigen  Ebene  und 
ein  Ruhen  desselben  in  jeder  möglichen  Lage 
erreicht? 


Figur  197. 


Antwort.  Die  Drehung  eines  Körpers  in 
mehreren  oder  in  jeder  beliebigen  Ebene 
und  ein  Ruhen  desselben  in  jeder  möglichen 
Lage  wird  dadurch  erreicht,  dass  man  den 
Körper  in  Ringen  aufhängt,  deren  Achsen 
rechtwinklig  zu  einander  stehen  und  deren 
Richtungen  den  Schwerpunkt  des  Körpers 
oder  doch  die  Schwerlinie  schneiden.  Oft 
wird  dann  der  Schwerpunkt  der  unterstützea* 
den  Achse  durch  eine  zweite  und  auch  wohl 
noch  mehrere  Achsen,  die  in  verschiedenen 
Ebenen  liegen,  wieder  unterstützt,  wie  z.  B. 
die  Mittagsfernröhre,  die  astronomischen 
Kreise,  Schiffskompass  und  Schiffslampe.  So 
hängt  die  Schiffslampe  (siehe  Fig.  197)  in 
einem  Ring,  dessen  Achse  in  einem  zweiten 
Ring  liegt,  der  ebenfalls  um  eine  wagrechte, 
auf  der  vorigen  sich  senkrecht  kreuzenden 
Achse  drehbar  ist.  Der  Schwerpunkt  des 
Apparats  liegt  unterhalb  der  Ringe  und  dreht 
dieselben  bei  jeder  Schwankung  des  Schiffes 
so,  dass  die  Lampe  oder  der  Kompass  immer 
normal  hängt. 


Frage  126.   Welche  dreifache  Art  der  / 

Unterstützung  ist  im  allgemeinen  bei  einem 

Körper  möglich,  und  was  gilt  in  jedem  ein-  Antwort.  Ausser  in  einem  Punkt  kann 
zelnen  Fall  von  seinem  Gleichgewichts-  oder  die  UnterstQtzung  eines  Körpers  auch  in 
Ruhezustand?  einer  Linie  bestehen,   und  am  häufigsten 

besteht  dieselbe  aus  einer  Fläche.  Immer 
aber  findet  stabile  Ruhe  statt,  wenn  Stütz- 
punkt. Stützlinie  oder  Stützfläche 
höher  liegen  als  der  Schwerpunkt,  so 
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dasB  derselbe  nach  YerändeniDg  seuer  Ua 

immer   wieder   in  dieselbe   zarflckkehrtU 

«•  1-1  ^<»<     o.  UM    T>  V    i!  j  ^       V    *  **    Labile  Ruhe  findet  statt,  wennSiftt» 

.SS^ää^.'SL^t^^^^^^  P-?^'     ^,\\f\-^l    oder     eine    »eh 

Grösse  tieferliegt  als  der  Schwerpunkt  (wie  kleine  Stützfläche  tiefer  licgei 
z.B.  bei  Schränken,  Tischen  und  Stühlen)  und  als  der  Schwerpunkt,  so  dass  letiterer 
wenn  durch  eine  etwaige  Aenderung  in  der  nach  jeder  Veränderung  seiner  Lage  lask 
Stellung  des  Körpers  ein  Steigen  des  Schwer-  wieder  in  dieselbe,  sondern  in  eine  pn 
Punktes  bedingt  wird.  (Weiteres  hierüber  findet  andere  übergeht,  und  indifferente  Bube 
sich  in  dem  folgenden  Abschnitt  „üeber  die  findet  statt,  wenn  der  Stutzpunkt  ia 
Standfestigkeit  oder  Stabilität  der  Körper.«)       Schwerpunkt  liegt  oder    die    Stftti. 

linie  (Achse)  durch  den  Schwerpunkt 
geht,  so  dass  der  Körper  in  jeder  TeriE- 
derten  Lage  in  Ruhe  bleibt 


1)  Siehe  Erkl.  181. 


Frage  127.  Was  gilt  von  der  Bewegungs- 
freiheit eines  Körpers,  wenn  derselbe  a)  in      Antwort.  Verhindert  man  die  Bew^bar- 
einem  Punkt,  b)  in  zwei  und  c)  in  drei  keit  eines  Punktes  des  starren  Körpers,  sc 
Punkten  befestigt  ist?  kann  letzterer  zwar  noch   unendlich  Tiek 

Lagen  einnehmen,  jedoch  nicht  mehr  jede 
XrkL  182.  Ist  ein  Körper  durch  zwei  in  beliebige  Lage.  Seine  Bewegungsfreiheit  k 
derselben  senkrechten  Schwerlinie  liegende  derart  beschränkt,  dass  jedem  seiner  Punku 
Punkte  unterstützt,  so  findet  hinsichtlich  der  eine  Kugelfläche  angewiesen  ist»  die  dieser 
Verteilung  des  Drucks  auf  die  beiden  Befesti«  Punkt  nicht  mehr  verlassen  kann, 
gungspunkte  eine  Unbestinmitheit  statt,  welche  Sind  zwei  Punkte  des  starren  Körpen 
nur  dann  verschwindet,  wenn  zugleich  die  Art  unbeweglich,  so  ist  die  Bewegungsfreiheil 
der  Befestigung  genau  bekannt  ist.  Denn  die  ^ine  noch  beschränktere,  jedem  Pnnkt  iE 
Sff^reseTTXf .t^^^^  -e  Kreislinie  angewiesen,  'der  Körper  ^ 

ische  Summe  der  beiden  aufwärts  wirkenden  ^^  ^^^^  rotieren  um  die  durch    die  iest- 
Widerstände  gleich  dem  abwärts  wirkenden  Ge-  gehaltenen  Punkte  gehende  Achse, 
wicht  des  Körpers  sein  muss,  lassen  also  die       Die   Befestigung   des   Körpers    in    drei 
Art  der  Druckverteilung  unentschieden.  Punkten,  welche  nicht  einer  geraden  aIlg^ 

hören,  nimmt  dem  Körper  jode  Freiheit  der 

Bewegung. 


b.  lieber  die  Standfestigkeit  oder  Stabilität  der  Korper. 

Frage  128.  In  welcher  zweifachen  Weise 
kann  ein  Körper  unterstützt  sein,  der  auf      Antwort.     Wenn   ein  Körper  auf  eiaer 
einer  horizontalen  ebenen  Unterlage  ruht?  horizontalen  ebenen  Unterlage  ruht,  so  kaia 

eine   ganze  Fläche,  oder  es  können  aacb 

nur  einzelne  Punkte  unterstfltzt  sein  wie  bs 

»-ui  1QO     T\-    c*«*  ü«  u      •       .  j         r  <*ewi  Dreifnss,  bei  Tischen,  Stahlen,  Wagea 

wird  durch  die  kürzeste  Linie  eingeschlossen,  ^^^^  ^'»d^*®  ^^^^  «»«»  Teü  derselben  dwd 
welche  alle  unterstützten  Punkte  umschliesst.     gerade  Linien  immer  so  yerbinden,  dass  dr 

Dreieck,  Viereck  oder  Vieleck  entsteht,  wel- 
ches keine  einspringenden  Ecken  hat,  ia 
welchem  also  überstumpfe  Winkel  nicht  inx- 
kommen;  es  können  dabei  wohl  Punkte  übhf 
bleiben,  die  innerhalb  der  entstandenen  Fifir 
liegen  und  bei  der  folgenden  Betrachtsv 
unberücksichtigt  bleiben  können. 


lieber  die  Standfestigkeit  oder  Stabilität  der  Körper. 
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Frage  120.  Welche  Bedingang  mass  er- 
f&llt  werden,  wenn  ein  Körper  aof  einer  ho- 
rizontalen Ebene  feststehen  soll? 


Figur  198. 


Irkl.  184.  Ein  Körper  ruht  am  Yollkom- 
mensten,  wenn  alle  von  den  Punkten  seiner 
Masse  herabgehenden  senkrechten  Linien  lot- 
recht auf  der  unterstützten  Fläche  stehen;  da 
aber  starre  Körper  ihre  Gestalt  nicht  ändern 
können,  so  genügt  es  schon,  wenn  alle  von  der 
Grenze  einer  durch  den  Körper  gelegten  hori- 
zontalen Ebene  herabgehenden  vertikalen  Linien 
lotrecht  auf  die  unterstützende  Ebene  fallen. 
Statt  die  Grenze  der  auf  diese  Weise  entstan- 
denen Figur  in  allen  Punkten  zu  unterstützen, 
genügt  es  in  Gem^ssheit  der  angenommenen 
Starrheit  und  Unbiegsamkeit  der  begrenzenden 
Linien,  wenn  die  Unterstützung  nur  in  einigen 
Punkten  stattfindet,  deren  Zahl  jedoch  nicht 
weniger  als  drei  sein  darf,  weil  durch  eine 
geringere  Zahl  keine  Fläche  begrenzt  wird, 
die  Unterstützung  aber  in  der  Wirklichkeit 
weder  durch  einen  Punkt  noch  durch  eine  Linie 
gegeben  werden  kann.  Durch  drei  Punkte  lässt 
sich  aber  in  jeder  Neigung  eine  Ebene  legen, 
weswegen  ein  in  drei  Punkten  unterstützter 
Körper  (das  Herabgleiten  desselben  nicht  be- 
rücksichtigt) in  jeder  Ebene  ruhen  wird,  so- 
bald seine  senkrechte  Schwerlinie  innerhalb 
der  Fläche  liegt,  welche  durch  die  drei  Unter- 
stQtzungspunkte  gebildet  wird.  Es  folgt  jedoch 
hieraus  nicht,  dass  eine  dreieckige  Fläche  am 
Tollkommensten  unterstützt,  vielmehr  wird  die 
Unterstützung  um  soviel  vollständiger,  je  grösser 
die  Menge  der  senkrechten  Schwerlinien  ist,  die 
Ton  gleichviel  wiegenden  einzelnen  Massen  des 
Körpers  herabgehend  innerhalb  derjenigen  Li- 
men  fallen,  durch  welche  man  die  änssersten 
nnterstfltzenden  Punkte  verbinden  kann. 


Antwort.  Soll  ein  Körper  feststehen, 
so  muss  in  jedem  Fall  sein  Gewicht,  das  ist 
die  Kraft  G  aufgehoben  werden.  Bei  der 
Flächenunterstützang  muss  das  durch 
den  Schwerpunkt  gehende  Lot  die  Un- 
terstützungsfläche schneiden.  Sind 
jedoch  nur  einige  Unterstützungs- 
pankte  vorhanden,  so  muss  das  durch 
den  Schwerpunkt  gehende  Lot  durch 
einen  Punkt  innerhalb  des  Drei-  Vier- 
oder Yielecks  gehen,  welches  man 
durch  geradlinige  Verbindung  der 
äussersten  UnterstQtzungspunkte  er- 
hält 

Begründimg:  Die  Wirkung  der  Schwere 
auf  den  Körper  reduziert  sich  durch  Zu- 
sammensetzung der  einzelnen  Molekularge- 
wichte schliesslich  auf  eine  Kraft,  welche 
gleich  dem  Gewicht  G  des  Körpers  ist  und 
die  ihren  Angriffspunkt  in  dem  Schwerpunkt 
S  desselben  hat.  Trifft  die  Richtung  dieser 
Kraft  G  die  unterstützende  Ebene  ABC 
(siehe  Fig.  198)  in  einem  Punkt  F,  welcher 
innerhalb  des  erwähnten  Vierecks  liegt,  so 
bleibt  der  Körper  stehen,  wie  man  ihn  auch 
stellen  mag.  Einem  jeden  von  dem  Körper 
auf  seine  Unterlage  vertikal  abwärts  aus- 
geübten Druck  wirkt  nämlich  ein  gleicher 
Gegendruck  von  unten  nach  oben  entgegen ; 
aus  allen  diesen  von  den  einzelnen  Stütz- 
punkten A,  B,  C  ausgeübten  Pressungen  V^, 
V,,  Vg  setzt  sich  eine  einzige,  aufwärts  ge- 
richtete Mittelkraft  zusammen,  deren  An- 
griffspunkt unter  der  obigen  Voraussetzung 
immer  in  einem  Punkt  F  liegen  muss,  der 
sich  innerhalb  des  aus  den  Stützpunkten 
gebildeten  Vielecks  befindet.  Geht  nun  die 
Richtung  der  das  Gewicht  des  Körpers  dar- 
stellenden Kraft,  welche  eine  durch  seinen 
Schwerpunkt  gezogene  Vertikallinie  ist,  durch 
diesen  Punkt  F  innerhalb  des  genannten 
Vielecks,  so  heben  sich  die  beiden  Kräfte, 
die  Schwerkraft  und  der  aufwärts  gerichtete 
Druck  der  Stützfläche,  einander  auf,  und  der 
Körper  verhält  sich  so,  als  ob  er  der  Wir- 
kung der  Schwerkraft  entzogen  wäre. 

Wenn  dagegen  die  durch  den  Schwer- 
punkt S  des  Körpers  gezogene  Vertikallinie 
SF  die  Stützfläche  in  einem  Punkte  trifft, 
der  ausserhalb  des  aus  den  Stützpunkten 
gebildeten  Vielecks  liegt,  so  muss  die  Schwer- 
kraft, die  in  diesem  Falle  nicht  durch  eine 
gleiche  Gegenkraft  aufgehoben  wird,  den 
Körper  umwerfen  und  ihn  um  eine  seiner 
Kanten  soweit  drehen,  bis  er  die  soeben 
bezeichnete  Lage  angenommen  hat. 
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Frage  130.  Wie  liest  sich  der  von  einem 
Stfitzpmikt  A  (siehe  Fig.  198)  gelebtete 
Gegendruck  bestimmen,  ond  was  warde  der 
Fall  sein,  wenn  die  senkrechte  Schwerlinie 

in  den  Umfang  des  begrenzenden  Dreiecks,       Antwort.     Um   den    vom  Stutzpunkt  A 

(resp.  Vier-  oder  Vielecks)  oder  gerade  da-  geleisteten  Widerstand  oder  Gegendruck  V, 

rOber  hinausfiele?  zn  bestimmen,  benutzt  man  den  Satz,  da&s 

die  algebraische  Summe  der  statischen  Mo- 

Erkl.  18B.    Solange   also  das  vom  Schwer-  mente   gleich   Null   sein    muss.     Betrachtet 
punkt  gefällte  Lot  innerhalb  des  Unjfangs  der   „j^n  z.  B.   die  dem  Pnnkt  A   gegenOberlie- 

=rdÄf;er'^'iL'^=nrttre!  rJ^  .^""-«^-g-«  ^v^i-T^  "^ 

selbst  wenn  derselbe  schief  stehen  sollte  wie   Drehachse,  so  erhält  man  die  Gleichung 

dpr  mit   einer    seiner   GrundflSchen   auf   einem  .    p    pT. y      t^  _  „ 

Tisch  stehende  Cylinder  (Fip.  199).     Ist  jedoch    (,jg^.  "  ■  ' '^        .,■■«■"  -  " 

der  Cylinder,  wie  in  Fig.  200  so  geneigt,  des«  '  vö 

die  senkrechte  Schweriinie  SG  die  Stützfliche  V,  —  G--^^- 

CD  nicht  trifft,  so  muss  er  notwendigerweise  AD 

umfallen.  ^^f  gleiche  Weise  kann  jeder  der  beiden 

Figur  199.  andern  Gegendrücke  oder  Widerstände  ein- 

zeln bestimmt  werden;  V,  indem  man  AO 
und  Vg  indem  mau  AB  als  Drehachse  wfthlr. 
Wenn  der  Hebelarm 

EF  =  0 
näre,  d.  h.  wenn  der  Fnsspunltt  der^ senk- 
rechten Schwerlinie   in    die  Seite  BC   des 
Dreiecks  ABC  fiele,   so  wttrde  nach  vor- 
stehender Gleichung  auch 
Vi  =  0 
sein,  und  wenn  FE  negativ  wäre,  d.  h,  wenn 
ingm  JOO.  jg^  Fasspunkt  ganz  ausserhalb   des  Drei- 

\  ecks  läge,  so  warde  V,  negativ  werden.  In 

letzterem  Fall  wOrde  e;  in  dem  Punkt  A 
eines  abwärts  wirkenden  Gegendrucks  be- 
darfeu,  nra  den  Körper  im  Gleichgewichts- 
zustand zu  erhalten,  und  wenn  ein  solcher 
fehlte,  so  wfirde  der  Körper  umfallen. 

Bedingung  des  Oleichgewichtg  bei  der  in 
Fig.  198  dargestellten  Art  der  UnterstfltzDDg 
ist  also:   dass  der  Fusspnnkt  der  Schwer- 
punkts vertikalen  nicht  ausserhalb  des  aus 
In  dieser  Hinsicht  haben  <li^  schiefen  Torme   den  Stützpunkten  gebildeten  Dreiecks  liegt, 
zu  Pisa  und  Bologna  die  Aufmerksamkeit  meh-   Fällt  derselbe  in  den  Umfang  des  Dreiecke. 
rerer  Mathematiker   in  Ansprach    genommen,    g^  igt  das  Gleichgewicht  ein  labiles;  das 
Der  letztere  hängt  so  stark  über,  dass  ein  Lot   geringste  Uebergewicht  an  dieser  Seite  wird 

vom  oberen  Rand   herabgelassen   nnten  4,7  m   °,  .  °     .;       ■  u        j      c-» _„„ 

von  der  Basis  absteht.  Ans  der  Anordnung  »»sdann  hinreichen,  den  Körper  ganz  mrun- 
seiner  Teile,  namentlich  daraus,  dass  eine  über-  werfen.  Wenn  dagegen  der  tusspunkt  un 
wiegende  Menge  seiner  Masse  auf  die  der  Sei-  Inneren  des  Dreiecks  liegt,  so  wOrde  es,  nm 
gung  entgegengesetzte  Seite  gebracht  ist,  hat  den  Körper  nmzakippen.  d.  h.  nm  eine  der 
man  geschlossen,  der  Baumeister  babe  ihn  mit  Dreieckseiten  zu  drehen,  einer  Kraft  be- 
FteisB  als  ein  architektonisches  Paradoxon  (siehe  dürfen,  deren  statisches  Moment  in  Benig 
Erkl.  m)  80  herstellen  lassen.  Nach  anderer  ^nf  diese  Drehachse  im  Beginn  der  Drehung 
Memung  aber  haben  sich  die  Türme  gesenkt  minjesUns  ebenso  gross  sein  mOsste  als  das 
Erkl.  186.  Das  Wort  Paradoxon  kommt  vom  ^^}if}">  Moment  des  Gewichtes  G  in  Bezsg 
griech.  pari,  gegen,  und  doxa,  die  Meinung,  »"f  diese  Achse.  Im  letzteren  Falle  vrar 
und  be/eiohnel  etwas  LehrwiJriges,  anscheinend  also  der  Gleichgewichtszustand  des  Körpers 
widersinniges,  befremdliches,  niiff«llen<ies.  ein  stabiler,   und  als  Mass  für  diese  SU- 
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mit 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a,  M,  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  ^—4 
Heften  zu  dem  hilligen  Preise  too  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  ▼i«diti«- 
Bten  und  praktischsten  Anfgahen  ans  dem  Gesamtgehlete  der  Mathematik ,  Phyak, 
Mechanik,  math.  Geographie 9  Astronomie 9  des  Maschinen- ,  Strassen- 9  Eiaeiiliahn-, 
Brücken-  nnd  Hochhanes^  des  konstraktiyen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zvar  in  Tollst&ndi^ 
gelöster  Form^  mit  yielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angahe  und  EntwIekeinBg  der 
benntsten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  bösanx 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergJbusen  und  alsdann  auch  alk 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Ea^i- 
teln  angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Stadierendes 
^erlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterridit  benatzt 
werden'könneh.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fOr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltaTerBdeh- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betrefllsnde  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natarwiEaec- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  und  U.  Ord.,  gleiek- 
bereehtigten  höheren  Bürgerschulen,  Privatschnlen,  Gymnasien,  Bealgymnasien,  Pre- 
gjmnasien,  Sehnllehrer- Seminaren,  PolTtechniken ,  Techniken,  BaogewerkscAnleiu 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  teehn.  Torbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliehe 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  IJnlTersitäten ,  Land-  nnd  Forstwissensehaftssehalei, 
Militärschnlen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  Ar  das  Ei^fähiig-Frei- 
willige-  nnd  (Mlliiers-Examen,  eta 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  techmsdien  wi 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Anfgabei- 
sammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  d^ 
jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfhngen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auck 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütae  fOr  den  Schol- 
unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  TeÜes  der  mathematischeii 
Disziplinen  —  mm  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lost,  Liebf 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art«  Militär« 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  AnfMschnng  der  erworbenen  und  vielleicht  Yergessesea 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allea  Benfe- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  ocd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  und  weiteren  Forsehnmgen  gebes. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Bedaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namei 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  YerfBiser. 
Dr.  Klejer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigucf 
thunlichst  berücksichtigt 

Stuttgart  Die  Yerlagshandlniig. 
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ErU.  187.  Dreht  man  einen  Stahl  oder  Tisch  biUUit  kann  das  statische  Moment  des  Oe- 
a«r  wenig  um  eme  Hiner  StQtzksnten  und  Ober-  mchta  gelten  in  Bezng  anf  diejenige  Drei- 
läsBt  Ihn  dann  sich  Kelbüt,  bo  fällt  er  unter  der  eckBeite,  welche  beim  Umkippen  die  Dreh- 
t>iDBEen  Eanwirknng  seineg  Gewichts  wieder  in  .„i,„„  ksu««  »n.j~  ti'»»  «  _  .  i  j 
seine  erste  Stelluni  aurück.  Entfernt  m»n  ihn  f  •'^lu  i  o.  ,.m-\.P  ^'  "*""*."*  ^'"^ 
aber  ans  dieser  Lage  so  weit,  dass  die  senk-  «leshalb  das  Stabilitätsmoraent  des  Kör- 
rechte Schwerlinie  genau  durch  diese  Stützkante  pers  m  Bexng  ani  die  betreffende  Seite  ge- 
weht und  Dberlasst  ihn  dann  sich  selbst,  so  fällt  nannt  Bei  dem  in  Fig.  198  dargestellten 
er  nicht  mehr  in  seine  anfängliche  Stelinng  zu-  Fall  wDrde  z.  B-,  wenn  ein  Umkippen  des 
r-Uck,  sondern  er  bleibt  in  dieser  Lage  stehen;  Körpers  nach  der  Seite  HC  hinüber  in  Frage 
es  bedarf  jedoch  nnr  des  geringsten  Anstossea  käme,  das  Prodnht  G  .  F"E  als  das  SUbili- 
nach  der  einen  oder  andern  Richtung,  nm  zu  tiitsmoment  des  Körpers  OT  betrachten  sein, 
bewirken,  entweder,  dass  er  in  seine  ursprong- 
liehe  Stellung  zurUckfäUt,  oder  dass  er  ganz 
■imstQrzt. 

Frage  131.  Wie  nennt  man  das  Bestreben 
eines  Körpers,  seine  Stelinng  anf  einer  ho-       Antwort.   Das  Vermögen  oder  Bestreben 
rizontalen  Ebene  zn  behaupten?  eines  Körpers,  seine  Stellung  anf  einer  hori- 

zontnlen  StUtzebene  der  Wirkung  der  Schwer- 
kraft gegenüber  selbständig  zn  behaupten, 
nennt  man  die  Standfähigkeit,  Stand- 
festigkeit oder  Stabilität  des  Körpers. 


Frftgs  132.  Wie  lässt  sich  die  Grösse 
der  Standfestigkeit  eines  Körpers  pmfen?  Antwort.  Liegt  ein  Körper  anf  einer 
Ebene,  so  kann  er  nnter  Anwendung  einer 
entsprechend  grossen  Kraft  ans  dieser  Rnhe- 
lage  durch  Drehung  um  eine  seiner  Unler- 
stutzungskanten  oder  Kippkanten  enfernt 
werden.  Je  grösser  die  Kraft  ist,  welche 
angewandt  werden  mnss,  nm  den  Körper 
soweit  umzudrehen,  dass  er  ganz  nmföllt, 
und  je  grösser  die  Drehung  ist,  die  der 
Körper  von  seiner  Knhelage  aus  beschreibt, 
bis  er  in  die  Lage  kommt,  wo  er  eben  von 
selbst  umzufallen '  beginnt,  desto  grösser  ist 
die  Standfestigkeit  od.  Stabilität  desKörpers. 


Frage  133.     Welchen   Einfluss  hat  das 
Gewicht  eines  Körpers  anf  seine  Standfestig-       Antwort.     Je   grösser   das   Gewicht 
keit?  eines  Körpers  ist,  um  so  grösser  ist 

unter  sonst  gleichen  Umständen  seine 
Figur  201.  Standfestigkeit. 

Beweis:  Denken  wir  nns  eine,  etwa  an 
einem  Tau  ziehend  wirkende  Kraft  P  (Fig. 
201),  welche  den  Körper  AB  CD  nmzn- 
werfen  sucht,  vorausgesetzt,  dass  ein  Ver- 
schieben des  Körpers  anf  seiner  Unterlage 
auf  irgend  eine  Weise  verhindert  ist,  so  mnss 
die  Kraft  P  den  Körper  nm  die  Kante  C 
drehen,  während  das  im  Schwerpunkt  S  an- 
greifende Gewicht  G  des  Körpers  senkrecht 
abwärts  und  der  Drehung  entgegenwirkt. 
Fällt  man  von  C  das  Lot  C~E  auf  die  Rich- 
tung der  Kraft  P,  so  sind  CN  und  iE 
die  Hebelarme  der  Kräfte   G  und  P,    und 

Klimp.rt.  Statik.  IQ 
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da  für  den  Fall  d«H  Gleichgewichts  die  Hi- 
tischen  Momente  beider  eicSDder  gleicb  »i: 
n  nebenstehender  Gleichnng  mttssen,  so  erhalten  wir  die  Gleichaog: 

=  1  gesetzt,  so  ist:  ° 

P-  G.CN  ^^^.  P.CE-  G.CN 

und  dieses  Produkt  ans  dem  Gewicht  des  KOr-  ^^ 

pers  und  dem  senkrechten  Abstand  seiner  Schwer-  p  _ ;  q  , 

lioie  von  der  Drehungskante  nennt  man  „Mass  CE 

,'.»J,Si''i™h 'iubm;'.,.-'""'"""'" "■"  "}/ »"  «"'8  "'"^  •*  *" "^-^ 

G  -  -=^,  10  fällt  der  Kdrper  um.  Aas  oiiifB 
Gteicfaang  folgt,  dasa  P  nm  so  grösser  xl: 
mnss,  je  grösser  G  ist. 


Frage  134.     Welchen   Einflass   hat   die 

GmndUäche  oder  Basis  eines  Körpers  auf  Antwort.   Je  breiter  die  UaterEiSt!' 

seine  Standfestigkeit?  nngsfläche  oder  Basis  eines  KOrpfi! 
ist,   um  so  grösser  ist   seine  Stsil- 

Irkl.  189,    Der  Bruch  ^'''  wird  zwar  auch  festigkeit. 
um  BO  grosser,  je  kleiner  bei  gleichbleibendem  BeweiB.    Denkt  man  sich  in  ohigen  Aus- 
Zähler  (TS  der  Nenner  CE  wird,  woraus  aller-  drnck  für  P  das  Gewicht  G  and  den  Sei- 
dings folgt,  daas  die  Kraft  P  um  so  wirksamer  ner  CE  nnverftnderlich ,  so  moss  die  hnr 
ist,  je  höher  ihr  Angriffspunkt  liegt;  allein  mit  P  um  so  grösser  werden,    je    grösser  ir 
der  absoluten  Standfestigkeit  des  Körpers  bat  Zfthler  CN  wird,  d.  h.  je  weiter  der  Pmi: 
diese  Entfernung  CE  als  nicht  zum  Körper  gehö-  U,   in  welchem  die   senkrechte   Scbwerlioi- 
rig  nichts  J.U  ihun.  Dagegen  ergibt  sich  aus  ne-  die   Stützfläche   schneidet,    von    der  Drfi- 
bensteheuder  Formel,  dass  die  anzuwendenden  ,j^„,g  (,  ^J^^[^^^  j^j 
Kräfte,  welche  deu  Körper  umzustürzen  suchen, 
hei  einem  und  demselben  Körper    sich 
umgekehrt  verbalten  wie  die  Höhen,  in 
denen  dieselben  angreifen.    (Siehe  Antw. 
auf  Frage  138.) 

Frage  136.    Welchen   Einflnss   bat   die 
Lage  des  Schwerpunkts  eines  Eörpers  auf       Antwort.    Je  näher  der  Schwerpnii:' 
dessen  Standfeatigkeit?  S  eines  Körpers  der  Unterstatzoo:-- 

fläche  desselben  liegt,  nm  so  grüsse: 
ist  die  Standfestigkeit  desselbeii. 
Figur  202  Beweis.    Dreht  man  den  Körper  ABCi' 

(Fig.  202)  am  die  Kante  C  bis  in  die  ponl.- 
,-.4  tiert  gezeichnete  Lage  ABCD,   in  weldr 

die  senkrechte   Schwerlinie  S[C  gensn  in 
"  Drebkante  trifft  nnd   der  anf   dem  ini^ 

bogen  S  S,  von  S  nach  S,  gerflckte  Scbwtr- 
,~B  pnnkt  senkrecht  Über  der  Sippkante  C  lie^ 

so   wird  die   Grösse  der  YOn  dem  Krirprr 
bescbriebenen  Drehung  dnrch  den  yHsktl 
SCS,  gemessen,  nnd  die  Standfestigkeit  de; 
Körpers  ist  nach  Antw.  auf  Frage  132  ir 
SO  grösser,  je  grösser  dieser  Winkel  iK. 
Nun  ist  aber 
^ISCS, +^SCM  =  R  oder  90' 
es  ist  also  der  Winkel  SCS,  nm  so  gröse. 
je  kleiner  der  Winkel  SCM  ist.   Bei  gltick 
bleibender  Seite  MC  wird  aber  derWinb: 
SCM  im  rechtwinkligen  Dreieck  SCH  n 
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so  kleiner,  je  n&her  S  bei  M  liegt.  E»  wird 
daher  Winkel  SCS^  oder  die  Drehung  des 
Körpers,  also  anch  dessen  Stabilität  nm  so 
grösser,  je  näher  der  Schwerpunkt  S  der 
Stützfläche  liegt. 


Frage  136.    Wie  heisst  nach  Antw.  anf 
Frage  138—135  das  Gesetz  der  Stabi*       Antwort.    Das  Gesetz  der  Stabilität 
litat?  heisst: 

Die  Stabilität  eines  Körpers  ist 
am  so  grösser,  je  schwerer  derselbe 
ist,  je  breiter  seine  Basis  ist,  und  je 
tiefer  sein  Schwerpunkt  liegt. 


Frage  137.  Was  versteht  man  unter  dy- 
namischer und  statischer  Stabilität  eines  Antwort.   Die  zum  Umkippen  eines  Kör- 
Körpers?  pers  erforderliche  mechanische  Arbeit  wird 

V  ui  IAA    w             j      o^  vr-Lxx            X  ^^  dynamische  Stabilität  des  Körpers 

Ä'taSXrL'bmÄe^^^^^^^  r--*  -  Gegensatz  zu  der  oben  erwähn- 

schlechtweg  die  Rede  ist  (ohne  dass  die  Dreh-   '®°  ijrösse.  

kante  dabei  bezeichnet  wird),  so  sind  damit  in  P  =  G.CN 

der  Begel  die  kleinsten  von  allen  Werten  ee-  ,  ,         x   x-      v      ox     j*    x«  i    »i.               x 

meint,  welche  diese  Grössen  in  Bezug  auf  die  "^f^f^    statische  Standfestigkeit  genannt 

verschiedenen  Drehkanten  annehmen  können.  ^ird. 


Frage  138.    Wie  gross  ist  die  dynami* 
sehe  Stabilität  eines  Körpers?  Antwort.    Die  dynamische  Stabilität 

eines  Körpers  ist  gleich  dem  Produkt 

aus  dem  Gewicht  G  des  Körpers  in 

diejenige  Höhe  h,   um  welche   der 

ErkL191.  Eine  mechanische  Arbeit  besteht  Schwerpunkt  ansteigt,   während  der 

darlMass  man  eine  Last  oder  einen  bestimm-  Körper  in  die  nächste  stabile  Gleich- 

wS.dTttrÄ^;L^^^^^^  gewichtslage  übergeführt  wird. 

aas  Widerstand  mal  Weg,  wobei  als  Längen-       Beweis.     Soll  der  Körper  AB  CD   (Fig. 

Ä  a'^x^T^  ^f  w^^  ?^*^I  ^^^*"  202)  um  die  Kante  C  gedreht  und  umge- 
emheit  der  Last  oder  des  Widerstands  das  Küo-  .^jT.  werden  so  musa  sein  Schwernnnkt  S 
gramm  dient,  so  dass  als  Masseinheit  irgend  r^^?}  ^«^aen,  so  muss  sein  öcüwerpuMi  & 
einer  mechanischen  Arbeit  das  Meter kilo-  ^^  ^*®  L*«®  ^^^  ^t  senkrecht  über  C  ge- 
gramm  anzusehen  ist,  worunter  man  diejenige  l>racht  werden,  d.  h.  man  muss  den  Schwer- 
mechanische Arbeit  versteht,  welche  erforder-  punkt  oder  vielmehr  das  in  demselben  ver- 
lieh ist,  um  1  kg  Gewicht  1  m  hoch  zu  heben,  einigt  gedachte  Gewicht  G  um  den  Weg 
Spricht  man  also  z.  B.  von  einer  mechanischen  SjN  heben,  vorausgesetzt,  dass  SN  parallel 
Arheitvon  72  Meterkilogramm,  so  ist  das  so  DGläuft.  Folglich  ist  die  zu  leistende  Arbeit 
viel  Arbeit  als  zum  Heben  von 

72  kg  auf  1  m  Höhe  oder  zum  Heben  A  =  G .  S^N 

°^24''"3""       "       "        "  ^^®^  yrenn  man  die  Entfernung  des  Schwer- 

^    12  "     l   el      !!    u.  8.  w.  erforderlich    P^^^^ts  von  der  Drehkante  mit  r  bezeichnet, 

S,N  =  r  — Ä;  =  Ä 
und  demnach  die  zu  leistende  Arbeit^): 

A  =.  G.Ji 


>).  Siehe  £rkl.  191. 
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Frag»  139.     Wie  laaBSn   rieh   die   vor- 

OTw&hDten  Qesetze  der  Standfestigkeit  ex-       Antwort.     Zam  experimentelleii  Sna 

perimentell  beweisen?  der  Gesetze  der  Standfestigkeit  benotn tu 

am  besteD  den  in  Fig.  203a  ttnd  b  im  Gnn»:- 

tind  Anfriss  abgebildeten  Apparat,  bestekev 

„.       -„         ,  .  ans  eioem  mit  yier  Stellschraaben  Tersda. 

lignr  203»  ond  b.  ^^j,  ß^^^^  j^^^   ^^j^ji^^   ^^^    senkrecbö, 

TierkanÜgen  EiseoBtab  B  tr&gt.  ao  dn 
sich  die  Halse  ab  mit  der  Rolle  e  ler- 
schieben  nnd  dnrcb  die  Drnckschradie  i 
beliebig  festklemmen  lässt.  In  der  Vbat 
quer  Ober  dem  Brett,  ist  eine  donne  ütr 
ringleiste  mm  befestigt,  gegen  welche  nu: 
das  ans  Weissbnchenbolz  verfertigte  Priici 
P  stellt.  Letzteres  ist  von  seiner  Gmid- 
fläche  ans  bis  znr  Mitte  darcfabohrt  mc 
diese  c^lindrische  Bohmng  mit  Blei  siu^ 
gössen,  welches  nach  seinem  Erkalten  i« 
nnten  etwas  festgeh&mmert  wird. 

Man  bestimmt  nun  darch  Auflegen  tz 
die  scharfe  Kante  eines  Lineals  die  L)^ 
des  SchwerpanktB  dieses  KOrpers,  weldn 
durch  das  Blei  ans  der  Mittellinie  OQ  eni 
nach  ns  nnd  ans  der  Mitte  der  Böhe  tief» 
gerückt  ist  Die  senkrechten  Mittellinin 
von  zwei  einander  gegenOberliegenden  Fli- 
ehen (in  der  Fig.  203  die  der  linken  tA 
rechten)  werden  in  vier  gleiche  Teile  p- 
teilt  nnd  anf  jedem  Teilponkt  wird  eii 
Häkchen  befestigt,  an  welches  eine  SW 
die  Rolle  c  laufende  Schnnr  mit  einer  Vu- 
schale  gehängt  wird.  Die  Rolle  wird  ^ 
gestellt,  dasB  die  Schnnr  horizontal  laofi. 
Man  kann  nnn  ans  der  Entfemnug  de: 
senkrechten  Schwerlinie  ns  von  derjeniia 
Kante,  fkber  welche  das  Prisma  geworfr: 
werden  soll ,  ans  der  Entfemong  des  At 
griffspnnkt«  der  Kraft  von  derselben  Kute 
nnd  ans  dem  ganzen  Gewicht  des  Körpern 

B  die  Kraft,  d.  h.  dasjenige  Gewicht  bercdi- 

nen.  welches   nach  dem  Gesetz  der  Sw:d- 

u  festigkeit  an  der  Schnnr  angebracht  werd« 

moss,  nm  in  jeder  der  verschiedenen  Stä 
lungen,  die  der  Körper  haben  kann,  wi 
Standfestigkeit  zu  flberwinden ,  wenn  de: 
Haken  der  Schnnr  an  irgend  einem  de 
sechs  Häkchen  befestigt  wird,  wobei  m: 
das  Gewicht  der  Wagschale  mitrechnet. 


Frage  140.   Welche  aUtäglicben  Erschei- 
nungen  beweisen   nns,    dass   das    Geweht       Antwort.    Dass  das  Gewicht  eines  &.- 
emes   Körpers   von    wesentlichem   Emfluss  p^^   ^^n   wesentlichem  Einflnss  anf  sdc. 
anf  seme  Standfestigkeit  ist?  Standfestigkeit  ist.  ergibt  sich  ans  folget 

den  Erscheinongen: 

Ein  mit  schweren  Gegenständen,  MrttL 
Sand  etc.  beladener  Wagen  fällt  niehl  >■ 
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leicht  nm,   als  wenn  er   ebenso  hoch  mit 

leichten  Stoffen,  Heu,  Wolle  etc.  beladen 

»  wird.    Säulen  nnd   Monumente   von  Stein 

und  Eisen  fallen  nicht  so  leicht  um  als 
solche  von  Holz.  £in  gefülltes  Gefäss  ist 
schwerer  umzuwerfen  als  ein  leckes. 


Frage  141.    Welche  Erscheinungen  be- 
weisen uns,  dass  die  Stabilität  eines  Kör-       Antwort.    Tische  und  Stahle  mit  ausge- 
pers  mit  der  Grösse  seiner  Stützfläche  zu-  schweiften  Füssen  stehen  sicherer  als  solche 
nimmt?  mit  nichtgeschweiften  Füssen.    Ein  grosser 

Tisch  kaitth  auf  einem  in  seinem  Mittelpunkt 
angebrachten  dünnen  Pfeiler  nicht  fest  ste- 
hen; wenn  aber  dieser  Pfeiler  in  einen  Drd- 
fuss  endigt,  so  hat  der  Tisch  dieselbe  Sta- 
bilität, als  hätte  CK  drei  Füsse.  Wagen  mit 
breiter  Spurweite  fallen  weniger  leicht  um 
als  schmalspurige.  Kandelaber,  Kleider- 
stöcke und  andere  Möbel  von  grösserer 
Höhe  werden  mit  grosser  Grundfläche  ver- 
sehen. —  Vierbeinige  Tische  stehen  im  all- 
gemeinen fester  als  dreibeinige.  —  Ein  Buch 
liegt  auf  seiner  breiten  Fläche  viel  sicherer 
als  wenn  es  aufrecht  steht  —  Eine  umge- 
kehrte Flasche  steht  auf  ihrer  Oeffnung 
weniger  fest  als  auf  ihrem  Boden.  —  Pyra- 
miden besitzen  eine  sehr  grosse  Stabilität. 


Frage  142.    Welche  Erscheinungen  be- 
weisen uns,  dass  die  Stabilität  eines  Kör-       Antwort.    Wagen  und  Schiffe  schlagen 
pers  von   der    Höhenlage    seines  Schwer-  leicht  um,  wenn  sie  hoch  geladen  sind,  kleine 
punkts  abhängt?  schon  wenn  man  sich  aufrecht  in  dieselben 

stellt.  Beim  Beladen  derselben  werden  des- 
halb die  schweren  Gegenstände  zu  unterst, 
die  leichteren  Frachtstücke  dagegen  zu  oberst 
gelegt.  —  Die  Fussgestelle  von  Tafellampen, 
Leuchtern  und  solchen  Gegenständen,  die  dem 
Umfallen  leicht  ausgesetzt  sind,  werden  mit 
Blei  ausgegossen.  —  Um  die  Stabilität  leerer 
Schiffe  zu  sichern,  wendet  man  Ballast  an. 


Frage  143.    Wonach  beurteilt  man  die 

Stabilität  eines  Körpers,  der  mit  einer  ge-  Antwort.    Ruht   ein   Körper  mit    einer 

wölbten  Fläche  auf  einer  wagerechten  Ebene  gewölbten  FJäche    auf   einer   wagerechten 

niht?  Ebene,  wie  z.  B.  eine  Kugeischale,  so  kann 

er  nur  dann  im  Zustand  der   Ruhe  sein, 

ErkL  192.    Da  bei  einem  derartigen  Körper  wenn  sein  Schwerpunkt  senkrecht  über  sei- 

bei  eintretender  Bewegung    der  Schwerpunkt  nem  Stützpunkt  liegt.    Die  StabiliUt  eines 

steigen  muss,  so  kehrt  ein  solcher  Körper  im-  solchen  Körpers   beurteilt  man*   nach    der 

kf'J'ff^l-^  *®^?  frühere  Lage  zurück,  er  Kraft,  welche  erforderlich  ist,  um  denselben 

£^    sÄi?.^^^^^^  «m  einen  bestimmten  kleinen  Winkel  aus 

T^uÄSr  S  B  w^^      "^'° '    Wiegemesser,  ^^^^^  ^^^^^^  ^^  ^^^^^     ^^^  ^  j^^^^^^^^ 

Fall  r  der  Krümmungsradius,  n  die  Höhe 
des  Schwerpunkts  über  der  Stützfläche,  so 
hat  man  in  Bezug  auf  Fig.  204: 
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Figur  204.  °^^''-  _ 

odef,  da  _ 

ab 
ao 

oder: 

ab     „  gij,  „ 

also: 


ist,  so  ist  auch 

Q  =  P .  *""—  .  sin  a 

Irkl.  193.    Ist  der  in  Betracht  kommende       I**«  Stabiütat  wächst  auch  in  diesem  Fall 
Körper  nicht  homogen,   also  vielleicht  eine  wieder  mit  dem  Gewicht  P,  mit  dem  Radios 
Kugel  oder  Walze,  in  welche  nahe  ihrer  Ober-   r  und  nimmt  ab  mit  der  HObe  n  des  Schwer- 
fläche  sji  einer  Stelle  ein  dichterer  KOrper,  wie  ponktB. 
z.  B.  Blei  eingesetzt   ist,   so  wird,   wenn    der 
Schwerpunkt  aber  dem  Mittelpunkt  liegt,  der 
Körper  so  lange  fortrollen,   bis  die  Bleimasse 
die  möglichst  tiefste  iStellung  eingenommen  hat. 
Ein  solcher  wird  sogar,  in  geeigneter  Stellung 
auf  eine  schiefe  Ebene  gebracht,  bergauf  rollen. 

Erkl.  IM.  Auf  den  angegebenen  Regeln  aber  Figur  205. 

die  Standfestigkeit  beruht  auch  der  feste  Stand 
der  Uenschen  und  Tiere.  Notwendigkeit  und 
Erfahrung  lebreu  die  mit  freiwilliger  Bewegung 
begabten  GeBchOpfe,  ihre  Stellungen  uud  Be- 
wegungen der  Lage  des  Schwerpunkts  ihres 
Körpers  anzupassen.  Steht  der  Mensch  auf- 
recht auf  beiden  Füssen,  so  befindet  sich  sein 
Schwerpunkt  (etwa  in  der  Mitte  des  Unterleibes) 
senkrecht  ttber  seiner  StQtzIläche.  Steht  er  auf 
einem  Fuss,  so  muss  seine  senkrechte  Schwer- 
linie  innerhalb  der  den  Fuss  unterstutzenden 
FlAche  fallen.  Sein  Stand  ist  aber  um  so  viel 
sicherer  und  fester,  je  grösser  das  durch  die 
Fasse  gebildete  Trapez  (siehe  Fig.  205}  wird, 
weswegen  diejenigen ,  die  sich  zum  Ringen, 
Boxen  oder  Fechten  hinstellen,  die  Füsse  weit 
auseinanderstellen  und  somit  die  StUtzfliuihe 
vergrÜBBern.  Auf  Stelzen  kann  niemand  still- 
stehen, weil  die  unter BtQtzende  Fläche  ein  lan- 
Ser,  aber  zu  schmaler  Streif  ist,  als  dasB  nicht 
er  Schwerpunkt  leicht  und  bald  darüber  hin- 
aus gerückt  werden  sollte. 

Wenn  der  Mensch  geht  oder  l&uft,  so  hebt 
er  abwechselnd  seine  Fasse  auf,  und  der  Schwer- 
punkt ist  entweder  nicht  unterstatzt  oder  er 
wird  von  einer  Seite  auf  die  andere  gebracht; 
hierbei  biegt  er  zugleich  den  Körper  etwas  vor- 
wärts, damit  das  Bestreben  des  Schwerpunkts, 
in  die  Richtung  der  Zehen  zu  fallen,  den  An- 
strengungen der  Muskeln,  den  Körper  vorwärts 
zu  bringen,  Hilfe  leiste.     Diese  Neigung,  sich 


#% 
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vorwärts  zu  beugen,  nimmt  mit  der  Geschwin- 
digkeit der  Bewegung  zu,  und  das  Fallen  er- 
folgt unfehlbar,  wenn  ein  unvorhergesehenes 
Hindernis  die  neue  Unterstützung  durch  einen 
vorgesetzten  Fuss  hindert.  Ohne  die  Biegsam- 
keit des  Knies  würde  das  Gehen  eine  weit  grös- 
sere Anstrengung  sein,  als  es  wirklich  ist,  denn 
der  Schwerpunkt  müsste  mit  jedem  Schritt  in 
die  Höhe  gehoben  werden.    Die  Bewegungslinie 

des  Schwerpunkts  beim  Gehen  ist  in  Fig.  206  Fieur  206'. 

dargestellt,  sie  weicht  nur  wenig  von  einer  regel- 
mässigen Horizontallinie  ab,  so  dass  also  die 
Höhe  des  Schwerpunkts  nur  sehr  unbedeutend 
abgeändert  wird.  Fehlen  aber  die  Kniegelenke, 
so  wie  hei  einem  Menschen,  der  hölzerne  Beine 
hat,  so  bewegt  sich  der  Schwerpunkt  wie  in 
Fig.  207,  so  dass  bei  jedem  Schritt  das  Gewicht 
des  Körpers  durch  eine  bedeutende  Höhe  geho- 
ben wird,  wodurch  die  Anstrengung  des  Gehens 
bedeutend  vermehrt  wird. 

Beim  Laufen  bleibt  die  senkrechte  Schwer- 
linie unverändert  in  der  durch  die  Bahn  geleg- 
ten senkrechten  Ebene,  weil  die  Unterstützung 
durch  die  Füsse  zu  schnell  wechselt,  als  dass 
ein  FaUen  nach  der  rechten  oder  linJ^en  Seite 
stattfinden  könnte;  beim  Gehen  aber,  insbeson- 
dere heim  langsamen,  wird  sie  abwechselnd 
über  den  einen  oder  anderen  Fuss  hingerückt, 
wodurch  eine  abwechselnde  Bewegung  nach  bei- 
den Seiten  erfolgt.   Deswegen  ist  es  nötig,  dass 

die  Soldaten,  bei  denen  man  diesen  Wechsel  an  Figur  207. 

den  Spitzen  der  Bajonette  wahrnimmt,  mit  dem 
nämlichen  Fuss  gleichzeitig  antreten  müssen, 
und  anch  Fussgänger  diese  Kegel  befolgen,  die 
Arm  in  Arm  einander  sehr  nahe  gehen,  um  das 
AnstoBsen  mit  den  Schultern  zu  vermeiden. 

Die  Lage  des  Schwerpunkts  unseres  Körpers 
ändert  sich  mit  der  Lage  und  Haltung  der 
Glieder.  Streckt  man  nach  der  einen  Seite 
einen  Arm  aus,  so  wird  hierdurch  der  Schwer- 
punkt dieser  Seite  näher  gebracht.  Wenn  Tän- 
zer, die  auf  einem  Bein  stehen,  das  andere 
wagerecht  von  sich  strecken,  so  müssen  sie  den 
Körper  nach  der  entgegengesetzten  Richtung 
neigen,  um  den  Schwerpunkt  über  den  stützen- 
den Fuss  zu  bringen.  Bücken  wir  uns,  um  einen 
Gegenstand  von  der  Erde  aufzuheben,  so  wird 
der  eine  Fuss  vorgesetzt  oder  das  Herablassen 
durch  Beugung  der  Kniee  möglich  gemacht.  Ein 
Sitzender  kann  nicht  aufstehen,  ohne  die  Füsse 
mehr  unter  sich  zu  ziehen,  oder  durch  Anwen- 
dung sonstiger,  dieses  ersetzender  Hilfsmittel, 
und  wenn  jemand  sich  mit  dem  Kopf  gegen 
eioe  Wand  stützt,,  so  dass  seine  Füsae  mit  dem 
Fussboden  und  die  Richtungslinie  seines  Ober- 
körpers mit  der  Wand  zwei  rechte  Winkel  bil- 
den, dann  aber  die  Hände  auf  den  Rücken  legt, 
so  ist  es  ihm  unmöglich,  sich  aufzurichten. 
Ebensowenig  können  wir,  mit  dem  Körper  un- 
mittelbar an  einer  Wand  stehend,  einen  Fuss 
heben,  ohne  umzufallen. 

Wenn  wir  eine  Last  tragen,  so  veranlasst  uns 
ein  natürliches  Gefühl  immer  solche  Stellungen 
anzunehmen,   in  denen  der  Schwerpunkt  seine 
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gehörige  Unterstützung  findet.  Tragen  wir  eine 
Last  auf  dem  Kücken  (oder  gehen  wir  bergauf), 
so  beugen  wir  uns  nach  vom,  damit  die  durch 
den  gemeinsamen  Schwerpunkt  g  gelegte  Yer- 
tikallinie  innerhalb  der  Stützfläche  den  Boden 
schneidet  (siehe  Fig.  208);  aus  demselben  Grund 
beugen  wir  uns  nach  hinten,  sobald  wir  eine 
Last  vor  uns  tragen  oder  bergab  gehen.  Tra- 
gen wir  einen  mit  Wasser  gefüllten  Eimer  in 
der  rechten  Hand^  so  strecken  wir  den  linken 
Arm  aus  und  umgekehrt.  Eine  jede  Last  wird 
mit  desto  geringerem  Aufwand  von  Kraft  ge- 
tragen, je  weniger  durch  ihre  Lage  ein  Ueber- 
biegen  erfordert  wird,  also  je  gleichmftssiger 
sie  um  die  durch  den  Schwerpunkt  gehende 
Yertikallinie  verteilt  ist.  Aus  diesem  Grund 
lässt  sich  unter  geeigneten  Bedingungen  leichter 
die  doppelte  Last  auf  beide  Arme  gleichmftssig 
verteilt  heben,  als  die  einfache  mit  einem. 

Da  die  Stehfläche  eines  Seiltänzers  die  sehr 
kleine  und  schmale  Fläche  ist,  welche  sich 
zwischen  seinen  Füssen  auf  dem  Seile  befindet, 
so  ist  es  schwierig,  stehend  auf  dem  Seile  den 
Körper  in  einer  solchen  Lage  zu  erhalten,  dass 
die  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  gehende 
Vertikale  stets  die  kleine  Stehfläche  trifft.  Eine 
kleine  Bewegung  des  Körpers  nach  rechts  oder 
links  bringt  eine  Verschiebung  des  Schwerpunkts 
und  damit  eine  Verrückung  der  lotrechten  Schwer- 
linie hervor.  Die  Kunst  des  Seiltänzers  besteht 
daher  darin,  dass  er  durch  vielfache  Uebung 
die  Geschicklichkeit  besitzt,  bei  jedem  Gefühl 
des  beginnenden  Umfallens  sofort  den  Körper 
so  zu  verschieben,  dass  den  Bedingungen  der 
Stabilität  entsprochen  werde.  Da  die  Verschie- 
bung des  ganzen  Körpers  schwierig  ist,  so  be- 
dient sich  der  Seiltänzer  in  der  Kegel  einer 
langen,  an  beiden  Enden  mit  Kugeln  versehenen 
Balancierstange,  deren  Schwerpunkt  in  der  Mitte 
liegt  und  durch  deren  Verschiebung  nach  rechts 
oder  links,  nach  vorn  oder  hinten  der  gemein- 
same Schwerpunkt  des  Körpers  und  der  Stange 
sehr  leicht  um  jede  noch  so  kleine  Grösse  ver- 
rückt und  daher  lotrecht  über  der  Stehfläche 
erhalten  werden  kann. 


Figur  208. 


G'g'S' 


c.  Gelöste  AufgabexL 


Aufgabe  179.  Wenn  mit  a^  h^  c  resp. 
Höhe,  Breite  und  Länge  eines  Farallel- 
epipedoDS  bezeichnet  werden,  und  jeder 
Kubikmeter  desselben  y  Kilogramm  wiegt, 
wie  gross  ist  dann  a)  die  statische,  b)  die 
dynamische  Standfestigkeit  in  Bezug  auf 
die  Drehkante  A  (Fig.  209). 


Aaflösnng.  Nach  Antw.  auf  Frage  133 
ist  die  statische  Standfestigkeit 

M  =  G,CN 

In  dem  gegebenen  Fall  ist  das  Volumen 
des  Körpers  =  a.h.c  und  sein  spez.  Gew. 
=  r,  folglich  das  Gewicht  des  Körpers: 

G  =  a.h.cY 

und  die  Entfernung  der  Schwerlinie  von  der 
Kippkante  ist: 


Anfgaboi  ab«r  die  Standfestigkeit  der  Körper. 
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Fignr  209. 


h    / 


folglich  ist  die  statische  Standfestigkeit  oder 
das  Stabilitätsmoment  in  Bezog  auf  die  Kipp- 
kante A: 

1  » 


M  =  a.h.c. 


y  2 


Nach  Antw.  auf  Frage  138  ist  die  dyna- 
mische Standfestigkeit  A  gleich  dem  Ge- 
wicht des  Körpers  multipliziert  mit  der 
Höhe,  um  welche  der  Schwerpunkt  gehoben 
werden  moss,  oder  in  Bezog  aof  Fig. 209  ist: 

A  =  G.S^ 

Die  Grösse  S^h  ist  aber  noch  unbekannt 
ond  moss  aus  den  gegebenen  Stücken  erst 
berechnet  werden.    Nun  ist: 


a 


bjÄ  =  ASt  — -rt- 


oder: 


a 


8,Ä  =  AS--^ 


Als  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks ist  aber: 


und  somit 


"  =  V(|)'+(4)' 


srB  =  V(|)V(|y-J 


folglich   ist    die    dynamische   Stabilität    in 
Bezug  auf  die  Drehkante  A: 

oder:  


Aufgabe  180.  Ein  rechtwinklig  parallel- 
epipedisch  behauener  Stein  von  0,9  m  Länge, 
0,6  m  Breite  und  0,4  m  Höhe  und  vom  spez. 
Gew.  2,5  ist  von  einer  horizontalen  Ebene 
unterstQtzt.  Auf  wieviele  Arten  kann  der- 
selbe aufliegen  und  um  seine  Kanten  ge- 
dreht werden  ?  Wie  gross  ist  die  jedesma- 
lige statische  u.  dynamische  Standfestigkeit? 


1).  . 


2).  . 


.   0,9 

Hilfaareo] 

.  0,6 . 0,4 

• 

►  .0,45  = 

tmungen. 

=  0,54.0,4 

=  0,216 
.2500 

.    54C 

540,000 

54 . 4,5 

=    270 
•     216     " 

243,0 


Aoflösung.  Der  Stein  kann  drei  ver- 
schiedene Stellungen  einnehmen,  und  in 
jeder  derselben  sowohl  um  die  Kante  hc 
(siehe  Fig.  210  I.  IL  III.)  als  auch  um  die 
Kante  ab  gedreht  werden,  woraus  sich  sechs 
verschiedene  Fälle  ergeben.  Das  Gewicht 
des  Steines  ist: 

G  =  0,9 .  0,6 .  Ö,4 .  2500  kg 
oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  1).: 

G  =  540  kg 

Ist  in  Stellung  I.  hc  die  Kippkante,  so  ist 
die  statische  Stabilität: 

Ml  =  540.0,45 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  2).: 

M^  =  243  mkg 


Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewiclit  fester  KOrper. 


HilfBiechniuigeii. 
0,45 .  0,45  0,2  . 0,2  =  0,04 


225 

180 

0,202& 
+  0,04 

V0,124|25  =  0,49            0,49 
16                          —  0,2 
8(825                  h  =  0,29 
801 

9812400 

-*)■ 

.    .    .    540.0,29    = 

54 . 2,9 
486 
108 

156,6 

5). 

0,2 .  0,2  =  0,04 
+  0,09 
V0,|13,  = 
!) 
6T400 
396 
540 . 0,16 
=  54.1,6 

0,3  .  0,3  =  0 

0,36            0,36 

-0,2 

h  =  0,16 

a  ist  die 

:  540.0,3 

-.  162in1(K 

de^leichea  findet  man  far  Stellung  II,   wenn 
bc  Kippkante  ist,  für  die  Etatische  SUbilitU: 

Mj  =  540  . 0,45 
oder: 

M,  =  243  mkg 

wenn  aber  ab  Eippkante  ist,  bo  ist: 

:  540.0,2 

:  108  mkg 

und  in  Stellung  HI  bei  bc  als  Kippkante: 

H,  =  540  .  0,3 

Mj  =  162  mkg 
bei  ab  als  Kippkante: 
oder:  M,=  540.0,2 

M,=  108  mkg 
die  dynamische  Standfest^keit: 

A    —   GA  (ti«h«Antw.  .ufFngelSS) 

h  muBB  in  jedem  einzelnen  Fall  erst  berech- 
net werden  und  ist  in  Stellung  I,  wenn  Eipp- 
kante bc  ist: 

A  =  V(0,45)'+(0,2)'—  0,2 

«•i<b*  dl«  LOiviiB  m  Aufg.  IT») 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  8).  ist: 


oder: 


oder: 


A,  =  540  . 0,29 
»der:  A,  =  156,6    {.i«ii.  m 

In  gleicher  Weise  erhUt  man  i 
renn   ab  Eippkante  ist,  far 


Stellung  1, 


Aj=  54oV{0,2}'+(0,3)'— 0,2 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  5).: 

Aj  =  86,4  mkg 

In  Stellung  II,  wenn  6c  Kippkaute  iBt,  ist: 

A,  =  54oV"(0,45)'+(0,8f-0,3 

oder  nach  neb«nsteheDder  Hilfsrechn.  6).: 

A,  =  129,6  mkg 
Ist  aber  io  Stellung  II  ab  Kippkante,  dann  ist: 

A,  =  540  V(0,2)'+  (0,3)'—  (0,3) 
oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  7).: 

A,  =  32^4  mkg 
Ist  in  Stellung  DI  hc  Kipkante,  dann  ist: 


Aufgaben  aber  die  Standfestigkeit  der  Körper. 
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Hilisrechnoiigeii : 


6).     0,45 . 0,45 


0,3.0,3  =  0,09 


=  0,2025 
+  0,09  

V^0^29;25  =  0,54        0,54 
25  —0,3 


10 I 425 
416 

7).  .     0,04 
+  0,09 

VÖ713"  =  0,36 


0,24 


540 . 0,24 
=  54 . 2,4 

216 

108 

129,6 


0,36 
—  0,8 

0,06 


540 . 0,06 
oder  5,4 . 6 


8).    (0,3)»  =0,09 

540 . 0,09 
oder    5,4 . 9 

=  48,6 

9).    (0,2)5  =  0,04 

540 . 0,04 
oder  5,4.4 

^2T;6~' 


(0,45)»  =  0,2025 
+0,09 

1/^0,2925  =  0,54 
— M5 

=  0,09 

(0,45)»  =  0,2025 
+0,04 

V0,2425  =  0,49 
—0,45 

=  0,04 


Aj  =  540  V(0,3)'+  (0,45)'—  0,45 

oder  nach  nebenstehender  Hilf srechn.  8). : 

A5  =  48,6  mkg 

Ist  endlich  in  Stellung  lU  ab    Kippkante, 
dann  ist: 

Ae  =  540  V(0,2)*+(0,45)'—  0,45 

oder  nach  nebenstehender  Hilf  srechn.  9). : 

A^  =  21,6  mkg 

d.  h.  es  muss  im  letzterwähnten  Fall  eine 
in  Höhe  des  Schwerpunkts  angreifende  wage- 
recht gerichtete  Kraft  von  540  kg  denSchwer- 

21  6 
pankt  um  -7^  =  0,04  m  oder  4  cm  heben. 


Aufgabe  181.  Wie  gross  igt  a)  die  sta- 
tische, b)  die  dynamische  Stabilität  einer 
geraden  quadratischen  Pyramide,  wenn  die 
Kante  der  Grundfläche  6  m,  die  Höhe  8  m 
beträgt  und  1  cbm  der  Masse  1200kg  wiegt?  j^^. 


a).    Das  Yolamen  einer  Pyra- 


(siehe  Kleyeri  Lehrbach  der  Körperberechnungen 
I.  Buch  Seite  88) 


oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  ein- 

6.6.8 


gesetzt : 
oder: 


V  = 


8 


V  =  96  cbm, 

somit  ist  das  Gewicht  der  Pyramide : 

G  =  96 .  1200 
oder: 

G  =  115200  kg. 

Der  Abstand  der  Schwerlinie  von  einer 
Gmndkante  beträgt  ~  •  6  oder  3  m  nnd  dem- 
nach ist  die  statische  Stabilität: 

M  =  3,116200 
M  =  345600  mkg. 
Auflösung  b).  Die  dynamische  Stabilität : 

A  =    GA  (siehe  Antw.  auf  Frage  188) 


oder: 
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Das  Gewicht  G  ist  bereits  berechnet,  und 

die  Höhe  

h  =  V2*  +  3*  — 2 

(siehe  Losung  der  Aufgabe  179) 

denn  nach  Antw.  auf  Frage  101  ist  der  Ab- 
stand des  Schwerpunkts  der  Pyramide  von 

der  Grundfläche  =  ^  h  oder  im  gegebenen 

Fall  =  ^  .  8  =  2  m ;    der  Abstand   der 

Schwerlinie  von  der  Eippkante  aber  3  m, 
folglich  die  senkrechte  Höhe,  bis  zu  welcher 
der  Schwerpunkt  über  die  Kippkante  ge- 
hoben werden  muss  =  '^2^  +  3' ,  wovon 
die  2  m  Schwerpunktsabstand  zu  subtrahie- 
ren sind,  somit  ergibt  sich  fOr 

oder : 

Ä  =  3,6  —  2  oder  1,6 
und  demnach: 

A  =  115200 . 1,6 
oder: 

A  ==  184320  mkg. 


Aalgabe  182.  Wie  gross  ist  das  Stabili- 
tätsmoment eines  Schornsteins  von  20  m 
Höhe,  welcher  an  seinem  unteren  Ende  einen 
Durchmesser  von  1,4  m  und  an  seinem  obe- 
ren Ende  einen  solchen  von  0,8  m  bei  einer 
Wandstärke  von  0,24  m  besitzt,  wenn  1  cbm 
Mauerwerk  1620  kg  wiegt? 


1). 


Hülsreoliniingen : 

8,14 .  20  62,8 : 3  =  20,93 


=  62,8 

0,85 . 0,85 

425 

680 


0,85 . 0,4         0,4 . 0,4 


0,7225 
0,340 

+  0,16 
1,2225 


2). 


3,14 .  20 


0,61 . 0,61 

61 
366 


=  0,340  =  0,16 

1,2225 .  20,93 

36675 
110025 
244500 

25,586925 

=   20,93    (siehe  Hilfsrechn.  1) 

0,61 . 0,16    0,16 .  0,16 


0,3721 
+  0,0976 
+  0,0256 

0,4953 


=  0,0976    =  0,0256 

0,4953 .  20,93 

14859 
44577 
99060 


10,366629 


Aufiösimg.  Es  ist  zunächst  das  Volumen 
des  Mauerwerks  zu  berechnen.  Dasselbe 
wird  gefunden,  wenn  das  Gesamtvolumen  des 
Schornsteins  berechnet  und  davon  der  In- 
halt des  inneren  Hohlraums  subtrahiert  wird. 
Nun  findet  man  das  Volumen  eines  Kegel- 
stumpfs (siehe  Kleyers  I.  Buch  der  Körper- 
berechnungen S.  88)  nach  der  Formel: 

Setzen  wir  in  diese  Formel  die  entspre- 
chenden Zahlenwerte,  so  ergibt  sich  als  Ge- 
samtvolumen des  Schornsteins: 

V  =  Al|l??-  (0,85»  +  0,85 .  0,4  +  0,4») 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  1).: 

V  =  25,587  cbm 

Da  der  Radius  der  Grundfläche  0,85  und 
die  Wandstärke  0,24  beträgt,  so  ist  der 
Radius  des  inneren  Hohlraums  an  der  Basis 

0,85  —  0,24  =  0,61 

und  der  obere  Radius  des  Hohlraums: 

0,4  —  0,24  =  0,16 

und   somit  ergibt    sich   als   Volumen   des 
Hohlraums: 


Aufgaben  über  die  Standfestigkeit  der  Körper. 
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S). 


Hülsrechnong. 

24656,4 . 0,85 


1232820 
1972512 


20957,940 


v  =   ^'^^^  ^^  (0,61«  +  0,61 . 0,16  +  0,16«) 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  2).: 

V  =  10,367  cbm 

somit  betr&gt  das  Yolnmen  des  Mauerwerks: 

25^87  — 10,367  =  15,22  cbm 

da  jeder  Kubikmeter  Mauerwerk  1620  kg 
wiegt,  so  ist  das  Gesamtgewicht  desselben: 

15,22.1620  =  24656,4  kg 

Der  Abstand  der  senkrechten  Schwerlinie 
von  der  Kippkante  beträgt  0,85  und  somit 
ist  das  Stabilitätsmoment: 

M  =  24656,4 . 0,85 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  3).: 

M  =  20958  mkg 


Aufgabe  183.  Wie  gross  ist  die  Stabi- 
lität eines  aus  zwei  rechtwinkligen  Parallel- 
epipedon  zusammengesetzten  Körpers  (siehe 
Fig.  211),  wenn  dessen  obere  Länge  ^  die 
untere  Länge  L,  die  linke  Höhe  H,  die 
rechte  h  und  die  Breite  h  beträgt,  wenn 
a)  BM,  b)  CQ  als  Kippkante  angesehen 
wird  und  das  spez.  Gewicht  des  Körpers 

=  a  ist? 


Auflösung.  Zunächst  ist  das  Volumen 
des  Parallelepipedons  OK: 

das  des  Parallelepipedons  OR: 

Vj  =  Äft(L-0 

Da  nun  a  das  spez.  Gewicht  ist,  so  ist 
das  Gewicht,  welches  man  sich  in  S^  Ter- 
einigt  denken  kann: 

1) Si  =  TLhla 

und  das  Gewicht,  welches  man  sich  in  S^ 
vereinigt  denken  kann: 

2) Sj  =  6Ä(L  — O«' 

Die  durch  S^  gelegte  senkrechte  Schwer- 
linie ist  Ton  der  Kippkante  BM  um  -^  h 

von  der  Kippkante  C~Q  aber  um  L  —  ~l 

entfernt.  Die  durch  S,  gelegte  senkrechte 
Schwerlinie  ist  von  der  Kante  BM  um 

und  von  der  Kante  CQ  um  \- (L  —  Q  ent- 
fernt. Folglich  ist  die  statische  Stand- 
festigkeit in  Bezug  auf  BH  gleich  dem  Sta- 
bilitätsmoment  M^  des  Parallelepipedons  OK. 
plus  dem  Stabilitätsmoment  M,  des  Paral- 
lelepipedons ÜR.    Nun  ist: 

Ml    =r:    niba  '^l 

und 
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oder: 

und 

Mj  =^hh{L^-P)a 

Folglich  ist  die  Gesamtstandfestigkeit  in 
Bezog  auf  die  Kante  BM: 

3).   .   .    M  =  -|-6a(H/'  +  Ä(L'-Z2)) 
Ist  aber  C^  die  Kippkante,  dann  ist: 

Mi  ==  Ulba.  (L  — yZ) 

Mj  =  6Ä(L  — Z)<y.y(L— 7) 
oder: 

Ml  =  &a.HZ(L  — yZ) 

M^  rrr  ha'~h{L-^iy 
folglich : 
4).  .  .  M=:6a(H/(L-l0  +  yÄ(L-0') 

Zar  Berechnang  der  dynamischen  Sta- 
bilität ist  der  Abstand  des  gemeinschaft- 
lichen Schwerpunkts  von  der  betreffenden 
Kippkante  zu  wissen  nötig;  das  Gesamt- 
drehungsbestreben  oder  das  Stabilitätsmo- 
ment in  Bezug  auf  die  Kante  BM  ist: 


M 


=  y6a(H7»  +  Ä(L«  — P)) 


wird  diese  Grösse  darch  das  Gesamtgewicht 
des  Körpers  dividiert,  so  erhält  man  als 
Arm  des  gemeinsamen  Schwerpunkts  S  in 
Bezug  auf  BH: 


ha[Rl  +  h(h  —  l)] 
oder: 

i[H!'  +  »(L'-l>)] 

Zur  Berechnung  der  Schwerlinie  SV  be- 
nutzt man  die  nach  der  Lehre  von  den  sta- 
tischen Momenten  geltende  Gleichung: 

s.sv  =  Si.s;^+s,.s7? 

hieraus  erhält  man  für 


SV  —  ^1  •  ^t^  4"  ^2  ■  S2Y 

8 

in  welcher  Gleichung  die  Grössen  S,  S^  and 
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S2  die  resp.  Gewichte  bedeuten.  Setzen  wir 
die  entsprechenden  Werte  für  die  Arme  ein, 
80  ergibt  sich  für 

Für  Si,  Sj  und  S  die  entsprechenden  Gewichte  gy  __  ^^ 'T^  +  ^^ 'T^* 

gesetzt,  gibt:  S 


SV  = 


Ulla •  ^B. -\-hh (L—  J) a '  —  h       oder  nach  Nebenstehender  Hilfsoperation : 


oder:  6).  .  .   SV  =  — 


öder: 

bV  =-- 


— -    rTTT  I  T./T — ^ ^^^  ^^®^  ^^®  beiden  Katheten  des  Drei- 

d a  LH  I  +  Ä  (L  -  0]  g^jjg  ^ g  y  bekannt,  so  ergibt  sich  daraus 

1  2  für  den  direkten  Abstand  des  gemeinsamen 

-»a[H  l  +  h^L'-J)]  Schwerpunkts  S  von  der  Kante  BM: 

6a[H/  +  Ä(L-0]  ^^  ^der  WS  =  VwV'+VS' 

die  Höhe  aber,  bis  zu  welcher  der  Schwer- 
punkt bei  einer  Drehung  um  6M  gehoben 
werden  muss,  ist: 


h  oder  ÜT  =  Wü  — WT 
oder: 

Ä  =  yW^+Vö'— VS 

und  somit  ist  die  dynamische  Stabilität  G .  h 
in  Bezug  auf  die  Kippkante  BM: 

7).  .  .    A  =  &a[HZ  +  Ä(L-0]  [VwV^V^— VS] 

In  gleicher  Weise  ergibt  sich  für  die  dy- 
namische^ Stabilität  in  Bezug  auf  die  Kipp- 
kante CQ: 

8j.  .  .    A  =  6(r[H7  +  Ä(L  — 7)]  [ V(L  —  W V) V  VS  -  VS] 


Aufgabe  184.  Ein  Kreideblock  habe  die 
Gestalt  der  Figur  195.  Seine  beiden  Höhen 
seien  H  =  2,  h  =  lm;  seine  beiden  Längen 
L  =  3,  2  =  1,2  m  und  seine  Breite  h  = 

2,25  m.  Wie  gross  ist  seine  statische  und  Anllösung.  Nach  Gleich.  1).  in  Auflösung 
dynamische  Stabilität  m  Bezug  auf  die  Kante  der  vorigen  Anfffabe  ist  das  Gewicht  des 
BM  und  CQ,  wenn  das  spez.  Gewicht  der  pt^LJÄ^Hn^^^ 

Masse  =  1,8  beträgt?  Parallelepipedons    welches  man  sich  m  S, 

*  ^  vereinigt  denken  kann: 

S,  =  Rbla 

Hilfsrechnongen.  ^^^^  ^^^  entsprechenden  Zahlenwerte  ein- 

gesetzt: 
1).    .    .     .     2.2,25  =  4,5  Si  =  2  . 2,25 . 1,2  .  1800  kg 

.  1,2  oder: 

^  .Q  S2   =   9720  kg  (siehe  Hilfsrechn.  1) 

•^^^^  Nach  Gleich.  2).  in  Auflösung  der  vorigen 

432  Aufgabe  ist: 

oder  wenn  die  entsprechenden  Zahlenwerte 
eingesetzt  werden,  so  ist: 


9720,00 
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Hil!sreohnun0en:  S,  =  2,25 . 1 .  (3  - 1,2) .  1800  kg 

oder: 
2).   .   .    2,25  (3  — 1,2)  =  2,25  .  18  S^  =  7290  kg  (■.  mifwecim.  2). 

l^^  Die  darch  S^  gelegte  Schwerlinie  ist  von 

??^ BM  um 

4^050 .  1800  4z  =  0,6m 

3240  2 

405  und  von  C^  um 

7290,00  1 

L  — -^Z  =  3  —  0,6  oder  2,4m 

3).  .  y . 2,25 .  1800  =  900 . 2,25  =  9.225  entfernt. 

=  2025  Die  darch  S,  gelegte  Schwerlinie  ist  von 

BM  nm 
[2.1.2.1,2  +  (9-l,44)]  =  2.88+7.56  =  10,44  1  ^    1 

2025.10,44^  2  ^    ^  ^^         2      ' 

and  von  G~Q  um 

y  (L  — Z)  =  y-1,8  oder  0,9  m 

entfernt. 
4).  .  .  2,25 .  1800  =  225 .  18  Folglich  ist  nach  Gleichung  3).   in  Auf- 

lösung der  vorigen  Aufgahe: 


8100 
8100 
20250 

21141,00 

.  2,25 .  1800  =  225 .  18 

1800 
225 

2,4 . 2,4               4050 

96 

48 

1,8 . 1,8 

144 

18 

5,76 
+  1.62 

7,88.4050  - 

738 .  40,5 

3690 
29520 

2  :  3,24  = 

TUT    _ 

M  =  y  •  2,25 .  1800  (2 . 1,2^  +  1  (3»  —  1,2»)) 


oder: 

A).    .     .    .    M  =   21 141  mkg   (siehe  HilfBrechn.  3) 

2  :  3,24  =  1,62       Igt  aber  C^  Kippkante,  so  ist,  wenn  wir 

in  die  Gleichung  4).  der  Auflösung  der  vo- 
rigen Aufgabe  die  entsprechenden  Zahlen- 
werte einse^n,  das  Stabilitätsmoment  in 
Bezug  auf  C^: 

29889,0  M  =  2,25  .  1800  (2 . 1,2  (3  - 1 . 1,2)  +  i-  •  1  (3  -1,2)') 

oder: 
i  [2.1,44+(9-l,44)]  __  1  [2,88  +  7,56]  M  =  4050  (2,4  (2,4)  + 1  (1,8)') 

5).  o^   1   1  Q — Tö oder: 

B).    .    .     .     M  =   29889  mkg  (siehe  Hilf trechn.  4). 

Zur  Ermittelung  der  dynamischen  Sta- 
bilität in  Bezug  auf  die  Kante  B  M  ist  ausser 
dem  Gesamtgewicht  des  Körpers  auch  zu 
wissen  nötig,  wie  hoch  der  Schwerpunkt  des 
gesamten  Körpers  gehoben  werden  muss. 
Zu  diesem  Zweck  muss  zunächst: 

h  =  Vwv'+ VS'— VS 

ö)-  •   •  •  -TöT  I  1  Qi     =  ~Tö —  berechnet  werden. 

Nach  Gleichung  ö).  in  Auflösung  der  vo- 
rigen Aufgabe  ist,  wenn  die  entsprechendeo 
Zahlenwerte  eingesetzt  werden: 

i- [2. 1,2^  +  1  (3^-1,2^)] 


2,4  + 1,8 

4,2 

2,88 
+  7,56 

10,44  :  2  =  5,22 

5,22:4,2  =  1,24 
42 

102 

84 

180 

i  [4,8 +  1,8] 

Y'^fi 

•    •   •      [2,4+1,8] 
oder: 

330  :  42  = 

294 

860 
386 

4,2 
0,7857 

240 
2lu 

300 

wv  = 


[2  . 1,2  +  U3  — 1,2)] 
oder: 

C) WV  =   1,24  (siehe  Hilfsrechn.  5). 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a,  M.  1881. 

Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  luhalts- 
Forzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Anfgabensammlnng  von 
Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchliandlnng,  sowie  von  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aafgeschnitten  and  gut  brochiert  am  den  sofortigen  and  dEkuern- 
den  Oebraacb  za  gestatten.  • 

2).  Jedes  Kapitel  entbält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigangen 
and  Erklftrongen  am  Schiasse  desselben. 

3).  Aaf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersiehtlioh,  ohne  jede  Bedeutung 
fnr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Altes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  fttr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
8um  Selbststudium«  das  yortrefflichste  Nachsohlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhalt  syerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 

Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 
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353.  Heft 


Preis 
des  Heftes 

«5  Pf. 


Statik 

oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester 

K0rper  (Geostatik). 
Forts.  Y.  Heft  352.  —  Seite  257—272. 

Mit  9  Figures. 


voUständig 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

iogAbe  nod  EntflcUnng  der  benotiten  Sätze,  Formelo,  Regeln  In  Fragen  und  intworten 

erl&atert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 
to  ReeheBknnst,  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  a.  BphArischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  hISheren  Matiiemallk  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
ans  aHen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geodftsie,  Nautik, 
nathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Hasehlnen-,  Straflien-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brücken-  u.  Hoehban's;  der  Konstraktionslehren  als:  darsteU.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspeetlTe,  Sehattenkonstmktlonen  etc.  etc. 

fOr 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreiciien 

Studitun,  zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationeUen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Hleyer^ 

Mathematiker,  rereideter  kOnigL  preiiM.  Feldmesser,  vereideter  grotih.  heaiisoher  Oeometer  L  Klass« 

in  Frankfurt  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Er&fte. 


IStatik 


oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper  (Geostatll() 

nach  System  Kleyer  bearbeitet 
von  R.  Klimpert,  Seminarlehrer  u.  Physiker  in  Bremen. 

Fortsetzung  v.  Heft  352.  —  Seite  257—272.   Mit  9  Figuren. 

Inhalt: 

GelOale  und  ungelöste  Aufgaben  Ober  die  Standfestigkeit  der  Körper.  —  Von  den  Maschinen  im  allgemeinen 

und  vom  Hebel  im  besonderen. 


Stuttgart  1887. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  Icann 

riiirith  iftriA     Ruchbaiwlliinfl  hA7nnAn  WNMiAn. 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


DieseB  Werk,  welchem  kein  ftknllches  zar  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  bilUgren  Preise  Ton  25  /^  pro  Heft  nnd  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik  ^  PhyBik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie ,  des  Maschinen- ,  Strassen-,  Elsenbahn-, 
Brfteken-  nnd  Hochbanes,  des  konstriiktlTon  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstftndig 
gelöster  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiokelung  der 
benntaten  Sfttie,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergilnzen  .und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsvei^eieh- 
nis,  Beriehtignngen  und  erläuternde  Erklärungen  über  daa  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natunrissen- 
Bchaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealachnlen  I.  und  IL  (hrd.,  gleieh- 
berechtigten  höheren  Bürgerschulen,  Prlvatschulen,  Gjmnaslen,  Realgymnasien,  Pre- 
grjmnasien,  Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerksdinlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwlssenschaftsschulen, 
MUltärschnlen,  Torbereltnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eli^ährlg-Frei» 
willige-  und  Offlilers-Examen,  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben^  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkelt  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen. häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Terständnls  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  TechnikeroT  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Berufs« 
sweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  VeifiasBeri 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stattgart  Die  Yerlagsbandlung. 
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7).    .225.18 


HüiareolmwigeB; 


1800 
225 


4050 .  (2,4  + 1,8)  =   4050 . 4,2 


810 
1620 


1,24 . 1,24 

496 

1488 

1,5876 


17010 
0,7857 . 0,7857 


54999 
89285 
62856 
54999 


0,6L7B2449 
-f  1,5376 


2,15492449 


V  2„15149,24I49  =  1,468 
1  —0,786 


21115 
96 


28 1 1949 
1716 


292128824 


0,682 .  17010 

=  17,01.682 

3402 
13608 
10206 


11600,82 


8).  .  2,25.1800 


=  4050  (2,4  +  1,8)  =  4050 . 4,2 
1,76 . 1,76 


=  17010 
0,7857 . 0,7857 


1056 
1232 
176 


3,0976 

1,9274 

—  0,7857 

1,1417 
17010 . 1,1417 


=  0,61732449 
+  3,0976 

V  3,71,49  24,49  =  1,9274 
1 

2  271 
261 


=  11417.1,701 


11417 
799190 
11417 


38  1049 
'_764_ 

384128524 
26929 

3854159549 


19420,317 


Nach  Gleichung  6).  in  Anflösnng  der  vo- 
rigen Aufgabe  ist,  wenn  die  entsprechenden 
Zahlenwerte  eingesetzt  werden: 


SV  = 


oder: 
D).    . 


1[2M,2  +  1«(3-1,2)] 
[2 . 1,2  +  1  (3  -  1.2)] 


SV  =:   0,7875  (liehe  Hilfareohn.  0). 


Setzen  wir  nun  in  Gleichung  7).  in  Auf- 
lösung der  vorigen  Aufgabe  die  entspre- 
chenden Zahlenwerte  ein,  so  ergibt  sich  als 
dynamische  Stabilität  in  Bezug  auf  die 
Kante  B~M: 

A  =  2,25 .  1800  [2 . 1,2  +  1  (3  —  1,2)]  . 

[^1,24»  4-  0,7857»"—  0,7857] 
oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  7).: 
E).    .    .    .     A  =  11600,82  mkg 

Endlich  ist  nach  Gleich.  8).  in  Auflösung 
der  vorigen  Aufgabe  unter  Anwendung  der 
entsprechenden  Zahlenwerte  die  dynamische 
Stabilität  in  Bezug  auf  die  Kante  CQ: 

2,25 .  1800  [2  . 1,2  +  1  (3  —  1,2)]  . 

[Vis- 1,24)»+ 0,7857»  —  0,7857] 


oder: 


oder: 
F). 


A  =  17010  [V'l,76»+0,7857»— 0,7857] 


A  ==  19420,317  mkg 

(eiehe  Hilfirechn.  8> 


Aufgabe  185.  Ein  Granitblock  in  Form 
einer  abgestumpften  Pyramide  von  quadra- 
tischem Querschnitt,  hat  an  der  Grundfläche 
1  m ,  an  der  oberen  Fläche  V2  m  Kanten- 
länge bei  1  m  Höhe.  Wie  gross  ist  das 
Stabilitätsmoment,  wenn  die  Pyramide 

a)  auf  der  grösseren, 

b)  auf  der  kleineren 

der  beiden  parallelen  Flächen    steht  und 
wenn  1  cbm  Granit  2800  kg  wiegt? 

Klimpert,  Stotik. 


AuflÖBimg.  Zunächst  muss  das  Volumen 
des  Granitblocks  ermittelt  werden.  Dasselbe 
ist  (nach  Kleyers  Lehrb.  der  Körperberechn. 
I.  Buch,  Seite  38) : 


^  =  ^(^+V^9  +  9) 
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oder  wenn  man  die  entsprechenden  Zahlen- 
werte einsetzt: 


Hilfarechnimg.  V  =  y  (l  +  y    1^  +  ^) 
oder \ 

1).      3  (1  +  V^  +  j)  =  7  (1  +  tV^^  +  t)  *       V  =   0,789  Chm  («ehe  HUfsrechn.  1) 

y5"=  2,236         Da  Ichm  Granit  2800  kg  wiegt,  so  wiegt 
=  i  (1  + 1,118  +  0>25)        «r      00  ^^^^^  ^  ^^^^  ^  ^^^^^^  ^^ 

=  i  •  2,368  Liegt   die   Pyramide   auf  der   grösseren 

Parallelfläche,  so  beträgt  der  Abstand  der 

^  ^»7^^  senkrechten  Schwertinie    von  jeder    Stütz- 

kante ==  V2  m  und  somit  ist  nach  Antwort 
auf  Frage  137  die  statische  Stabilität: 

M  =  2209,2 .  y 

oder: 

M  =  1104,6  mkg 

Liegt  dagegen  die  Pyramide  auf  der  klei- 
neren Parallelfläche,  so  ist  ihre  Standfestig- 
keit bedeutend  geringer.  Der  Abstand  der 
Schwerlinie  von  jeder  Stützkante  beträgt  in 
diesem  Fall  =  V4  m  und  somit  ist  das  Sta- 
bilitätsmoment: 

M  =  2209,2 .  ^ 


oder: 


4 
M  =  552,3  mkg 


Aufgabe  186.  Eine  Mauer_von  dem  Quer- 
schnitt Fig.  212  habe  bei  ÄB_eine  Breite 
==  6,  eine  Höhe  ßC  =  ä  und  ED  sei  =  fiÄ, 
d.  h.  die  Mauer  erhalte  bei  1  m  Höhe  eine 
Ausladung  1)  von  n  Metern.    Wie  gross  ist 

die  Stabilität  a)  wenn  E,  b)  wenn  C  die  Anflösung.  Mit  Bezug  auf  Figur  213 
Kippkante  ist  und  wenn  das  spez.  Gewicht  ist  das  Stabilitätsmoment  für  die  durch  £ 
des  Mauerwerks  =  y  ist?  gehende  Seitenkante: 

^  Si^7  Erkl.  195.  M   =   S,.E0  +  S2.EQ 

Nun  ist  das  Gewicht  der  Mauer  vom  Quer- 
schnitt AED: 

Erkl.  195.    unter  Ausladung  versteht  man  S^  =  —IC^nly 

in  der  Baukunst  den  Vorsprung  eines  Bauteils  * 

vor  den  übrigen.  imd  ^er  Arm,  an  dem  dieses  Gewicht  wirkt: 

EÖ  =  --An 


folglich  ist: 

Si.EÖ  =  \}C^nly>\hn 

Femer  ist  das  Gewicht  des  Mauerwerks 
vom  Querschnitt  AB  CD: 

S2  =  hhly 

und  der  dazu  gehörige  Arm: 


Aufg&ben  Ober  die  Standfestigkeit  der  EOrper.  - 

EQ  oder  ED  +  D^  =  Än+^b 


folglich 

S,.EQ=  hblY{kn  +  ~b) 

Setzen  wir  diese  Werte  in  die  Bestim- 
nurngsgleichong  für  M ,  bo  ,  ergibt  Bich  als 
Mass  der  Stabilität  mit  Bezog  aof  die 
KaLte  E: 


M  =  S,.C0  +  S5.CQ 
in: 

S,  =  \h'vlr 
Cb=h  +  -J-Än 

st: 

s,  =  hbir 
CO  =  l-b 


folglich;      Sj.CO  =  -^b^hty 

diese  Werte  in  die  BestimmnugsgleichnDg 
für  H  eingesetzt,  gibt: 


Aafgab«187.  Es  sei  (Fig.213)  dieManer 
nach  beiden  Seiten  aaf  gleiche  Weise  ge- 
hascht.   Wie  gross  ist  dann,  dieselben  Be-  AtiflS»nng.   Die  Stabilität  der  in  Fig.  218 
Zeichnungen  toraosgesetzt  wie  in  der  vori-  im  Querschnitt  dargestellten  Mauer  beträgt 

Ben  AnfKabe,  in  diesem  Fall  die  Stabilität?  

"             "  M  =  S,.AO  +  S,.AC  +  Sj.AQ 

in  welcher  Gleichung  S,,   S, ,  S,   die  resp. 

Figvr  213.  Gewichte  bedeutet.    Nnn  ist: 


S,  =  I»'»!? 

15  =  1»« 

miUiiii: 

8..ÄÖ  =  iki.'ly 

B,  =  hily 

B 

ÄC  =  »n  +  J  4 

mitliin:    S,.AC  =  fi6?j'(Än  +  -2-6) 
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Die  nebenstehende  eckige  Klammer  weiter 
aasgerechnet,  gibt: 

_   2hhi^+Zhhn  +  h^ 
~"  2 

_   (h  +  nh){b  +  2nh) 
~  2 


femer  ist: 

S,  =  yfc'«Iy 

IQ  =  hn  +  b  +  ^hn  =  4*»«  +  * 

mithin:    Sj.AQ  =  yÄ'n^y  (—Än  +  b) 

Setzen  wir  alle  diese  Werte  in  die  Be- 
stimmnngsgleichong  far  M,  so  ergibt  sich: 


^kn{±hn  +  b)] 


oder  nach  nebenstehender  Hilfsoperation: 
^^j^j^(ll>  +  nh)(b  +  2nh) 


Aufgabe  188.  Wie  gross  ist  die  Stabi- 
lität einer  parallelepipedischen  Maaer  von 
3,14  m  Höhe  and  40  cm  Breite  aaf  je  1  m 
Länge,  wenn  dieselbe  ans  Brachsteinen  aaf- 
geftthrt  ist  and  das  spezifische  Gewicht  für 
trockenes  Maaerwerk  von  Brachsteinen  2,4 
betragt? 


HiUarechnaxig. 

125,6 .  24 

5024 
2512 

3014,4 . 0,2 

602,88 


Auflösung.  Die  AaflOsang  erfolgt  ana- 
log der  gelösten  Aufgabe  180. 

Anf  jeden  Meter  Länge  beträgt  das  Yo- 
Inmen  der  Mauer: 

V  =  0,4 . 1 .  3,14 
oder: 

V  =  1,256  cbm 

Da  jeder  Eabikmeter  Maaerwerk  2400  kg 
schwer  ist,  so  beträgt  das  Gewicht  der 
Mauer  auf  1  m  Länge : 

G  =  1,256  .  2400 
oder: 

G  =  3014,4  kg 

Der  Abstand  der  senkrechten  Schwerlinie 
von  einer  der  unteren  Längskanten  beträgt: 

V  •  0,4  =  0,2  m 

und  somit  ist  das  Stabilitätsmoment: 
M  =  3014,4 . 0,2 

M  =  602,88  mkg. 


oder: 


Aufgabe  189.  Wie  gross  ist  die  Stabi- 
lität einer  Mauer,  wenn  sie  an  der  rechten 
Seite  von  oben  bis  unten  eine  Böschung 
aus  demselben  Material  erhält,  welche  unten 
63  cm  heraustritt  und  wenn  die  rechte  Sei- 
tenkante als  Kippkante  angesehen  wird? 


Auflösung.  Nach  Gleichung  A).  in  Auf- 
lösung der  Aufgabe  186  ist  in  diesem  Fall 
die  Stabilität: 


Aufgaben  über  die  Standfestigkeit  der  Körper. 
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HüfBreGhnimg: 


3,14 .  2400  ==   314 .  24 


0,63 . 0,63 


1256 
628 


189 
378 


7536 


7536(0,1828  +  0,382)  = 


0,3969 :  3 
0,1323 

7586 . 0,4648 


22608 
30144 
45216 
30144 


3498,9648 


Setzen  wir  in  diese  Gleichung  die  ent- 
sprechenden Zahlenwerte,  so   ergibt  sich: 

M  =  3,14.1. 2400(i  •  0,63»+ 0,4  (0,68 +0,2)) 
oder: 
M  =  8,14 .  2400  (— .  0,63»  +  0,4 . 0,83^ 

oder  nach  nebenstehender  HiUsrechnnng: 

M  =  3499  mkg 

Ans  dieser  nnd  der  vorigen  Aufgabe  folgt, 
dass  die  Stabilitftt  durch  Yergrössemng  der 
Breite  in  hohem  Grad  yermehrt  wird. 


Aufgabe  190.  Ein  KngelabschDitt  von 
der  Höhe  A  =  30  cm  und  zu  einer  Kugel 
vom  Halbmesser  r  =  20  cm  gehörig,  liegt 
mit  seiner  Grundfläche  auf  einer  Horizontal- 
ebene. Eine  im  Schwerpunkt  desselben  an- 
greifende Kraft  P  wirkt  unter  einem  Win- 
kel a  =z  15®  gegen  den  Horizont  auf  Um- 
werfen des  Körpers,  dessen  spez.  Gewicht  y 
=  0,7  ist.  Es  ist  die  Grösse  der  Kraft  P 
zu  finden,  so  dass  der  Körper  sich  auf  der 
Grenze  des  Gleichgewichts  gegen  Kippen 
befinde. 


[.  Zunächst  ist  das  Volumen  des 
Kugelabschnitts  zu  berechnen,  und  dieses 
mit  dem  spez.  Gew.  0,7  zu  multiplizieren. 
Das  Volumen  beträgt: 


V  = 


1). 


HiUarechnungen : 

3,14 .  30 .  30 


(60  —  30)  .  0,7 


=  3,14 .  10  .  30 .  30 . 0,7 

=  314.3.30.0,7 

=  942.21 

942 
1884 


(•lehe  Kleyen  Lelirb.  der  EOrperbereohnangen,  I.  Buch) 

Setzen  wir  in  diese  Gleichung  die  ge- 
gebenen Zahlenwerte  und  multiplizieren  mit 
0,7,  so  erhalten  wir  das  Gewicht  des  Kugel- 
abschnitts: 

M^^(3.20-30).0,7 


G  == 


2). 


19782  g  =  19,782  kg 

-fO  7Q0 

^^-^^  =  log  19,782  —  log  cos  15* 
cos  15**®'  ** 

log  19,782  =r      1,2962702 
—  log  cos  15»  =  —9,9849438—10 


logP  =     1,3113264 
mithin:  P  =  20,48 


oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  1).: 

G  =  19,782  kg 

Diese  Kraft  wttrde  nötig  sein,  wenn  P 
horizontal  wirkte.  Da  die  Kraft  P  aber 
unter  einem  Winkel  von  15®  gegen  den 
Horizont  wirkt,  so  ergibt  sich  für 

cosa 

oder  die  Zahlenwerte  eingesetzt: 

_  J19,782^ 
"*"    cos  150 
und  hieraus  erhält  man  nach  Hilfsrechn.  2).: 
P  ==  20,48  kg 


Aufgabe  191.   Bis  zu  welcher  Höhe  muss 
der  Schwerpunkt   des  in  voriger  Aufgabe 
erwähnten  Körpers   gehoben  werden    nnd 
wie  gross  ist  demnach  die  zu  leistende  me-      Auflösimg. 
chanische  Arbeit  oder  die  dynamische  Stand-  die  Kathete 
festigkeit  des  betreffenden  Körpers? 


In  Bezug  auf  Fig.  214  ist 
m  =  Ä  — r 
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Figiir.  2U. 


HilfBreohnnngeiL 

=  yr2-Ä»+2Är— r»  =  YÜi 
=  V'ÄC^r  — Ä) 


Ä« 


2). 


_  (Ä-l 

r)[4(3r— Ä)]  +  3(2r- 

-Ä)» 

4(3r— Ä) 

^  c^- 

r)(12r--4Ä)  +  8(2r. 

^hy 

4(3r  — Ä) 

=  12%r 

4Ä»  — 12r» 

+  4Är 

+  3Ä2+12r2 

— 12Är 

3). 


—  4(3r— Ä)  ""  4(3r-Ä) 

.  /3Ö7TÖ'  ==  V'3iÖÖr=  17,32 

1 

2;200 
189 


3411100 
1029 


4). 


5). 


30(80 


346 I 7100 
30)    30 .  50 


•  • 


4  (60  —  30) 
12,5 .  12,5 


=  12i 


625 
1500 


156,25 
299,9824 


456,23 


4.30 

17,32 .  17,32 

3464" 
5196 
12124 
1732 

299,9824 


und  demnach  die  Kathete 

n  =  -y^r»  —  (Ä  —  r)» 
oder:  

n  =    \h  (2  r  —  h)  (liehe  Hilfsrechn.!) 

Nach  den  Schwerpanktsbestimmangen  (s. 
Antw.  auf  Frage  107)  ist  der  Abstand  des 
Schwerpunkts  vom  Mittelpunkt  beim  Kugel- 
abschnitt, also  in  Fig.  215: 

—        3     i2r^h)^ 
CS  =  T-    3r-Ä 

um  nun  den  Abstand  des  Schwerpunkts  von 
der  Stützfläche  zu  finden,  muss  zu  vor- 
stehendem Wert  fttr  CS  noch 

CO  =  h  —  r 

addiert  werden.  Hieraus  ergibt  sich  nach 
nebenstehender  Hilfsrechn.  2).  für 

_  hjAr^h) 
^  —   4(3r  — Ä) 

Setzen  wir  in  die  Bestimmungsgleichungen 
für  n  und  Z  die  gegebenen  Zahlenwerte, 
so  ergibt  sich  für 


oder: 


n  =  ^30(2. 20  — 30) 


n  =   17,32  cm     («iahe  Hilfsreohn.  8) 

femer  erhält  man  für 

_   30  (80  —  30) 
"■    4(60  —  30) 
oder: 

Z  =  12r       (>i«l^«  Hüfmofan.  4) 

Aus  n  und  Z  lässt  sich: 


N 


SB  =  FB 
berechnen.    Es  ist: 

FB  =  Vz'  +  n» 

Die  Höbe,  bis  zu  welcher  der  Schwe^ 
punkt  gehoben  werden  muss,  ist  somit: 

»  =  Vz'+n*-Z 
oder  die  berechneten  Zahlenwerte  eingesetzt: 

X  =  Vl2{*+ 17,32'— 12  j 
oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechnung  5).: 
^'   X  =  8,86  cm  oder  0,0886  m 

Multipliziert  man  aber  das  Gewicht  des 
Körpers  mit  der  Höhe,  bis  zu  welcher  der 
Schwerpunkt  beim  Umkippen  gehoben  vird, 
so  erhiüt  man  die  dynamische  Stabilität  des 
Körpers,  d.  h.: 

\ 


\ 


Aafg&ben  über  di«  Standf«Btigkeit  der  Körper. 


V4Ö6,23    =    21,36            6).    19,782.0,0886 

Ä  =:  GÄ 

Ä  =  19,782.0,0886  m 

4  56                 8,86 
41 

118692 
158256 
158256 

oder  nach  nebenstehender  HilfsrechnuDg  6) 
A  =  1,753  mkg 

4211523 
126» 
426  25400 

1,7526852 

Aufgabe  102.  Wie  gross  ist  a)  die  sta- 
tisctie,  b)  die  dynamische  Stabilität  einer 
Eisenbahnschiene  von  dem  Qaerschnitt  der 
Fig.  215  anf  je  Im  Länge,  wenn  bei  der 
Berechnung  die  kmmmlienigenBegrenznngen 

durch  die  in  der  Figur  angegebenen  ge-  AnnSBiing.  a).  Zar  Ermittelnng  beider 
raden  Umrisse  ersetzt  werden,  wobei  AB  =:  Arten  der  Standfestigkeit  ist  znniLchst  das 
14  mm,  AD  =  93  mm,  El'  =  13  mm,  EG  Gewicht  des  Körpers  aof  1  m  L&nge  zu  be- 
=  53  mm,  KX  =  54  mm,   KU  =■  21  mm  rechnen. 

and  die  Höhe  des  ParaUeltrapezes  GHLK  Die  Flache  AB  CD  beträgt  14.93  ^  1302qmm 
=  32  mm  ist  und  das  spez.  Gewicht  der  BFHG  13  53   =  689 

Schiene  =  7,82  betWgt?  "       " 


„       „      GHLK     „  ?^^-32 

=^1072    „ 

„       „     KLNM     „         54.21 

=  1134    „ 

=  4197qmm 

Die  in  Betracht  kommende  Lftoge 
betragt Im 

=  1000  mm 

und  demnach  das  Volumen  des  Körpers: 

4197.1000  =  4197000  crom 

Jeder  Enhikcentimeter  viegt  7,82  g  ond 
demnach  beträgt  das  Gewicht  der  Schiene 
auf  1  m  Länge: 

G  =  4197 .  7,82  g 
G  =  32,82  kg  (t.  Hiiftwcbo,  B). 
Da  nun  der  Abstand'der  vertikalen  Schwer- 
linie von  der  Kante  A  oder  D  =  ^ÄD  be- 
trägt, so  ist  die  statische  Stabilit&t : 

M  =  32,82  ■  -i- .  93  mm 
°  ^'"  "  -^  32,82 . 0,0466  m 


oder; 


M  ^   l,52einkg  (lUha  BUfiTachn.  3). 


h).  Zar  Ermittelang  der  dynamischen  Sta- 
bilität Ist  es  nötig,  die  Höhe  des  Schwer- 
in   m  u       -ii   iq       1.1 1  19       '.i  91        P"^**   ■*«*   Schienenprofils   zn   berechnen. 
')■  ^^-J*     .^3-11,     ^'^ll       lii|^    Dieselbe  ergibt  sich  aus   der  Summe   der 
^^  Jr  inrt^  KW         Drehnngsmoroente,  dividiert  durch  die  Ge- 

.^        -^         IZt^         l^.       sarntquerschnittsfläclie.      Nennen    wir     die 
1302  689  1072,0         1134       Schwerpunkte  der  einzelnen  Flächenstttcke 

der  Reihe  nach  S,,   S,,  S,  and  Sx,   sowie 
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2).  .  . 


6).  . 


9). 


Hüfsreohnungen. 

.  4197 . 7,82     3).  32,82.0,0465 


8894 
83576 
29379 

32820,54~g 
=  32,82  kg 

4).  .  .  .  14 . 7  .  93 


16410 
19692 
13128 


=  98.93 


294 

882 


1,526180 
oder  =  1,526  mkg 

5).   53.13.40,5 

159 
53 


9114 


689 .  40,5 

3445 
2756 


27904,5 


54  +  26 
54  +  13 


2560: 
201_ 

550 
402 

1480 
1407 


^0 
67" 

201 


80 
=  12,74 


32^ 
"3 


2560 

201 


730 


7).  .  ^^6 .  32^ 

17256 

25878 


8).    109,5.54 

4380 
5475 


2760,36 .  33,5 

1380180 
828108 
828108 


5913.21 

5913 
11826 

124173 


92472,060 

82^2  = 
8303  = 


9114 
27904,5 
92472,06 
124-173 


253663,56 
10).    93.14        53.13        32.33,5       54.21 


372 
93 


689 


670 
1005 


54 
108 


1302 
+  689 
--1072 
--1134 


1072,0         1134 


4197 


11). 


4197 1 258663,56 
25182 

18435 
16788 


=  60,44 


16476 


die  ihnen  zugehörigen  Arme  <Xi,  a,,  a^  nnd 
0^4,  so  ergibt  sich  für  das  Moment  des 
Schwerpunkts  der  Fläche  ABCD: 

Sx^i  =  14.93.7 
oder: 

S^a^   =  9114  (siehe  HUfsrechn.  4). 

Der   Schwerpunkt    der  Fläche   EFHG 
liegt  um 

iGE  =  i-.53 

Über  EF,  oder  um 
1 


2 


53  +  14  =  4OV2  mni 


über  der  ünterstfltzungsfläche,  und  somit  ist 
das  Moment  des  Schwerpunkts  dieser  Fläche: 

Sj  02  =  40y .  13 .  53 
oder: 

SjCTj   =   27  904,5  (siehe  HUftrechn.  5). 

Der  Abstand  des  Schwerpunktsjm  Paral- 
leltrapez 6HLK  Ton  der  Kante  LK  beträgt 
nach  den  früher  erwiesenen  Schwerpunkts- 
bestimmungen: 

KL  +  2GH     32   __  54  +  26    ^ 
KL  +  GH    '3    —  54+13  '    3 

oder  nach  Hilfsrechnung  6  =  12,74. 

Beträgt  aber  die  Entfernung  des  Schwer- 
punkts Yom  Paralleltrapez  von  der  Kante 
KL  =  12,74  mm,  so  beträgt  der  Schwer- 
punktsabstand Ton  der  Kante  GH: 

32  —  12,74  =  19,26 
und  somit: 


oder: 


«y,  =  19,26  +  53+14 


(Tj  =  86,26 


und  mithin: 


Sj^a  =  86,26 


54+13 


•32 


oder: 


S3  ffj   =  92  472,06  (siehe  Hilfsrechn.  7) 

und  endlich  beträgt: 


oder: 


84(14  =  109-2- -54.21 


84^4  =    124173  (siehe  Hilfsrechn.  8). 

Folglich  ist  das  Gesamtdrehungsmoment: 

Sa  =   253663,56  (s.  HUfsrechn.  9j. 

Dividiert  man  dieses  Moment  durch  die 
Summe  der  Querschnittsflächen: 

14 .  93  +  13 .  53  +  32  .  33-^  +  54 .  21  =  4197 

(siehe  Hilfsrechn.  10) 
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12) 


13) 


(.  .  .  60,44 .  60,44 

=  75,6 
—  60,44 

16,5 .  46,5 

24176 
24176 
362640 

2325 
2790 
1860 

3652,9936 
-1-2162,25 

V57.15,!2436 
49 

2162,25 

14  815 
725 

15,16  mm 

150  9024 
9036 

32,82.0,01516 

19692 
3282 
16410 
3282 

- 

0,4975512 


80  erhält  man  den  Abstand  des  Gesamt- 
Schwerpunkts: 

258663,56 

^  =        4197 
oder : 

a  =  60,44  mm  (liehe  Hilf snchn.  11). 


Ans  äQ  und  OD  lässt  sich  d5  =  DU 
ermitteln,  denn  es  ist:  • 

DS  =V  60,44' +46,5' 
nnd  folglich: 


YÜ  =  DS  — OS 

Vü  =  V  60,44»  +  46,5«  —  60,44 


VU  =    15,16  mm  («.  Hllfireohn.  12) 


oder: 

oder: 

oder :         

Vü  =  0,01516  m 

Da  nun  der  Schwerpunkt  mit  einer  wage- 
recht im  Schwerpunkt  angreifenden  Kraft 
von  32,82  kg  um  0,01516  m  beim  Umwerfen 
gehoben  werden  muss,  so  beträgt  die  zu 
leistende  Arbeit  pro  1  m  Länge: 

A  =  32,82.0,01516 
oder : 

A  =   0,4975  mkg  (s.  Hilfsrechn.  18). 


cL  Ungelöste  Aufgaben. 


Aulgabe  193.  Ein  rechtwinklig  parallelepi-  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
pedisch  behauener  Eichenholzblock  von  2,65  m  gelösten  Aufgabe  180. 
Länge,  0,68  m  Breite,  0,52  m  Höhe  und  0,707 
spez.  Gewicht  ist  von  einer  horizontalen  Ebene 
unterstatzt.  Auf  wieviele  Arten  kann  derselbe 
aufliegen  und  um  seine  Kanten  gedreht  werden? 
Wie  gross  ist  in  jedem  einzelnen  Fall  die  sta- 
tische nnd  dynamische  Standfestigkeit? 


Aulgabe  194.  Wie  gross  ist  a)  die  statische, 
b)  die  dynamische  Stabilität  einer  geraden  regu- 
lären sechsseitigen  Pyramide,  wenn  eine  Kante 
der  Grundfläche  52  cm,  die  Höhe  2,48  m  be- 
trägt und  1  Kubikmeter  der  Masse  2700kg  wiegt? 


Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
gelösten  Aufgabe  181.  Die  reguläre  Sechsecks- 
fläche lässt  sich  leicht  nach  dem  pythag.  Lehr- 
satz als  auch  trigonometrisch  berechnen,  wenn 
man  dieselbe  vom  Mittelpunkt  aus  in  6  reguläre 
Dreiecke  zerlegt  und  auf  deren  Grundlinien  Lote 
gefällt  denkt. 


Aulgabe  195.  Wie  gross  ist  das  Stabilitäts- 
moment eines  Schornsteins  von  30  m  Höhe,  wel- 
cher an  seinem  unteren  Ende  2,1  m,  an  seinem 
oberen  Ende  1,2  m  Durchmesser  hat,  bei  einer 
Wandstärke  von  0,36  cm,  wenn  das  spez.  Ge- 
richt für  trockenes  Mauerwerk  von  Ziegel- 
steinen 1,47  ist? 


Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
gelösten  Aufgabe  182. 
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Aufgabe  19S.    Ein  SandBteinblock  (gpez.  Ge-       Andeutung.    Die  AaflAsuDi  erfolgt  analog  den 
wicht  =  2,64)  bestehe  aus  drei  rechtwinkligen  gelösten  Aufgaben  183  nnd  184. 
Parallelepipedon  mit  den  in  Fig.  216  angegebe- 
nen MaEBgrössen  in  cm,  während  seine  Ausdeb-  Fignr  216. 
nung  von  vorn  nach  hinten  50  cm  beträgt.    Wie 
gross  ist  seine  atatische  und  dynamische  Stabili- 
tät a)  in  Bezug  auf  die  von  vom  nach  hinten 
durch  A  gehende  wagerechte  Kante,  b).  in  Be- 
zug auf  die  Kante  Aß? 


Anlgabe  107.    Ein  Zinnblock  in  Form  einer  AndeNtung.    Die  AnflOsung  erfolgt  analog  der 

abgestumpften  Fjramide  von  regulärem  sechs-  gelösten  Aufgabe  185.    Der  Inhalt  der  regn- 

seitigem  Qaerschnitt  hat    an   der  Grundfläche  lären  Sechs ecksflächen  tässt  sich  nach  dem  pr- 

12  cm,  an  der  oberen  Fläche  9  cm  Kante  bei  thag.  Lehrsatz  oder  auch  auf  trigonometrischea 

30  cm  Hohe.    Wie   gross   ist   das    Stabilitäts-  Wege  finden,  wenn  man  dieselben  von  ihren 

moment,  wenn  die  Pyramide  Mittelpunkt  aus  in  6  reguläre  Dreiecke  zerleg 

a).  auf  der  grösseren  denkt    Uebrigens  sei  hier  bemerkt,  dass  dn 

h).                kleineren '  Flächeninhalt  eines  solchen  regulären  Dreiecks 

s      .    ..             ?i  1  "  1.1,  i        ..  !.■       j  von  der  Kante  a  F  ^  0.433a^  nnd  somit  der 

fc'cml^'ftJrg  wiegtT  '''"  """  "^"^  r^*  <»-  '««'"*'-  sUseckfläche  voo  der 
Äante  a  ^  ^  ^^^^^  ^^ 

betrogt. 


Anlgabe  198.  Eine  Mauer  von  dem  Qner-  Andeutung.  Die  Aaflösnng  erfolgt  analog  d 
schnitt  Fig.  213  habe  eine  untere  Breite  von  gelästen  Aufgaben  186  und  189. 
75  cm,  eine  obere  Breite  von  50  cm  bei  2'/*  J" 
Höhe.  Wie  gross  ist  die  Stabilität  auf  l  m 
Länge,  wenu  a)  die  linke,  b).  die  rechte  Seiten- 
kante alsKippkante  angesehen  wird  und  wenn  das 
spez.Gewicht  des  trockenen  Mauerwerks  =  l,6iBt? 


Aoigabe  199.    Eine  8  m  lange  Mauer  vi 
Querschnitt  Fig.  214  hat  eine  untere  Breite  v 
1  m  und  eine  obere  Breite  von  ßO  cm  bei  2,85  m 
Höhe.  Wie  gross  ist  bei  einem  spez.  Gewicht  des 
Mauerwerks  van  2,5  die  Stabilität  der  Mauer? 


Anig&be  200.  Ein  Engelabschnitt  aus  dich-  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  d« 
tem  Kalkstein  (spez.  GeYricht  =  2,7)  habe  eine  AnflSsungen  der  Aufgaben  190  nnd  191. 
HQhe  von  50  cm  bei  einem  Radius  von  38  cm 
und  liege  mit  seiner  Gnindflftche  auf  einer 
Horizontal eben&  Eine  im  Schwerpunkt  des- 
selben angreifende  Kraft  P  wirke  unter  einem 
Winkel  von  30°  gegen  den  Horizont  gerichtet 
auf  Umwerfen  des  Körpers. 

a).  Wie  gross  mUsste  eine  horizontal  wir- 
kende, im  Schwerpunkt  des  Körpers  angreifende 
Kraft  sein? 

b).  Wie  gross  ist  die  unter  einem  Winkel  von 
30*  angreifende  Kraft? 


Aufgaben  über  die  Standfestigkeit  der  KBrper. 


c).  Wie  hoch  muBB-  der  Schwerpunkt  gehoben 
werden,  ehe  er  senkrecht  über  die  Kippkante 
ta  liegen  kommt? 

dl.  Wie  grosH  ist  Qberbanpt  die  dynamisch« 

StabiUtlt? 


Anlgtbe301.  Ein  Heilenstein,  siehe  Fig.  217,  Andeulung.  Die  Auflösuiig  erfolgt  analog  der 
hat  zur  Basis  einen  pritmatiBchen  Unterbau  mit  gelQeten  Aufgabe  192,  indem  miiii  fikr  jedes  ein- 
regulftrir  sechsseitiger  Grundälche,  auf  welcher  zelne  Stttck  des  gegebenen  Köi  peis  <l<ts  UrehungG- 
ein  KegelBtumpf  riäit,  dessen  Grundfläche  von  moment  und  hieraus  den  Abstand  des  Schwer- 
einem  dem  Sechseck  des  Uoteibaus  einbescbrie-  punkts  des  gesamten  Körpers  berechnet.  Die 
beoen  Kreis  von  16  cm  Radius  gebildet  wird  Grundfläche  ergibt  sich  aus  dem  dem  Sechseck 
and  dessen  obere  Kreisfläche  12  cm  Badjus  hat.  einbeschriebenen  Kreis. 
Anf  der  oberen  FUcbe  dieses  Kegelstumpfs  ruht 

eine  Halbkugel  von  10  cm  Halbmesser.     Wie  Figur  217. 

gross  iit  s).  die  statische,  b).  die  dynamische 
Stabilität  dieses  Ksrpers,  wenn  die  Hohe  des 
wcbseckigen  Unterbaas  10  cm,  die  Ushe  des 
Kegelstumpfs  70  cm  und  das  spez.  Gewicht  des 
äondsteinkörpers  2,5  betrftgt? 
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11).  Von  den  einfachen  Maschinen  oder  mechanischen  Potenzen. 

a.  Ton  den  Maschinen  fiberhanpt. 

Frage  144.    Was  versteht  man  im  all- 
gemeinen unter  einer  Maschine  und  woraus 

ergibt   sich   die  Notwendigkeit   ihrer  An-  Antwort.    Fast  nie  können  die  mecha- 

wendung?  nischen  oder  physischen  Kräfte  in  der  Fomif 

Erkl.  19Ö.    Eine  Maschine  allein  kann  als  ^^  welcher  sie  in  der  Natur  auftreten,  di- 

tote  Masse  nach  dem  Gesetz  der  Trägheit  keine  'ckt  zur  Arbeitsleistung  angewandt  werden; 

mechanische  Arbeit  hervorbringen,  sondern  nur  fiberall  bedarf  es  erst  gewisser  Yorricbtun- 

eine  zweckmässige  Uebertragung  derjenigen  Ar-  gen,  um  die  Kraft  des  Wassers,  des  Windes, 

beitsgrösse  vermittehi,  welche  von  den  auf  die  des  Dampfes,  der  Elektricität,  der  ziehenden 

Maschine  einwirkenden  Kräften  ausgeübt  wird,  pferde  etc.  in  zweckmässige  Arbeit  umza- 

JitnJÄ    o^«  •l?^^''®^^  wandeln  und  durch  diese  Naturkräfte  die 

theoretischem  als  vielmehr  auf  praktischem  Wege  rr^^r^  j^„  iwr«.«o«u^«  „„  /.^«^«»a»  Q^uk. 
sehr  sinn-  und  kunstreiche  Maschinen  ausgeführt  ^^^^  /*«»  Menschen  zu  ersetzen.  Solche 
haben,  ist  uns  aus  ihren  Schriften,  vorzüglich  Vorrichtungen  nun,  durch  welche  der  An- 
aus  Vitruv's  oder  Vitruvius'  (eines  römischea  gnffspnnkt,  die  Richtung  oder  die  Grösse 
Architekten ,  welcher  in  den  Jahren  16—18  einer  Kraft  geändert  oder  eine  Arbeit  fiber- 
V.  Chr.  zehn  Bücher:  De  architectura  schrieb)  tragen  wird,  heisst  Maschine.  Oder  (nach 
10.  Buche  bekannt,  wo  eine  grosse  Anzahl  Redtefibacher):  Eine  Maschine  ist  eine  Ver- 
sehr zusammengesetzter  Maschinen  aufgezählt  bindung  widerstandsfähiger  Körper,  welche 

^Itutl  'o,?r  y.1f^*'T  Zeiten  und  wahr-  g^  eingerichtet  ist,  dass  durch  dieselbe  me- 
schemlich    auch    schon    lanee    vorher    allee-     i.     .    i.    xt  ^    i    «a.  «*•  ^         j      i  x 

mein  bekamit  waren.    Die  grossen  Steimnassen  chanische  Naturkräfte  genöügt  werden  kön- 
und  Säulen,  welche  die  Architekten  des  berühm-  nen,  unter  bestimmten  Bedingungen  zu  wirken, 
ten  Tempels  dAr  Diana  zu  Ephesus  aus  sehr  Diese  Wirkung  besteht  gewöhnlich  in  der 
entfernten  Steinbrüchen  holen  Hessen,  die  noch  Ueberwindung  eines  Widerstands  oder  einer 
grösseren  Lasten,  welche  die  alten  Aegypter  zur  Last  Q,  erzeugt  durch  eine  Kraft  P. 
Errichtung  ihrer  Pyramiden  auf  so  bedeutende 
Höhen  zu  bringen  wussten,  die  kolossalen  Ge- 
bäude der  Römer,  ihre  Porticus  oder  Säulen- 
hallen, Bäder  und  Wasserleitungen,  deren  weit- 
gespannte Bogen  über  Thäler  und  Flüsse  weg- 
setzten, diese  und  soviele  andere  Denkmäler  des 
Altertums  sind  uns  hinlängliche  Zeugnisse,  dass 
die  eigentliche  Instrumental-Mechanik  schon  in 
frühen  Zeiten  zu  einer  grossen  Vollkommenheit 
gebracht  sein  musste. 

Frage  145.     Wieviel  Hauptteile  lassen 
sich  an  jeder  Maschine  unterscheiden  und       Antwort.   An  jeder  solcher  Vorrichtung, 
welchen  Zweck  erfüllt  jeder  dieser  Teile?  die    nach    obiger    Erklärung    den    Namen 

„Maschine"  verdient,  lassen  sich  drei  Teile, 
jeder  einen  besonderen  Zweck  erfflliend, 
unterscheiden:  der  erste  nimmt  die  Einwir- 
kung der  Naturkraft  so  vollständig  als  mög- 
lich auf,  weshalb  er  nach  der  Natur  der 
letzteren  gebaut  sein  muss;  der  zweite  hat 
sie  auf  bestimmte  Weise  umzuwandeln,  was 
auf  verschiedenem  Wege  geschehen  kann; 
der  dritte  endlich  verrichtet  die  beabsich- 
tigte Arbeit  und  muss  auf  die  Beschaffen- 
heit dieser  berechnet  sein.  Bald  sind  diese 
drei  Teile,  wie  in  den  meisten  Handwerks- 
zeugen, höchst  einfach  und  in  einen  Körper 
vereinigt,  bald  hingegen  bestehen  sie  selbst 
wieder  aus  einer  Reihe  mit-  und  nacheinander 
wirkender  Teile.    Auch  im  letzteren  Fall 
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kann  aber  jeder  solcher  Teil  als  eine  ein- 
fache Maschine  betrachtet  werden,  wel- 
che von  der  einen  Seite  die  Wirkung  eines 
frtlheren  bewegenden  Teils  empf&ngt,  nach 
der  andern  sie  an  einen  folgenden  wider- 
stehenden Teil  abgibt. 


Frage  146.    Wievielfacher  Art  sind  die 
von  einer  Maschine  za  überwindenden  Wider-       Antwort.     Die  von   einer  Maschine  zu 
stände  und  was  versteht  man  unter  Nutz-   aberwindenden  Widerstände  sind  teils  solche, 
leistnng  und  Nebenleistung  einer  in  deren  Ueberwindung  eben  die  eigentliche 
Maschine?  Arbeit  und  Aufgabe,  der  Zweck  der  Ma- 

schine besteht  (ntttzliche  Widerstände), 
teils  solche,  welche  bei  der  Thätigkeit  der 
Maschine  durch  die  Reibung,  durch  die 
Steifigkeit  der  Seile  und  durch  den  Wider- 
stand des  umgebenden  Mittels  unvermeid- 
lich sich  einstellen  (schädliche  Wider- 
stände). Die  Nutzleistung  einer  Maschine 
besteht  in  der  Ueberwindung  der  ntttzlichen 
Widerstände,  die  Nebenleistung  der  Ma- 
schine in  der  Ueberwindung  der  schädlichen 
Widerstände. 


Frage  147.    Um  eine  klare  und  richtige 
Vorstellung  von   den   Wirkungen    ei^er       Antwort.    Um  eine  klare   und  richtige 
Maschine  zu  bekommen,  sind  welche  Funda-  Vorstellung  von  den  oft  angestaunten  Wir- 
mentalsätze der  Mechanik  zu  wissen  nötig?  kungen    einer    Maschine    zu    bekommen, 

merke  man  sich  folgende  Fundamentalsätze 

der  Mechanik: 

1).  Eine  Maschine  kann  nur  Arbeit 

-  ^,   --.-    ^.  ,,    .,  „      «       leisten,  wenn  sie  vorher  solche  em- 

toU.  196.  Die  so  zahlreich  angesteUtenVer-  pfangen  hat  (siehe  Erkl.  195). 

r^Sr'a^/'Sl!.  TrfiZ^^^  2).  Da  die  von  der  bewegenden  Kraft  auf 

beronen  aai    der   imgen   Voraussetzung,    als    ..    ««      i.      jm.%^    a.  a  u  «j.     i  •  u  j 

könne  man  mehrere  einfache  Mascbinenlo  ver-  ^le  Maschine  übertragene  Arbeit  gleich  der 
binden,  dass  ein  erster  Teil  die  in  ihm  vor-  Summe  der  Arbeiten  der  Widerstände  ist, 
handene  Kraft  unvermindert  auf  einen  zweiten,  so  ist  die  nützliche  Arbeit  (der  Nutz- 
dieser  ebenso  auf  einen  dritten  etc.  und  endlich  effekt)  einer  Maschine  stets  kleiner, 
der  letzte  wieder  auf  den  ersten  übertragen.       als   die    der    bewegenden   Kraft.     £s 

kann  also   wohl   eine   anfangs   vorhandene 
Kraft  übertragen  werden  und  andere  For- 
men annehmen,  aber  sie  kann  sich  niemals 
^^\^V\i  ^8*  ^«?^*^  ^^^.  Maschine  80  vermehren  oder  neue  Kraft  aus  sich  selbst 
eingerichtet,  dasB  die  Last  nur  einen  sehr  klei-   erzeugen,  und  es  ist  deshalb  unmöglich,  ein 
nen,  die  Kraft  aber  einen  grossen  Weg  zurück-   ^**^"ö^"»  /^,  «v«««,«»  **,  .  ' 

legt,  80  muBs  auch  die  Kraft  P  in  demselben  Perpetuum  mobile,  d.  i.  eine  Maschine  zu 
Verhältnis  sehr  klein  gegen  die  Last  Q  sein,  konstruieren,  die,  einmal  m  Gang  gesetzt, 
und  man  kann  demnach  durch  eine  solche  Ma-  ohne  Zuführung  von  äusseren  Kräften  in 
schine  mit  einer  sehr  kleinen  Kraft  eine  sehr   Ewigkeit  fortgeht. 

grosse  Last  überwinden.  Nur  muss  die  Kraft  3).  Die  Arbeit  der  Kraft  ist  gleich 
einen  langen  Weg  zurücklegen,  während  die  der  Arbeit  der  Last,  d.  h.  das  Produkt 
Last  sich  wenig  fortbewegt.  aus  Kraft  mal  Kraftweg  ist  gleich  dem  Pro- 

dukt aus  Last  mal  Lastweg,  wenn  die  Ma- 
schine ungestört  und  mit  unveränderter  Ge- 
schwindigkeit arbeitet,  d.  h.  wenn  dieselbe 
im  Gleichgewicht  ist.    Bezeichnet  man  den 
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Kraftweg  mit  S,  den  Lastweg  mit  8,  so  ist 
PS  =  Q5,  woraus  sich  ergibt,  dass  P:Q  = 
s:S,  d.  b.  die  Kraft  verhält  sich  zur  Last 
wie  der  Lastweg  zum  Kraftweg. 

Daraus  folgt  die  goldene  Regel  der 
Mechanik: 

Soviel  durch  eine  Maschine  anKraft 
gewonnen  wird,  ebensoviel  geht  an 
Weg  oder  Zeit  verloren. 

Da  die  Wege  von  Kraft  und  Last  in  glei- 
chen Zeiten  zurückgelegt  werden,  so  kann 
man  das  vorstehende  Gesetz  auch  so  aus- 
drücken: 

Die  Geschwindigkeiten  von  Kraft 
und  Last  verhalten  sich  umgekehrt 
wie  ihre  Massen  oder  Gewichte. 


Frage  148.     Wodurch  wird  man  in  den 
Stand  gesetzt,  die  Leistung  irgend  einer  zu-       Antwort.    Um  die  Leistung  irgend  einer 
«ammengesetzten  Maschine  zu  berechnen?  zusammengesetzten  Maschine,  nämlich  das 

Verhältnis  der  bewegenden  Kraft  zu  der 
bewegten  Last  berechnen  zu  können,  ist 
es  nötig,  dass  man  vorerst  die  Wirkung  der 
einzelnen  Teile  kennen  lernt,  ans  denen  die 
Maschine  zusammengesetzt  ist. 


Frage  149.     Was   versteht  man  unter 
Elementarmaschinen   oder  mechani*       Antwort.    So  ungeheuer  mannigfaltig  die 
flehen  Potenzen?  für  das  praktische  Leben  hergestellten  Ma- 

schinen auch  sein  mögen,  so  einfach  sind 
die  Teile,  aus  denen  sie  zusammengesetzt 
sind.  Diese  zu  einer  Maschine  verbundenen 
Teile  nennt  man  Elementarmaschinen, 
mechanische  Potenzen  oder  mecha- 
nische Elemente. 


Frage  160.    AVclches  sind  die  mechani- 
schen Elemente  oder  einfachen  Maschinen  Antwort.    Nach  der  Art  ihrer  Bewegung 
und  wie  gruppiert  man  dieselben?  unterscheidet  man  einfache  Maschinen  mit 

ip«vi   loö     Qf-nr.«  .r^«/N^r«n«  cj«/!  r,„^  A^r-  drehender  und  solche  mit  fortschrei- 

ErkL  198.    btreng  genommen  smd  nur  der  ^^^  j«„  -Dä««««««      «7«  ^««   »*«««*^n   „« 

Hebel  und  die  schiefe  Ebene  eigentliche  Bender  Bewegung.    Zu  den  ersteren  ge- 

Maschinenelemente,  denn  die  Eigenschaften  des  hören : 

Wellrads  und  der  Rolle  ergeben  sich  ganz  aus  der  Hebel,  die  Rolle  und  das  Wellrad, 

den  für  den  Hebel  gültigen  mechanischen  6e-  und  zu  den  letzteren: 

setzen,  da  diese  Maschinen  nur  eigentümliche  die  schiefe  Ebene,  der  Keil  und  die 

Formen  des  Hebels  sind.    Ebenso  lassen  sich  Schraube. 

Keil  und  Schraube  ganz  auf  die  schiefe  Ebene 

zurückführen. 


Anmerkung  5.  Bei  den  nachfolgenden  Auseinandersetzungen  der  bei  den  sechs  Ele- 
mentarmaschinen gültigen  Gesetze  bleiben  zunächst  die  Bewegungshindemisse  oder  schäd- 
lichen Widerstände  unberücksichtigt  und  es  kommen  nur  Last  und  Kraft  nebst  ihren 
Wegen  insoweit  in  Betracht,  als  für  den  Gleichgewichtszustand  der  Maschinen  nötig  ist, 
weil  man  nur  die  nötigen  Bedingungen  für  das  Eintreten  dieses  Zustands  zu  kennen 
braucht,  um  durch  einen  geringen  Mehraufwand  von  Kraft  etc.  die  gewünschte  Be- 
wegung zu  erzeugen.  


Der  Hebel. 
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b.  Der  Hebel. 


Frage  161.  Was  ist  ein  Hebel,  wozu 
dient  derselbe  gewöhDlich  und  welches  sind 
die  bemerkenswerten  Punkte  an  demselben? 

Erkl.  199.  Hebel  heisst  im  allgemeinsten 
Sinn  des  Worts  jede  gerade  oder  krumme  Linie, 
jede  gegebene  Fl&che  und  jeder  willkürlich  ge- 
staltete Körper,  wenn  man  bei  ihnen  einen  festen 
Punkt  annehmen  kann,  um  welchen  sie  durch 
eine  Kraft  oder  durch  mehrere  auf  willkürliche 
Angriffspunkte  wirkende  Kräfte  gedreht  werden 
können.  Der  Begriff  des  Hebels  wird  selbst 
durch  die  Bewegung  des  festen  Punkts  nicht 
aufgehoben,  wie  denn  z.  B.  namentlich  die  Ge- 
setze des  Hebels  bei  dem  Gliederbau  der  Men- 
schen und  Tiere  auch  bei  deren  Bewegungen 
noch  in  Betracht  kommen.  Um  aber  dieses 
vielseitige  Ganze  unter  einen  gemeinsamen  Be- 
srriff  zu  yereinigen,  unterscheidet  man  den 
mathematischen  und  den  physischen 
Hebel,  konstruiert  die  Gesetze  an  dem  ersteren 
luid  wendet  sie  dann  auf  den  letzteren  an. 


Antwort.  In  seiner  einfachsten  Form  ist 
der  Hebel  eine  anbiegsame,  meist  gerade, 
zuweilen  aber  auch  gekrümmte  oder  knie- 
förmig  gebogene  Stange,  welche  an  irgend 
einem  Pnnkt,  dem  Umdrehnngs-  oder 
Unterstfltznngspnnkt  auf  einer  Unterlage 
oder  Stütze  so  anfliegt,  dass  sie  sich  um 
denselben  drehen  kann,  und  auf  welche  an 
verschiedenen  Punkten  ausserhalb  des  Rahe- 
pnnkts  zwei  oder  mehrere  Kräfte  wirken. 
Gewöhnlich  wird  mit  Hilfe  des  Hebels  eine 
grössere  Kraft,  welche  als  Widerstand  oder 
als  zn  fördernde  Last  erscheint,  durch  eine 
kleinere  Triebkraft,  z.  B.  die  Muskelkraft 
der  Menschen  und  Tiere,  überwältigt;  die 
erstere  bezeichnet  man  deshalb  durchweg 
als  die  Last  =  Q,  die  letztere  als  die  Kraft 
=  P.  Der  Pnnkt,  an  welchem  beim  Hebel 
die  Last  angreift,  heisst  der  passive  oder 
Druckpunkt,  der  Pnnkt,  an  welchem  die 
Kraft  angreift,  ist  der  Angriffs-  oder  aktive 
Punkt,  während  der  Pnnkt,  wo  der  Hebel 
anfliegt  oder  unterstützt  wird,  Rnhepnnkt, 
Stützpunkt,  Drehpunkt,  fester  Pnnkt  oder 
Hypomochlion  (vom  griech.  mochlös  =  der 
Hebel)  genannt  wird. 


Frage  152.  Nach  der  gegenseitigen  Lage 
der  vorerwähnten  drei  Hebelpnnkte  unter- 
scheidet man  welche  Arten  von  Hebeln? 


Figur  218. 
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Antvirort.  Je  nach  der  gegenseitigen  Lage 
der  drei  Hebelpunkte  unterscheidet  man  den 
einarmigen  Hebel  (Fig.  218),  bei  welchem 
der  Stützpunkt  c  an  einem  Endpunkt  des 
Hebels  liegt,  mithin  die  Last  Q  und  die 
Kraft  P  nur  auf  der  einen  Seite  desselben 
wirken,  und  den  zweiarmigen  Hebel  (Fig. 
219),  bei  welchem  der  Stützpunkt  c  zwi- 
schen den  Angriffspunkten  von  Kraft  und 
Last  liegt,  folglich  Kraft  und  Last  auf  den 
entgegengesetzten  Seiten  des  Stützpunkts 
wirken. 


Figur  219. 
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Frage  163.    Welche  zwei  Fälle  lassen 
sich  am  einarmigen  Hebel  in  Bezug  auf  die       Antwort.     Bei  dem  einarmigen   Hebel 
Lage  der  Angriffspunkte  von  Kraft  und  Last  liegt  der  Widerstand  oder  die  Last  Q  ent- 
unterscheiden? weder  zwischen  der  Stfltze  c  und  dem  An- 
griffspunkt a  der  Kraft,  wie  in  Fig.  219, 
oder  die  Kraft  wirkt  zwischen  dem  Ruhe- 
punkt  c  und  dem  Angriffspunkt  der  Last 
Figur  220.                             ^g  pjg  220).    Im  letzteren  Fall  erspart  man 

nichts  an  Kraft,  wohl  aber  am  Weg,  indem 
die  Kraft  beim  Durchlaufen  eines  verhält- 
nismässig kurzen  Wegs  dem  Angriffspunkt 
des  Widerstands  eine  schnelle  Bewegung  er- 
teilt, wie  es  z.  B.  der  Fall  ist  beim  Tritt- 
brett der  Nähmaschine,  der  Drehbank,  des 
Schleifsteins  u.  s.  w.  Ist  die  Entfernung  ae 
(Fig.  220)  beispielsweise  die  Hälfte  von  hc, 
so  beschreibt  die  Kraft  P  in  derselben  Zeit 
auch  nur  den  halben  Weg  wie  die  Last  Q, 
und  letztere  bewegt  sich  also  doppelt  so 
schnell  als  die  Kraft. 


Frage  164.  In  Anbetracht  der  Autworten 
auf  die  beiden  vorhergehenden  Fragen  unter-       Antwort.    In  Anbetracht  der  Antworten 
scheidet  man  wieviele  und  welche  Hebel-  auf  die  beiden  vorhergehenden  Fragen  gibt 
arten?  es  drei  Arten  von  Hebeln : 

1).  Zweiarmige  Hebel,  bei  denen  die 
Stütze  zwischen  Kraft  und  Last  liegt,  wie 
bei  der  Krämerwage,  der  Schnellwage,  der 
Schere  und  Zange,  dem  Schlagbaum,   der 
Klaviertaste,   dem  Pumpenschwengel,   dem 
'  Schaukelbrett,   dem  Balancier  der  Dampf- 
maschine, der  Hebe-  und  Brechstange,  so- 
bald letztere  von  der  Last  untersttitzt  sind. 
2).   Druckhebel,   bei  denen  die   Last 
oder  der  Widerstand  zwischen  dem  Stütz- 
punkt und  dem  Angriffspunkt  der  Kraft  liegt 
(Fig.  219),  wie  z.  B.  bei  den  unter  die  Last 
geschobenen  und  hinter  derselben  aufgesetz- 
ten Hebe-  und  Brechstangen,  bei  allen  Mes- 
sern, Schreib-  und  Zeichenwerkzengen,  bei 
Schlüsseln,  Bohrern  und  Korkziehern,  wel- 
che ihren  Stützpunkt  in  der  Achse  haben, 
während  der  Bart  oder  die   Schneide   den 
Hebelarm  der  Last,  der  Griff  den  Hebel- 
arm der  Kraft  bildet.    Es  gehören  femer 
hierher  die  an  dem  einen  Ende  befestigten 
Zucker-  und  Brotscheren,   die  Stroh-   und 
Tabakschneiden,  die  Zitronen-  und  Kartoffel- 
presse, die  Ruder  von  Booten,  deren  Stütz- 
punkt als  im  Wasser  befindlich  anzunehmen 
ist,   die   Schiebkarre,   die   Bremshebel  an 
Hebemaschinen,  die  Leithebel  an  Lokomo- 
tiven, die  Bewegungshebel  an  Greleisekreu- 
zungen,  Kurbeln,  Hammer,  Schaufel,  Stimm- 
hammer,  Sense   und  Sicherheitsventile  an 
Dampfkesseln.     Der   eiserne   Nussknacker, 
die  Feuerzange  und  die  Pincette  sind  aas 
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PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  tou  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Anfgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik  ^  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brtteken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstruktiren  Zeiehnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUstindig 
gelfoter  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklämngen  nebst  Angabe  und  Entwiokelnng  der 
benntaten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewrandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSst^n  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  L9snngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsrerzeieh- 
nis,  Beriehtignngen  und  erläuternde  Erklämngen  Aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematLsch-naturwissen- 
Bchaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realsehnlen  I.  nnd  II*  Ord.,  gleieh- 
bereehtlgten  hdheren  Bfirgersehnlen,  Priratschnlen,  Gjmnaslen,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien,  Sohnllehrer  -  Seminaren,  Polyteehniken,  Techniken,  Bangewerkschnlen, 
Gewerbesehnlen,  Handelssehnlen,  teehn.  Yorbereitnngsschnlen  aller  Arten,  ge werbliehe 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissensehaftsschnlen, 
Militärsehnlen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Ei^Jährig-Frei^ 
vrillige-  nnd  Olfliiers-Examen,  etc. 

Die  Sehttler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Sehritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der^ 
jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Präfhngren  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soU  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Anfliteen  von  Anfgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Begeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  nnd  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Terständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Arehitekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  AnffHschnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  pralctisehen  in  allen  Bemfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stattgart.  Die  Terlagshandlung« 
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Figur  221, 


je  2  einarmigen  Hebeln  mit  einem  gemein- 
samen Drehpnnkt  zusammengesetzt. 

3).  Warfhebel,  bei  denen  die  Kraft 
zwischen  dem  Stützpunkt  und  der  Last  wirkt 
(wie  Fig.  220),  und  welche  Hebel  bei  fast 
allen  unseren  Eraftäusserungen,  sowie  bei 
den  meisten  Muskelbewegungen  der  Tiere 
vorkommen,  indem  die  Muskeln,  durch  wel- 
che die  Knochen  in  ihren  Gelenken  gedreht 
werden,  dem  Drehungspunkt  viel  näher  liegen 
als  dem  Schwerpunkt  der  zu  erhebenden 
Last.  So  wirkt  beim  Arm  des  Menschen 
(Fig.  221)  die  Kraft  P  mittels  des  Muskels 
M  ganz  nahe  am  Stützpunkt  c  und  erteilt 
daher  der  weit- entfernten  Last  Q  eine  grosse 
Bewegung.  Dreschflegel  und  Schleuder,  so- 
wie der  Tritt  an  der  Drehbank,  dem  Schleif- 
stein u.  dergl.  sind  ebenfalls  Wurfhebel. 
Auch  die  zweiarmigen  Hebel  lassen  sich  in 
Druck-  und  Wurfhebel  unterscheiden;  bei 
ersteren  liegt  immer  der  Unterstützungs- 
punkt mehr  der  Last,  bei  letzteren  mehr 
der  Kraft  genähert. 


Frage  156.  Wie  nennt  man  bei  allen 
Hebeln  die  senkrechten  Entfernungen  der 
Kraft  und  Last  vom  Drehpunkt? 


Antwort.  Die  senkrechten  Entfernungen 
der  Kraft  und  Last  vom  Drehpunkt  nennt 
man  Hebelarme,  und  zwar  ist  dieses  Wort 
hier  in  physischem  Sinn  zu  nehmen  und 
nicht  in  der  mathematischen  Bedeutung,  wie 
es  bereits  bei  den  statischen  Momenten  Er- 
wähnung fand  und  wonach  jeder  Hebel  so- 
viel Arme  hat,  als  Kräfte  an  demselben 
wirken. 


Frage  1Ö6.  Was  versteht  man  unter 
einem  mathematischen,  und  was  unter 
einem  physischen  Hebel? 

Figur  222. 


f 


I 


i 


Antwort.  Denkt  man  sich  die  Hebel- 
arme vom  Drehpunkt  bis  zu  den  Angriffs- 
punkten als  gewichtslose  Linien,  so  hat  man 
einen  mathematischen  Hebel;  im  Gegen« 
satz  dazu  nennt  man  den  aus  einem  starren 
KOrper  bestehenden  Hebel  einen  physi- 
schen Hebel,  und  in  diesem  Sinn  ist  der 
zweiarmige  Hebel  entweder  gleicharmig, 
wenn  der  Stützpunkt  c  in  der  Mitte  zwi- 
schen Kraft  und  Last  liegt  (Fig.  222) ,  wie 
der  Balken  einer  jeden  Schal  wage,  oder 
un gleicharmig,  wenn  Kraft  und  Last  un- 
gleichweit vom  Stützpunkt  entfernt  sind 
(Fig.  219),  wie  beim  Schlagbaum,  den 
meisten  Scheren  und  Zangen,  der  römischen 
Schnellwage  u.  a.  m. 
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Frage   157.     Was  versteht  man 
einem  Winkelhebel? 

Figur  223. 


j<'- 
ft 


unter 


Antwort.  Hat  der  zweiarmige  Hebel  die 
Gestalt  eines  Winkels  oder  Knies  (Fig.  223), 
dessen  Spitze  der  Rnhepunkt  ist,  so  heisst 
er  ein  gebrochener  oder  Winkelhebel, 
wie  er  im  grossen  als  Konstkreoz  f&r  die 
Bergwerkspampen  und  im  kleinen  bei  Klin- 
gelzttgen  und  Thürklinken  im  Gebrauch  ist. 


Frage   158.     Was  sind   zusammenge- 
setzte Hebel? 


Antwort.  Zusammengesetzte  Hebel 
sind  maschinelle  Vorrichtungen,  die  zwei 
oder  mehr  Hebel  in  sich  vereinigen.  So 
sind  Schere  und  Zange  doppelte  zwei- 
armige Hebel ,  die  ihren  gemeinschaftli- 
chen Dreh-  oder  Unterstützungspunkt  an  der 
Stelle  haben,  wo  der  sie  vereinigende  Stift 
hindurchgeht;  die  Kamm-  und  Stirnräder, 
die  Getriebe  u.  dergl.  sind  ebenfalls  mehr- 
fach zusammengesetzte  Hebel. 


Frage  159.  Unter  welchen  Bedingungen 
herrscht  an  jedem  Hebel  Gleichgewicht? 

Erkl.  200.  In  der  Theorie  des  Hebels  wird 
bloss  die  Frage  erörtert,  unter  welchen  Um- 
ständen hält  die  Kraft  P  der  Last  Q  das  Gleich- 
gewicht, wie  gross  müssen  demnach  Kraft  und 
Last  sein,  damit  keine  Drehung  stattfinde?  Bei 
der  praktischen  Benutzung  des  Hebels  findet 
allerdings  meist  eine  Drehung  statt,  indem  die 
Kraft  im  Siim  ihrer  Richtung  den  Angriffspunkt 
bewegt  und  dadurch,  was  bezweckt  werden  soll, 
die  Last  oder  den  Widerstand  aus  seiner  Lage 
verrückt.  Es  genügt  jedoch  vollständig,  die 
Bedingung  des  Gleichgewichts  zu  bestimmen, 
wobei  keine  Bewegung  stattfindet;  denn  sobald 
dann  die  Kraft  oder  Last  nur  äusserst  wenig 
zunimmt,  so  wird  in  der  entsprechenden  Kich- 
tung  der  Hebel  sich  bewegen. 

Erkl.  201.  Dieser  in  nebenstehender  Ant- 
wort enthaltene  Hauptgrundsatz  beim  Hebel, 
also  bei  der  vorzüglichsten  Fundamentalmaschine, 
ist  in  der  gesamten  Mechanik  von  grösster  Wich- 
tigkeit und  war  schon  in  den  ältesten  Zeiten 
bekannt.  Archimedes  aus  Syrakus  (der  grösste 
Mathematiker  und  Physiker  des  Altertums,  geb. 
287,  t  212  V.  Chr.)  bezog  denselben  auf  Flächen, 
welche  durch  verschiedene  Kräfte  in  ungleichen 
Abständen  von  einem  gegebenen  Punkt  um  letz- 
teren gedreht  werden  sollen,  verband  ihn  mit 
der  Lehre  vom  Schwerpunkt  und  setzte  ihn 
eigentlich  als  Axiom  ohne  Beweis  voraus.  Wenn 
es  nämlich  gleich  im  ersten  Satz  heisst :  „Gleich 


Antwort.  Nach  Archimedes  ist  die  Be- 
dingung des  Gleichgewichts,  dass  sich  die 
am  Hebel  wirkenden  Kräfte  umge- 
kehrt verhalten  müssen  wie  ihre  He- 
belarme, oder  was  dasselbe  besagt,  dass 
die  Produkte  von  Kraft  und  Last  mit 
ihren  betreffenden  Hebelarmen 
gleich  sein  müssen.  Da  man  nun,  wie 
schon  früher  bemerkt  wurde,  das  Produkt 
aus  einer  Kraft  und  ihrem  Hebelarm  das 
statische  Moment  der  betreffenden  Kraft 
nennt,  so  halten  sich  also  am  Hebel 
Kraft  und  Last  das  Gleichgewicht, 
wenn  ihre  statischen  Momente  gleich 
sind. 

Pi?  =  «ff 
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schwere  Grössen  in  gleichen  Entfernungen  wir- 
kend, sind  im  Gleichgewicht",  so  gehört  dieses 
mit  Recht  unter  die  Voraussetzungen.  In  der 
Folge  ist  dann  die  Art  des  archimedischen  Be- 
weises eine  indirekte,  indem  er  zeigt,  dass  der 
Satz  gültig  sein  müsse,  weil  kein  Grund  zu  einer 
Bewegung  vorhanden  sei,  diese  daher  auch  nicht 
eintreten  könne,  mithin  der  Zustand  der  Ruhe 
erzeugt  werde. 

Cartesius  suchte  einen  andern  Beweis  für  das 
allgemeine  Gesetz  des  Hebels  und  fand  diesen 
in  seinem  allgemeinen  statischen  Grund- 
satz, dass  nämlich  das  wahre  Vermögen 
eiaer  bewegenden  Kraft  dem  Produkt 
der  bewegten  Masse  in  ihre  Ge- 
schwindigkeit gleich  sei.  Dieser  höchst 
fruchtbare  Satz,  den  die  Anhänger  des 
Cartesius  in  der  Mechanik  für  gleich 
wichtig  hielten  wie  den  pythagoreischen 
Lehrsatz  in  der  Geometrie,  beweist  das 
Gesetz  des  Hebels  sehr  einfach: 

Ist  nämlich  der  Hebel  a  b  (s.  Fig.  224) 
mit  den  beiden  ungleichen  Gewichten  P 
und  p  im  Gleichgewicht  und  wird  er  in 
die  Lage  a  ß  gebracht,  so  verhalten  sich 
die  bewegten  Massen  wie  P:/>;  die  Ge- 
schwindigkeiten aber  wie  die  durchlaufe- 
nen Räume  oder  wie  die  Bogen  aa:bß.  Da 
diese  Bogen  aber  gleichen  Winkeln  zugehören, 
so  verhalten  sie  sich  wie  die  Halbmesser  acibc. 
Nach  dem  Gesetz  des  Cartesius  also  verhalten 
sich  die  Kräfte,  womit  sich  P  und  p  bewegen,  wie : 


und  wenn 
so  folgt: 


T .ac : p .bc 
P  :p  =r  bciac 
P.  ac  =  p.bc 


oder  die  bewegenden  Kräfte  sind  einander  gleich, 
streben  aber,  den  Hebel  nach  entgegengesetzten 
Seiten  zu  drehen  und  müssen  also  nach  dem 
allgemeinen  Gesetz  des  Gleichgewichts  in  Ruhe 
bleiben. 

Newton  betrat  einen  ganz  entgegengesetzten 
Weg  rücksichtlich  der  Begründung  des  ersten 
Grandsatzes  der  Mechanik,  indem  er  das  Gesetz 
des  Gleichgewichts  am  Hebel  auf  das  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  zurückführte.  Andere  Ge- 
lehrte dagegen  blieben  der  von  Archimedes  be- 
folgten Methode  getreu,  wonach  das  Gesetz  des 
Hebels  als  Grundlage  der  gesamten  Mechanik 
erscheint.  Hiernach  ist  die  Sache  zwar  ein- 
facher und  auf  elementare  Weise  leicht  und 
klar  darstellbar,  zugleich  aber  wird  ein  strenger 
Beweis  dieses  Gesetzes  unumgänglich  nötig.  Um 
diesen  Beweis  hat  sich  neben  andern  Gelehrten 
besonders  Kästner  verdient  gemacht,  welcher 
demselben  folgende  zwei  Grundsätze  oder  Axiome 
zugrunde  legte: 

1).  Zwei  gleiche  Gewichte  am  gleicharmigen 
Hebel  in  gleichen  Entfernungen  vom  Ruhepunkt 
müssen  im  Gleichgewicht  sein,  weil  auf  keiner 
Seite  eine  Ursache  der  Bewegung  stattfindet. 


.  Figur   224. 


Figur  225, 
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2).  Die  beiden  Gewichte  P  und  P^  drücken 
auf  den  Stützpunkt  mit  einer  Kraft,  welche  der 
Summe  ihrer  Gewichte  gleich  ist,  und  wenn 
man  daher  im  Mittelpunkt  des  Hebels  eine  die- 
ser Summe  gleiche  aufwärts  wirkende  Kraft 
anbringt,  so  müssen  die  entgegengesetzten  Kräfte 
PP^  und  (P+Pi)  miteinander  im  Gleichgewicht 
sein. 

Die  Beweisführung  ist  dann  folgende: 

a).  Am  gleicharmigen  Hebel  sind  die  beiden 
gleichen  Gewichte  P  und  P^  nach  Axiom  1)  im 
Gleichgewicht,  wenn  die  Entfernung: 

ac  =  bc 

ist  (siehe  Fig.  225). 

b).  Da  nach  Axiom  2)  das  Gleichgewicht  noch 
fortdauern  muss,  wenn  man  in  c,  siehe  Fig.  226, 
eine  Kraft  =  2  P  aufwärts  wirken  lässt ,  so 
muss  dieses  auch  dann  noch  stattfinden,  wenn 
man  P  wegnimmt,  den  Hebel  aber  in  a  so  be- 
festigt, dass  er  um  diesen  Punkt  gedreht  werden 
kann.  Hiemach  ist  aber  am  einarmigen  Hebel 
das  einfache  Gewicht  in  doppelter  Entfernung 
mit  dem  doppelten  Gewicht  in  einfacher  Ent- 
fernung im  Gleichgewicht. 

c).  Wird  der  eben  beschriebene  Hebel  so  ver- 
ändert, dass  man  ihn  bis  nach  d  (s.  Fig.  227) 
verlängert,  hier  mit  2P  beschwert  und  damit 
zugleich  2P  in  c  ins  Gleichgewicht  bringt,  so 
muss  nach  Axiom  1)  das  Gleichgewicht  fort- 
dauern, und  dieses  wird  auch  dann  der  Fall 
sein,  wenn  man  die  beiden  entgegengesetzten 
lüräfte  in  c  weglässt,  wonach  also  auch  am 
zweiarmigen  Hebel  das  einfache  Gewicht  in  dop- 
pelter Entfernung  mit  dem  doppelten  in  ein- 
facher Entfernung  ins  Gleichgewicht  kommt. 

d).  Gibt  man  dem  nebenbeschriebenen  Hebel 
statt  der  festen  Unterstützung  bei  a  ein  Gegen- 
gewicht (s.  Fig.  228),  welches  der  Summe  beider 
Gewichte  gleich  ist,  nimmt  vom  Ende  d  das 
Gewicht  2P  weg  und  macht  dieses  unbeweg- 
lich, so  muss  beim  einarmigen  Hebel  das  Gleich- 
gewicht nach  Axiom  2)  abermals  hergestellt  sein. 

e).  Verlängert  man  diesen  Hebel  bis  c  (siehe 
Fig.  229)  und  beschwert  ihn  durch  die  gleichen 
herabhängenden  Gewichte  =  3P,  so  muss  das 
Gleichgewicht  nach  Axiom  1)  wieder  hergestellt 
sein  und  also  auch  für  den  doppelarmigen  Hebel 
nach  Wegnahme  der  einander  entgegengesetzt 
wirkenden  Gewichte  noch  stattfinden,  so  dass 
also  auch  hierbei  das  dreifache  Gewicht  in  ein- 
facher Entfernung  dem  einfachen  in  dreifacher 
Entfernung  vom  Stützpunkt  das  Gleichgewicht 
hält. 

f).  Auf  diese  Weise  gelangt  man  durch  stete 
Verlängerung  des  Hebelarms  und  Vermehrung 
der  Gewichte  um  die  anfängliche  Einheit  zu 
dem  Satz,  dass  für  beide  Arten  des  Hebels  das 
einfache  Gewicht  in  der  n  fachen  Entfernung 
dem  n  fachen  Gewicht  in  der  einfachen  Ent- 
fernung das  Gleichgewicht  hält.  Um  dann  die 
völlige  Allgemeinheit  des  Gesetzes  des  Hebels 
zu  erweisen,  darf  nur  bewiesen  werden,   dass 
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dasselbe  auch  f Or  die  (n  -|-  1)  fache  Venneh- 
rung  gilt,  wenn  es  fOr  die  n  fache  erwiesen  ist. 
Dieses  kann  aber  auf  folgende  Weise  geschehen: 

£s  sei  an  einem  gegebenen  Hebel  (s.  Fig.  230) 
n.P  mit  F  im  Gleichgewicht,  wenn: 

he  =  n  .  ae 

ist.  Wird  dann  in  e  eine  (n  -^  1) .  P  fache  auf- 
wärts wirkende  Kraft  angenommen,  so  ist  nach 
Axiom  2)  das  Gleichgewicht  nicht  aufgehoben, 
wenn  man  den  Hebelium  in  a  drehbar  befestigt 
und  n  P  wegnimmt.  Verlängert  man  den  Hebel- 
ann von  a  bis  d,  so^dass 

ae  =  ad 

ist  (s.  Fig.  2$1)  und  Ifisst  von  d  und  c  herab 
(n4-l)P  h&ngen,  so  ist  das  Gleichgewicht  nach 
Axiom  1)  bestehend  und  muss  auch  fortbestehen, 
wenn  die  gleichen  entgegengesetzten  Gewichte 
weggenommen  werden.  Hiemach  ist  das  Gesetz 
also  fOr  das  (n  4- 1)  fache  Gewicht  und  die 
(n-|-l)  fache  Entfernung  gültig,  und  da  es  oben 
fQr  n  =  3  bewiesen  ist,  so  ist  es  auch  für  n 
=  4,  5,  6 ... .  gültig,  wenn  man  diese  Zahlen 
nacheinander  =  n  setzt,  also  ist  seine  Allgemein- 
heit bewiesen. 

g).  Aus  diesem  Satz  lässt  sich  dann  umge- 
kehrt folgender  allgemeine  Satz  ableiten: 

Wenn  zwei  an  einem  Hebel  der  einen 
oder  der  andern  Art  wirkende  Kräfte 
sich  umgekehrt  wie  ihre  Entfernungen 
Tom  Buhepunkt  verhalten,  so  sind  sie 
im  Gleichgewicht 


Figur  230. 
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Frage  160.  Wie  lässt  sich  das  in  Ant- 
wort auf  die  vorige  Frage  gegebene  Hebel- 
gesetz am  einfachsten  theoretisch  be- 
weisen ? 


a 


Figur  282. 
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Antwort.  Der  theoretische  Beweis 
des  Hebelgesetzes  wurde  bereits  geführt, 
als  im  5.  Abschnitt,  Seite  76,  von  den  Wir- 
kungen paralleler  Kräfte  auf  einen  Körper 
die  Bede  war.  Dort  wurde  in  Satz  8  nach- 
gewiesen, dasB  der  Angriffspunkt  der  Besul- 
tierenden  zweier  parallelen  und  gleichge- 
richteten Kräfte  die  Angriffslinie  in  zwei 
Stücke  teilt,  die  sich  umgekehrt  verhalten 
wie  die  gegebenen  Kräfte.  Der  Angriffs- 
punkt dieser  Besultierenden  entspricht  nun 
dem  Stützpunkt  des  HebeLs  und  es  müssen 
demnach  die  an  den  Endpunkten  a  und  b 
einer  gerade  in  der  Mitte  unterstützten 
Stange  aufgehängten  gleichgrossen  Gewichte 
im  Gleichgewicht  stehen.  Der  Druck,  den 
hierbei  die  Unterstützung  in  c  erleidet,  ist 
gleich  der  Summe  der  aufgehängten  Ge- 
wichte. Es  wird  daher  gleichgültig  sein,  ob 
man  in  c  ein  Gewicht  von  2  G  unmittelbar 
aufhängt  oder  ob  man  c  zum  Drehungs- 
punkt eines  gleicharmigen  Hebels  macht, 
der  durch  zwei  gleiche  Gewichte  belastet 
ist.  Ebenso  wird  eine  grössere  Anzahl  gleich 
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grosser  Gewichte,  welche  rieh  »of  einer  ge- 
Brkl.  202.   Von  dem  einarmipen  Hebel  macht  raden    Stange    in    gleichen   Abstanden    von 
man  besonders  Gebranch  bei  den  SicherheitB-   dem  Stützpnnkt  c,  siehe  Fig.  232,  befinden, 
Ventilen  und  Druckpumpen.  im  Gleicbgevicbt  stehen  (denn  je  2  und  2 

derselben  wirken  ie  an  einem  gleicharmigeo 
Figur  233.  Hebel)  und  einen  gemeinschaftlichen  Dmck 

gleich  ihrer  Snmme  auf  c  ausüben.   Denken 
wir  uns  10  gleich  grosse  (rewichte,  so  las- 
sen  sich   (nach  dem  Gesetz  über  parallel 
wirkende  Kraflo)  ebenso  in  einem  Pnnkt  a 
je  2  nnd  2  gleich  weit  von  diesem  Pnnkt 
abstehende  Gewichte  vereinigt  denken,  wel- 
che daselbst  einen  Gesamtdrnck   von  4  g 
ansüben.  Gleicherweise  lassen  sich  im  Punkt 
b  6  g  vereinigt  wirkend  denken.     Es  sind 
An  dem  unteren  Ende  eine»  Kolbens,  Fig.  2S3,   »lio  die  10  Einzelgewichte  zu  2  Gewichten 
wirkt  die  Spannkraft  P  des  Dampfes  nach  oben    vereinigt,  die  sich  za  einander  verhalten  wie 
in  A  dagegen  das_Gewicht  G  nach  unten,  wel-   *  =  6  oder  2:3,    d.h.  nragekehrt  wie  ihre 
chea  den  Hebel  CA  und  damit  auch  den  in  B    Entfernungen   ac:bc.     Anf  gleiche    Weise 
angreifenden  Kolben  in  Ruhe,  das  Ventil  also   ISsst  sich  fUr  alle  Fälle  geometrisch  zeigen, 
geschlossen  halten    soll.     FOr    den    Fall    des   dass  Gleichgewicht  vorhanden  sein  mnss,  so- 
Gleichgewichts  ist:  b^id  gich  die  Hebelarme  umgekehrt  verhalten 

P.BC  ^  G.AC  ^'6  "^'ß  ""i  denselben  wirkenden  Gewichte. 

Q  j^  Dass  aber  das  Hebelgesetz  auch  für  den 

so  lange  also  P  kleiner  ist  als     :_  -,  so  lange  einarmigen  Hebel  gilt,  das  ergibt  sich  schon 
wird  das  Ventil  auch  geschlossen  "^bleiben.    Je  »"^  Antwort  auf  Frage  24,  wenn  wir  in  der 
j^  dort  gegebenen  Figur  56  den  Angriffspunkt 

grösser  also  G  und  -^,  desto  grösser  musa  ^  der  Resnltante  als  Drehpunkt  des  Hebels 
die  Spannkraft  des  Dampfes  werden,   um  das   ansehen,  an  welchem  in  a  die  Last  P  und 
Ventil  zu  heben.     Gewöhnlich  ist   BC  unver-   >ii  ^  die  Kraft  Q  angreift,  während 
anderlich  und  nur  A  C  ändert  sich  durch  Ver-  R  ^  P  —  Q 

Schiebung  des  Gewichts  G.  BerQcksichtigt  man  den  auf  den  Stützpunkt  wirkenden  Dmck 
noch  das  im  Schwerpunkt  S  vereinigt  gedachte    vorstellt. 

Gewicht  Gl  des  Hebels  AC,  so  erhUt  man  für       Aach  für  den  Fall,   dass   die  am  Hebel 

den  Fall  des  Gleichgewichts:  wirkenden  Kräfte  nicht  parallel  laufen  und 

P.BIj  =  G.ÄC4-G  .SC  nicht  senkrecht  gegen  die  Hebelarme  ge- 

.  richtet  sind,  herrscht  Gleichgewicht,  sobald 

und  somit  '"^      Q  5^  ,  „    g^  nnr  die  statischen  Momente  von  Kraft  nnd 

P  =  — ^ L.   '-- Last  einander  gleich  sind,  wie  sich  ans  Ant- 

BC  „ort  anf  Frage  30  und  31  ergibt.    Und  in 

Ferner  benutzt  man  den  emannigen  Hebel  Antw,  auf  Frage  32  wurde  bereits  erörtert, 
um  mit  geringer  I^aft  einen  grossen  Druck  dass  das  Hebelgesetz  auch  dann  gilt,  wenn 
auszuüben.  der  Hebel  nicht  eine  gerade  Linie  bildet, 

Soll  in  dem  Punkt  B  (Fig.  284)  ein  gewisser   sondern  ganz  beliebige  Form  hat  oder  aach 
Druck  X  auf  einen  Kolben  ausgeübt   werden,   ein  Winkelbebel  ist. 
ao  kann  mittels  des  in  C  befeitigten  Hebels  CA 

durch  eine  in  A  wirkende  geringere  Kraft  Q  Figur  234. 

dieselbe  Wirkung  hervorgebracht  werden,  t      B  S         A 


Q.AC  =  X.BC 

K 

1 

"t 

ist,  da  dann  die  Kraft  X  sich  durch  Q  erset 
lässt.    Es  ist  also: 

ak  1 

D 

1 

■ 
1 

und,   da  AC   grösser  als  BC,    so  ist  auch 

X 

r" 

grösser  als  Q. 

6. 

Frage  161.  Wie  laatet  das  Hebelgesetz 
far  den  Fall,  dass  am  Hebel  mehr  als 
zwei  Kräfte  wirksam  sind? 


Antwort.  Wirken  mehr  als  zwei  Kräfte 
am  Hebel,  so  ist  derselbe  im  Gleichgewicht, 
wenn  die  Summe  der  statischen  Momente 
der  Kräfte,  welche  positiv  drehend  wirken, 
gleich  ist  der  Snmme  der  Btatiscbeo  Mo- 
mente, welche  negativ  drehend  wirken.  Der 
Beweis  dieses  Satzes  ist  bereits  in  Antw. 
anf  Frage  29  enthalten. 


Frage  162.     Wie  lasst  sich  das  Gesetz 
des  Hebels  experimentell  beweisen? 


Erkl.  203.  Derartige  in  nebenstehender  Ant- 
wort ermähnte  Hebelapparate  sind,  je  nachilem 
dieselben  mehr  oder  wecifter  elegant  aus  Holz, 
Eisen  oder  Messing  angefertigt  und  mit  ver- 
schiedenen Gewichten  verBehen  sind,  zu  M.  10. — 
bis  M.  60.—  zu  bezieben.  Die  kostspieligeren  Ap- 
parate haben  Vorrichtungen  fUr  schief  angrei- 
fende und  in  entgegen geseizler  Richtung  (d.  h. 
anch  nach  oben)  wirkende  Krilfie. 

Figur  236. 


Antwort  Der  Experimentalbeweis 
des  Hebelgesetzes  wird  mit  Hilfe  des  in 
Fig.  235  dargestellten  einfachen  Hebelappa- 
rats  ansgefUhrt').  Belastet  man 
.>  II  it  denselben  in  gleichen  Entfemnn- 
gen  Tom  Statzpaakt  mit  gleichen 
Gewichten,  wie  z.  B.  C  C„  so  ist 
der  Hebel  im  Gleichgewicht;  das- 
selbe ist  aber  aach  der  Fall,  wenn 
man  bei  einem  zweiten  Versach, 
z.  B.  drei  Teilstriche  vom  Stutz- 
punkt entfernt  80  g  und  in  der 
c  Entfernung   von    8    Teilstrichen 

auf  der  entgegengesetzten  Seite 
30  g  anhangt;  oder  beiastet  man 
den  Teilstrich  5  einerseits  mit 
120  g,  so  entsteht  Gleichge- 
wicht, wenn  man  anf  der  andern 
Seite  den  Teilstrich  6  mit  100  g, 
oder  den  Teilstrich  8  mit  75  g, 
oder  den  Teilstrich  10  mit  60  g, 
oder  den  Teiktrich  12  mit  60  g 
belastet  a.  s.  w. 
Anch  lassen  sich  leicht  mehr  als  zwei 
Gewichte  ins  Gleichgewicht  bringen. 

Um  aber  die  Richtigkeit  des  Hebelge- 
setzes fQr  den  einarmigen  Hebel  nachzu- 
weisen, werde  ein  an  seinem  Ende  mit  einer 
Achse  versehener  Stab  mittels  einer  Schnur 
in  der  in  Fig.  236  angedeuteten  Weise  mit 
einem  zweiarmigen  Hebel  verbunden,  dessen 
linker  Arm  zunächst  durch  ein  Gegengewicht 
X  so  zu  belasten  ist,  dass  beide  Hebel  wage- 
recbt  stehen.  Belastet  man  dann  den  ein- 
armigen Hebel  c<{  im  Teilstrich  3  z.  B.  mit 
76  g,  so  entsteht  Gleichgewicht,  wenn  man 
an  der  entgegengesetzten  Seite  des  zwei- 
armigen Hebels  im  Teilstrich  9  26  g  oder 
im  Teilstrich  5  45  g  n.  s.  w.  anbringt. 
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ErkL  204.  Die  bisher  far  den  mathemati- 
schen Hebel  entwickelten  Gesetze  haben  für 
den  wirklichen  oder  physischen  Hebel  nur  dann 
volle  Giltigkeit,  wenn  derselbe  in  seinem  Schwer- 
punkt oder  doch  senkrecht  über  demselben  un- 
terstützt ist.  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt, 
so  hat  man  das  Gewicht  der  Hebelstange  als 
eine  im  Schwerpunkt  wirkende  Kraft  anzusehen 
und  das  statische  Moment  derselben  mit  in 
Bechnung  zu  bringen.  (Siehe  die  folgenden  ge- 
lösten Aufgaben.) 


Frage  163.  Was  versteht  man  unter 
dem'  mechanischen  Vorteil  und  Nach- 
teil eines  Hebels? 


Antwort.  Durch  Verkürzung  des  Hebel- 
arms der  Last  nnd  Verlängerang  des  Hebel- 
arms der  Kraft  ist  man  im  stände,  mit  einer 
sehr  kleinen  Kraft  den  Widerstand  onge- 
henrer  Laoten  za  fiberwinden.  Dies  nenat 
man  den  mechanischen  Vorteil  am 
Hebel.  Dafür  verhalten  sich  aber  anch,  so- 
bald am  Hebel  Bewegung  eintritt,  die  Wege, 
welche  Kraft  und  Last  zurücklegen,  umge- 
kehrt wie  diese,  da  die  von  den  Angiiffs- 
punkten  beschriebenen  Bogen  den  Hebel- 
armen proportional  sind.  Die  Geschwindig- 
keit der  Last  ist  demnach  ebensoviel  mal 
80  klein,  als  die  Kraft  in  der  Last  enthal- 
ten ist,  und  dies  nennt  man  den  mecha- 
nischen Nachteil.  Der  Gewinn  an  Kraft 
entspricht  dem  Verlust  an  Zeit  oder:  Am 
Hebel  (sowie  an  jeder  Maschine)  ist 
der  mechanische  Vorteil  gleich  dem 
mechanischen  Nachteil. 


Frage  164.  Was  versteht  man  unter 
der  Redaktion  einer  am  Hebel  wirkenden 
Kraft? 


Figur  237. 


i^ 


a 


Y 
P 


i Jd 


Antwort.  Wenn  man  aus  einer  an  einem 
Hebel  wirkenden  Kraft  den  Druck  bestimmt, 
den  diese  Kraft  in  irgend  einem  gegebenen 
Punkt  des  Hebels  ausübt,  so  sagt  man,  dass 
man  die  gegebene  Kraft  auf  den  gegebenen 
Punkt  reduziere. 

Wirkt  z.  B.  an  dem  in  c  unterstützten 
Hebel  (s.  Fig.  237)  in  a  eine  Kraft  P,  welche 
der  in  b  angreifenden  Last  Q  das  Gleich- 
gewicht hält,  so  dass  also: 

P.ac  =  Q.hc 

ist,  so  wird,  sobald  Q  entfernt  wird,  durch 
P  ein  nach  oben  gerichteter  Druck  erzeugt, 
dessen  Grösse  gleich  der  nach  unten  wir- 
kenden Kraft  Q  ist,  oder  es  ist: 

hc 

Ebenso  erzeugt  die  Kraft  P  in  d  einen 
Druck  Qj  nach  oben,  dessen  Grösse  ist: 

cd 


Der  Hebel. 
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Figur  288. 


A« 


0 


Man  erkennt  hieraus  sofort,  dass  bei 
der  Redaktion  einer  Kraft  auf  einen 
gegebenen  Punkt  der  Drack  für  die- 
sen Punkt  um  so  grösser  ist,  je  mehr 
sich  der  Punkt  dem  Stützpunkt  des 
Hebels  nähert,  und  umgekehrt. 

Dasselbe  gilt  auch  für  den  einarmigen 
Hebel:  Wenn  (s.  Fig.  238)  die  Kraft  P  im 
Punkt  a  des  einarmigen  Hebels  ac  wirkt, 
so  erzeugt  sie  in  dem  Punkt  b  einen  Druck 
Q^  von  der  Grösse: 

bc 

Dieselbe  Kraft  P  auf  den  Punkt  d  re- 
duziert, gibt: 

ac 


,  =  p. 


cd 


Y 


Qi 


verstärken  ? 


Figur  239. 


f 


S  2 


L Q I — 


i 


pa 


^ 


Frage  185.  Wodurch  kann  man  die  Wir-       Antwort.    Durch  Verbindung  mehrerer 
kung  einer  Kraft  auf  einen  Hebel  noch  mehr  Hebel  miteinander  kann  man  die  Wirkung 

der  Kraft  noch  mehr  verstärken,  und  zwar 
im  Verhältnis  des  Produkts  der  Verstärkung 
durch  die  einzelnen  Hebel.    Wenn  die   8 
Hebel  ad,  db,  bf  (s.  Fig.  239)  mit  ihren 
Stützpunkten  c  c^  c,  und  entsprechend  glei- 
<     eben  Hebelarmen  in  der  Art  auf- 
einander einwirken,  dass  die  bei 
a  angreifende  Kraft  P  den  Punkt 
d  aufwärts,  dadurch  b  abwärts 
und  f  wieder  in  die  Höhe   zu 
ziehen  sucht,  und  wenn  das  Ver- 
hältnis jedes  längeren  Hebelarms 
zu  jedem  kürzeren  8:1  ist,  so 
kann  die  Kraft  1  eine  Last  von 
i#^    3.3.3  =  27  überwinden.    An- 
^^ß    Wendung  finden  derartige  Hebel- 
zusammensetzungen bei  ineinan- 
dergreifenden Räderwerken,   wo 
die   sich  berührenden  Zähne   die  Angriffs- 
punkte  der  Kräfte  und  ihre  Entfernungen 
von   den  Radmittelpunkten  die  Hebelarme 
darstellen.  Dabei  arbeitet  die  kleinere  Kraft 
mit  einer  um  soviel  grösseren  Geschwindig- 
keit   als   die  grössere,  als  sie  in  letzterer 
enthalten  ist 

Ein  Wasserrad  z.  B.  geht  sehr  langsam, 
besitzt  aber  an  seinem  Umfang  eine  sehr 
grosse  Kraft  im  Wasserdruck.  Der  durch 
mehrfache  Uebertragungen  in  Bewegung  ge- 
setzte Mühlstein  besitzt  zwar  eine  bedeu- 
tende Geschwindigkeit,  aber  eine  verhält- 
nismässig geringe  Kraft.  Aehnlich  verhält 
es  sich  bei  allen  Maschinen,  deren  Mecha- 
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nismen  sich  fast  insgesamt  auf  den  Hebel 
znrückffihren  lassen;  es  findet  nar  eine  Spal- 
tung der  Ton  der  Maschine  aufgenommenen 
Arbeit  in  Kraft  and  Weg  statt.  Bei  grosser 
Krafterzeognng  ist  die  Geschwindigkeit  der 
Arbeitsmaschine  eine  kleine,  oder  bei  gros- 
ser Geschwindigkeit  ist  die  Kraft  yerhält- 
nismässig  klein. 


a).  Gelöste  Aufgaben. 


Aufgabe  202.  Eine  Last  von  667  kg  an 
einem  0,3  m  langen  Hebelarm  soll  durch 
eine  an  einem  2,3  m  langen  Hebelarm  wir- 
kende Kraft  im  Gleichgewicht  erhalten  wer- 
den. Wie  gross  ist  ohne  Rücksicht  anf  das 
Gewicht  des  Hebels  die  anzuwendende  Kraft? 

Hillsrechnung. 

667 . 0,3 


=  200,1 

oder     2001 
184 

161 
161 


2,3 
23 


=  87 


AaüÖBong.  Nennt  man  die  Kraft  P  und 
ihren  Arm  p,  die  Last  Q  und  ihren  Arm  g, 
so  muss  für  den  Fall  des  Gleichgewichts: 

Vp  =  qq 

sein.    Hieraus   ergibt    sich   far   die  unbe- 
kannte Kraft  : 

P 
oder  die  gegebenen  Zahlenwerte  eingesetzt: 

667 . 0,8 


P  = 


oder: 


2,3 


n    Ä 


P  =  87 
d.  h.  die  anzuwendende  Kraft  beträgt  87  kg. 


Angfabe  203.  An  einem  gewichtslosen 
Hebel  von  5,8  m  Länge  hält  eine  Kraft  von 
46  kg  einer  Last  von  244  kg  das  Gleich- 
gewicht.   Wo  ist  der  Stützpunkt? 


Qx  +  Pa:  =  VI 
x(Q  +  P)  =  VI 
VI 

Q  +  P 


Hilisrechnungen : 

46 . 5,8 


368 
230 


244 

+  46 

290 


oder: 


sein. 


X  = 


266,8 


266,8  :  290  oder  26,68  :  29  =  0,92 

261 

58 


Auflösung.  Ist  die  ganze  Hebellänge  l 
und  die  unbekanftte  Entfernung  des  Stütz- 
punktes von  der  Last  =  x,  so  ist  der  Kraft- 
arm =  l  —  X  und  es  muss  für  den  Fall 
des  Gleichgewichts: 

Qa?  =  P(?  — a?) 

qx  =  Vl  —  Vx 

Hieraus  erhält  man  für 

—       P? 

""""    Q  +  P' 

oder  die  entsprechenden  Zahlen  eingesetzt, 

ergibt: 
*  __     46 . 5,8 

*  ~   244  +  46 
oder: 

X  =  0,92  m 

d.  h.  der  Stützpunkt  liegt  92  cm  vom  An- 
griffspunkt der  Last  entfernt. 


Aufgabe  204.   Eine  Kraft  von  20  kg  hebt 
eine  Last  von  24  Zentnern  1  cm  hoch.   Wie      Auflösung.   24  Zentner  sind  24 .  50  oder 
gross  ist  der  Weg,  den  die  Kraft  zurück-  1200  kg  und  die  Kraft  verhält  sich  dem- 
zulegen  hat?  nach  zur  Last  wie 

20:1200  =  1:60 


Aufgaben  Ober  den  Hebel. 
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folglich  mnss  der  Weg  der  Kraft  60  mal 
80  lang  sein  als  der  Weg  der  Last,  and 
da  die  Last  1  cm  hoch  gehoben  wurde,  so 
beträgt  der  Kraftweg  60  cm. 


Aufgabe  205.     Eine  5  m  lange  Stange 
steckt  0,5  m  tief  in  einer  Mauer.     Wenn 

nun  auf  das  freie  Ende  derselben  120  kg  Auflösung.  Es  ist  hier  die  an  dem  kur- 
wirken, welchen  Druck  erleidet  dann  die  zen  Arm  von  0,5  m  eines  einarmigen  Hebels 
Kante  des  Mauerwerks?  wirkende  Last  zu  berechnen  oder  der  dieser 

Last  entsprechende  Druck. 
Nach  dem  Hebelgesetz  ist: 

Vp  =  Qg 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  ein- 
gesetzt: 

120.5  =  Q.0,5 

hieraus  erhält  man  für 


Q  = 


120.5 


oder: 


0,5 

Q  =  1200 

d.  h.  die  Kante  des  Mauerwerks  hat  einen 
Druck  von  1200  kg  zu  erleiden. 


Aufgabe  206.  Ein  homogener  Hebel  von 
durchaus  gleichem  Querschnitt  habe  die 
Länge  Ij  wiege  G  Kilogramm  und  trage  an 
seinen  Enden  die  Gewichte  P  und  Q.  Wo 
liegt  beim  Zustand  des  Gleichgewichts  der 
Stützpunkt  von  dem  Angriffspunkt  der  Kraft 
P  aus  gerechnet,  wenn  P  grösser  als  Q  ist? 

Figur  240. 


Y 
P 


/^ 

1 
—t — ^^ — 

M 

X 

-A 

<^                            ^' 

S^ 

^' 

/ 

> 

' 

<i 

G 


AoflÖBung.  Nennen  wir  die  gesuchte  Ent- 
fernung des  Stützpunkts  c  vom  Angriffspunkt 
a  der  Kraft  P  ;r,  so  ist  für  den  FaU  des 
Gleichgewichts: 

P«  =  G(lz~aj)  +  Q(Z-a:) 

denn  da  der  Stab  (siehe  Fig.  240)  durchaus 
homogen  ist,  so  kann  man  sich  sein  Ge- 
wicht G  als  eine  im  Schwerpunkt  oder 
Mittelpunkt  S  angreifende  Kraft  denken; 
folglich  ist: 

1 


as 


l 


und 


1 


Hilisrechnung.    Löst  man  in  nebenstehender 
Gleichong  die  Klammem  auf,  so  ergibt  sich: 

Vx  =-2Gi~Ga;  +  Q2  — Qa; 

oder:  i 

Pä  +  Gx+Q«  =|GI  +  QZ 

oder:  ^ 

«(P+G+Q)  =  l(>-G  +  Q) 

oder :  i 

_   ^|g+q) 

*-    (P+G  +  P) 


as  —  ac  =  as  —  x  oder  «^a? 


Reduzieren  wir  die  obige  Gleichung  auf 
x^  so  ergibt  sich: 

KyO  +  Q)_ 

(P  +  0  -I-  Q) 

(siehe  nebenstehende  Hilfsrechn.) 


X   = 
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Aufgabe  207.  Ein  gleichförmig  dichter 
Hebel  von  durchweg  demselben  Querschnitt 
sei  85  cm  lang,  12,5  kg  schwer  und  trage 
an  seinem  einen  Ende  10  kg,  an  seinem 
andern  Ende  5,75  kg.  Wie  weit  liegt  der 
Stützpunkt  von  der  grösseren  Kraft  entfernt? 

Hilfsrechnung. 

85.12 


AuflÖBung.  Nach  der  in  der  Auflösung 
der  vorigen  Aufgabe  entwickelten  Bestim- 
mungsgleichung fttr  X  ergibt  sich  unter  Be- 
rücksichtigung der  gegebenen  Zahlenwerte: 

85  {- .  12,5  +  5,75) 

""     (10  +  12,5  +  5,75p 

85  (6,25  +  5,75) 


X  = 


oder: 


1020  :  28,25 

=  102000  :  2825  =  36,1 
8475 

17250 
16950 


oder: 


X  = 


X  = 


(10  +  12,5  +  5,75) 
85.12 


3000 


oder:  ^8,25 

X  =  36,1    (Biehe  Hilfsreclm.) 

d.  h.  der  Stützpunkt  ist  in  36,1  cm  Entfer- 
nung vom  Angriffspunkt  der  Kraft  von  10  kg 
anzubringen. 


Aufgabe  208.  Die  Länge  eines  Hebels 
sei  L,  sein  Gewicht  G,  die  an  seinen  End- 
punkten wirkenden  Kräfte  P  und  Q  und  sein 
Schwerpunkt  S  liege  in  der  Entfernung  l 
von  P  aus  gemessen.  Wo  liegt  bei  herr- 
schendem Gleichgewicht  der  Stützpunkt,  von 
P  aus  gemessen? 

Figur  241. 

L 

/ — ^ 


Auflösung.  Nennt  man  die  unbekannte 
Entfernung  ac^=^x  (siehe  Fig.  241),  so  er- 
gibt sich  für  den  Fall  des  Gleichgewichts, 
dass 

P«  +  G(«  — Z)  =i:  Q(L-a;) 


a 


r 


X 


■^ 


■^ 


Y 
P 


oder: 
oder: 
oder: 
oder: 


G 


Q 


Pä  +  G«  — G«  =  QL  — Q« 
Pa;  +  Gx+Qaj=  QL  +  G? 
a;(P  +  G  +  Q)=  QL  +  GZ 
QL  +  GZ 


X   s= 


P+G+Q 


Aufgabe  209.  Die  Länge  eines  Hebels 
sei  120  cm,  sein  Gewicht  8,72  kg,  die  an 
seinen  Endpunkten  wirkenden  Kräfte  P  =  21 
und  Q  =  13  kg  und  sein  Schwerpunkt  liege 
48  cm  von  dem  Angriffspunkt  der  Kraft  P 
entfernt.  Wo  liegt  der  Drehpunkt  von  P 
aus  gemessen? 


Auflösung.  Nach  der  in  Auflösung  der 
vorigen  Aufgabe  entwickelten  Bestimmungs- 
gleichung ist  unter  Berücksichtigung  der 
gegebenen  Zahlenwerte: 

13  .  120  +  8,72 .  48 


13 .  120               8,72 .  48 

1560                     6976 
+418,56              3488 

21 
+  8,72 
+13 

oder: 

^~      21 -1- 8,72 -h  13 

X  r-  46,31    (siehe  Hilfsrechn.) 

1978,56              418,56 

42,72 

X  =  197856  :  4272 

=  46,31 

17088 

26976 

25632 

13440 

12816 

6240 
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Aufgabe  210.  An  einem  einarmigen  Hebel 
von  der  Länge  L  und  dem  Gewicht  G  wirkt 
an  einem  Ende  eine  Kraft  Q  =  ^  nnd  in 
einer   Entfernung   l   von  demselben  Ende 

eine  andere  Kraft  P  nach  entgegengesetzter  Anflösiing.  Da  für  den  Fall  des  Gleich- 
Richtong.  Die  Entfernung  des  Schwerpunkts  gewichts  die  Summe  der  positiven  Momente 
vom  Angriffspunkt  der  unbekannten  Kraft  gleich  der  Summe  der  negative^  Momente 
Q  beträgt  l.    Wie  gross  ist  Q?  sein  muss,   so   erhält  man  in   Bezug  auf 

Fig.  242: 
Figur  242.  «L  +  G  (L  — X)  =  P  (L  — Q 

iF  hieraus  ergibt  sich  für  x: 

P(L~0~G(L~X) 
x  =  j^ 


^^ : » 


■^ 


Y 
& 


a 


y 

0 


Aufgabe  211.   Die  Länge  des  einarmigen 
Hebels   eines  Sicherheitsventils  (siehe  Fig. 
233)  betrage  40  cm,  das  Gewicht  des  Hebels 
selbst  1  Vi  kg,  der  Durchmesser  des  Sicher- 
heitsventils sei  4  cm  und  seine  Befestigungs-  Anllöanng.    Bei  4  cm  Durchmesser  be- 
stelle vom  Drehpunkt  des  Hebels  6  cm  ent-  trägt  die  Drnckfläche  des  Sicherheitsventils: 
femt.     Wie  gross  muss  das  am  Ende  des  2 . 2 . 3  14  =  12  56  qcm 
Hebels  anzubringende  Gewicht  sein,  wenn  •    -  >              « 
sich  das  Ventil  bei  5  kg  Druck  pro  Qua-  ^^  ^^^  Druck,  bei  dem  sich  dasselbe  öffnen 
dratcentimenter  öffnen  soll?  soll,  ist  demnach: 

12,56 . 5  =  62,80  kg 

Hilfsreohnimg.  Nehmen  wir  nun   die  in  Auflösung  der 

62,8.6                IV  .16  =  24  vorigen  Aufgabe   enthaltene   Gleichung   zu 

— öWq~                  *  Hilfe  und  setzen  für  L  =  40,    G  =  IV2, 

_24  (L  —  0  =  6.  i  =  24  oder  (L  —  A)  =:   16, 

— 352  8  •  40  =  8  82  ^  ergibt  sich  für  das  zu  ermittelnde  Gewicht; 


32"  ^         62,8.6-14.16 


8  ,  40 

oder: 


X  =   8,82     (siehe  Hllfarechn.) 

d.  h.  es  muss  am  Ende  des  Hebelarms  ein 
Gegengewicht  von  8,82  kg  angebracht  werde  n 


Aufgabe  212.  Bei  einer  Brechstange 
(sogen.  Gaisfuss)  sei  das  Gewicht  derselben 
G,  die  zu  erhebende  Last  Q,  die  Entfer- 
nung der  senkrechten  Schwerlinie  vom  Dreh- 
punkt sei  l,  die  der  Last  x  und  die  der  AnilÖBung.  In  Bezug  auf  Fig.  227  ist 
Kraft  L.  Wie  gross  ist  die  anzuwendende  für  den  Fall  des  Gleichgewichts: 
Kraft  P  =5  «  für  den  Fall  des  Gleichgewichts?  ä  L  4-  G  2  =  Q  X 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Figur  243. 


hieraus  ergibt  sich  fOr  die  unbekannte  Kraft: 

QZ  — G7 
*  =  — L 

Aus  dieser  Gleichung  ist  ersichtlich, 
das8  unter  sonst  gleichen  Umständen 
die  Kraft  =  rr  um  so  kleiner  werden 
muss,  je  kleiner  X  wird,  wodurch  zu- 
gleich ein  Grösserwerden  ?on  l  und 
L  bedingt  ist.  Daraus  folgt,  dass 
die  Brechstange  am  zweckmässigsten 
wirkt,  wenn  ihr  Stützpunkt  c  der 
Last  Q  möglichst  nahe  gerückt  wird 
und  wenn  dieselbe  überhaupt  möglichst 
lan§^  ist. 


Aufgabe  213.  Die  mit  einer  Brechstange 
zu  hebende  Last  sei  425  kg.  Der  Angriffs- 
punkt der  Kraft  sei  vom  Stützpunkt  180  cm, 
der  Angriffspunkt  der  Last  vom  Stützpunkt 
27  cm  und  die  vertikale  Schwerlinie  der 
Stange  vom  Stützpunkt  54  cm  entfernt. 

Welche  Kraft  muss  angewandt  werden, 
wenn  die  Stange  selbst  30  kg  wiegt? 


Aallösung.  Setzen  wir  in  die  in  Auf- 
lösung der  vorigen  Aufgabe  enthaltene  Be- 
stimmungsgleichung die  gegebenen  Zahlen- 
werte ein,  so  ergibt  sich  für  die  unbekannte 
Kraft: 


HiUsrechnung. 

425 .  27 

30.54 

2975 

1620 

850 

11475 

1620 

9855  :  180  — 

54,75 

900 

855 

720 

1350 

1260 

X  == 


425  .  27  —  80 .  54 


180 


oder: 


X  =  54,75 


Es  hält  somit  im  gegebenen  Fall  eine 
Kraft  von  54,75  kg  einer  Last  von  425  kg 
das  Gleichgewicht. 


900 


Aufgabe  214.  Das  Gewicht  eines  Schieb- 
karrens (siehe  Fig.  65)  sei  G,  die  zu  be- 
fördernde Last  Q,  die  Entfernung  der  ge- 
meinsamen senkrechten  Schwerlinie  von  der 
Radachse  sei  l  und  die  Entfernung  des  An- 
griffspunkts der  Kraft  P  von  der  Radachse       AuilÖBung.    Nennen  wir  die  unbekannte 
=  L.     Wie   gross  ist    die    anzuwendende  Kraft  P  =  x,  so  ergibt  sich  in  Bezug  auf 
Kraft  P   und  der  Druck  D  auf  die  Achse  Fig.  244  für  den  Fall  des  Gleichgewichts: 
des  Rades?  L.a;  =  (Q  +  G)I 

oder: 

1).  .  .  .  ,  =  m^ 

Der  Druck  von  (Q  +  G)  verteilt  sich  auf 
die  Radachse  c  und  auf  den  Angriffspunkt  l 


Aufgaben  über  den  Hebel. 
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Figur  244. 

L 


l_-_.. 


P 


der  Kraft  P  in  dem  Verhältnis  der  Ent- 
fernungen 8c:$b.  Nennen  wir  nun  den  auf 
die  Radacbse  wirkenden  Druck  D  und  den 
in  h  wirksamen  Druck  d,  so  ergibt  sich 
die  Proportion: 


oder: 


D  :  (2  =  8b:  8C 
(D  +  d):D  =  (8b-\-8c):8b 


Wß ^^'\. :  I;;;^^!^!^^    oder  die  gegebenen  Werte  eingesetzt: 


(G  +  Q):D  =  L:(L  — 0 

und  hieraus  ergibt  sich  ftlr  den  Druck: 

(G  +  Q)(L-0 


2). 


D  = 


Aalgabe  215.  Bei  einem  Schiebkarren 
sei  der  Angriffspunkt  der  Kraft  von  der 
Radachse  1,68  m  und  die  gemeinsame  Schwer- 
linie  von  der  Radachse  21  cm  entfernt.  Die 
Last  beträgt  100  kg  und  das  Gewicht  der 
Karre  20  kg.  Wie  gross  ist  die  anzuwen- 
dende Kraft  und  wie  gross  ist  der  Druck 
auf  die  Radachse? 


AaflÖBnng.  Nach  der  in  Auflösung  der 
vorigen  Aufgabe  gegebenen  Gleichung  1). 
ist  die  unbekannte  Kraft: 


X  = 


oder: 


21  (100  +  20) 
168 


l). 


Hillsrechnungen. 

21.120  2).    120.147 


120 
240 

17640 :  168 
168 

168  2520  —  15 
168 

840  - 
840 

840 

=  105 


X  =    15  kg  (siehe  Hilfsreohn.  1) 

Nach  der  in  Auflösung  der  vorigen  Auf- 
gabe gegebenen  Gleichung  2).  ist  der  auf 
die  Radachse  ausgeübte  Druck: 

(100 +  20)  (168  — 21) 


oder: 


oder: 


D  = 


D 


D  = 


168 


120 .  147 


168 

105  kg    (siehe  Hilfsrechn.  2) 


Aulgabe  216.  Ist  die  Entfernung  der 
Falllinie  der  unbelasteten  Karre  X  und  die 
der  Last  2,  wie  gross  ist  dann,  bei  der 
gleichen  Bezeichnung  der  übrigen  Grössen 
wie  in  Aufgabe  214,  die  Kraft  P  und  der 
Druck  D? 


AufiÖBung.  In  dem  gegebenen  Fall  ist 
nach  dem  Satz  der  statischen  Momente: 

PL  =  GA  +  QZ 
woraus  sich  für  P  ergibt: 

__   GA  +  Q? 
L 

Bezeichnet  man  ferner  den  Druck  der 
durch  die  Last  Q  auf  die  beiden  Punkte  c 
und  a  ausgeübt  wird,  mit  resp.  D^  und  d^^ 
so  ist  nach  der  Theorie  der  Parallelkräfte 
(siehe  diese): 

Di:di  =  (L  — Z):Z 
oder: 

oder: 

Q:D,  =  L:(L  — Z) 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleicbgeincht  fester  Körper. 


Figur  245. 


C  ^ 
9 — 


—3. 

1— -> 


D 


a 


G 


q 


woraus  man  fttr  D^  erhalt: 

Dj j^ 

>  Bezeichnet  man  aber  den  Druck,  der 

durch   das  Gewicht  G  der  Karre  auf 
die    beiden  Punkte  c  und  a  ausgeübt 
wird,  mit  D,  resp.  d^^  so  erhält  man 
die  Proportion: 
oder:         D,  :(7,  =  (L- A)  :  Z 

(D2  +  tfj):Dj  =  (L-Z-+-A):(L-A) 
oder:         6:0^  =  L:(L  — Z) 
woraus  sich  für  Dj  ergibt: 
_    G(L~A) 

der  Gesamtdruck  auf  die  Kadachse  ist  aber: 

D  =  Di+D, 
oder  die  oben  ermittelten  Werte  eingesetzt: 
^  ^    Q(L-?).f  G(L->;i) 


Aufgabe  217.  Am  Hebelarm  a  c  =  3  m 
eines  gewichtslosen  Winkelhebels  ach  (siehe 
Fig.  246)  wirkt  eine  Kraft  P  =  99  kg^deren 
Kichtung  einen  Winkel  a  =  30®  mit  a  c  ein- 
schliesst.  Am  andern  Hebelarm  6  c  =  IV3  m 
ist  eine  Kraft  Q  =  100  kg  mit  jener  ins 
Gleichgewicht  gebracht.  Reichen  Winkel  (^ 
wird  ihre  Richtung  mit  hc  bilden? 

Figur  246. 


AuilÖBung.     Da 


de 


=  sin  er,  so  ist: 


ac 

de  =  ac. sin  a 
und  demnach  das  Moment  der  Kraft  P: 
Ml  =  P  .  ac .  sin  a 

Ist  CO  ein  Lot  auf  die  Richtung  der  Kraft  Q, 
so  ist  der  Arm  von  Q: 

CO  =  ft c .  sin  ^ 

und  das  Moment  von  Q: 

Mj  =  Q  .  6c.  sin^ 

Far  den  Fall  des  Gleichgewichts  muss 

Ml  =  Mj 
oder:  

P.ac.sinc«  =  Q.6c.sin/9 

sein.    Reduzieren  wir   diese  Gleichung  auf  ß, 
so  ergibt  sich: 


sin  /J  = 


P.  ac.  sin  a 


Hilfsrechnung. 


99.8.  Bin 800 


297.  sin 800 


100 .  V»  ~"        160,67 

oder :  log  sin  ^  =  log  297 + log  sin  30^  -  log  166,67 

log  297  =     2,4727564 
+log  sin  30°  =      9,6989700—10 

2,1717264 
—  log  166,67  =     2,2218574 


q.öc 

Setzen  wir  in  diese  Gleichung  die  entspre 
chenden  Zahlenwerte  ein,  so  ergibt  sich: 

.    ^         99. 3.  sin  80» 
sm  /J  =  - 


100. 


8 


log  sin  ß  =    9,9498690—10 
mithin:  num-log  ß  oder  ß  =  62«  59'  50- 


oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechnung  ist  der 
gesuchte  Winkel 

ß  =  62« 59' 50* 

oder:  ß  =  ca.  63° 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

Der  ausführliche  Prospekt  nnd  das  ansführliche  Inhalts- 
Forzeichnls  der  „YoUstandig  gelösten  Aufgabensammlung  Yon 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Bnchhandlnng,  sowie  Yon  der 
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7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  fOr  Schüler  aUer  Schiüen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbuch 
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Techniker  jeder  Art. 
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der  bis  jetzt  erschienenen   Hefte 
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362.  Hei 


'^( 


Preis 
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Statik 

oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester 

Ktfrper  (Geostatik). 
Forts.  V.Heft  361.  —  Seite  289—304. 

Mit  13  Figaren. 


<  rv 


^^1^ 


/,t1'S 


Vollständig  gelöste 


Aufgaben  -  Sammluiig 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Angabe  und  EntileUimg  der  benntiten  Sätze,  Formeln,  Regeln,  In  Fragen  nnd  Antiorten 

erläutert  durch 


Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 

der  Reebenlniiisty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sphilriBchen 
Trigonometrie,  lynthetiBchen  Geometrie  etc.)  u.  hSheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
ans  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik«  Gmphostatik,  Chemie,  GeodAsie,  Nautik, 
mafhemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
BrtckcB-  n.  HochJMui's;  der  KonstrnktioBsleliren  au:  darstel).  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-Persp^rtiTe,  Schattenkonstraktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Ai-t,  Militärs  etc. 

.    zum  einzig  riclitigen  und  erfolgreiclien 

Stadium,  znr  VorthfilfB  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr.  Adolpli  Hleyer^ 

Mathematiker,  rereideter  kOnigl.  prenii.  Feldmesser,  yereldeter  groeeh.  heesischer  Oeometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 
nnter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Er&lte. 
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J-_i  -i   i: 


Statik 

oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  KSrper  (Geostatik) 

nach  System  Kleyer  bearbeitet 
von  R.  Klimpert,  Seminarlehrer  u.  Physiker  in  Bremen. 

Fortsetzung  v.  Heft  361.  —  Seite  289—304.    Mit  13  Figuren. 
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OelGsto  nnd  nngelßste  Aufgaben  über  den  physischen  Hebel.  —  Die  auf  dem  Prinzip  des  Hebels  beruhenden 

Wagen :    a)  l^io  gleicharmige  oder  gemeine  Wagt«, 
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Verlag  von  Julius  Maier. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  Icann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


^Preisgekrönt  in  Frankfurt  a,  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  äholiches  zar  Seite  steht ^  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigren  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Clesamtgebiete  der  Mathematik,  Phjsfk, 
Mechanik y  math.  Geographie ,  Astronomie y  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hochbaues,  des  konstralrtiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  vollständig 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figaren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Eatwickelnng  der 
benutiten  Sätxe,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem'  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben ,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  Die  Losungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  IL  Ordn.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bttrgerscholen,  Privatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkschnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschnlen,  techn.  Yorbereitnngsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  Unircrsitäten,  Land-  nnd  Forstwissengchaftsschnlen, 
Militftrschttleu,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- Frei- 
willige- nnd  Offtziers-Examen  etc. 

Die  Schfiler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen ,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese.  Schritt  ffir  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  überaus  grosse  Frnchtbarkelt  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Dlsciplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zn  verwerten.  Lust,  Liehe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigen vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc«,  welche  die  Bedaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagslianclliing. 
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Aufgabe  218.  An  einem  Winkelhebel  ac 6 
wirkt  eine  senkrecht  abwärts  ziehende  Last  Q 
(siehe  Fig.  247)  an  öfim  Hebelarm  5c  =  Z^; 
wie  gross  muss  die  zur  Herstellung  des 
Gleichgewichts  nötige  Kraft  P  sein,  welche 
an  einem  Hebelarm  von  der  Länge  Z,  in 
horizontaler  Richtung  wirkt,  wenn  das  Ge- 
wicht des  Hebels  =  G  und  die  Entfernung 
der  senkrechten  Schwerlinie  vom  Drehpunkt 
=  X  ist  und  wie  gross  ist  der  in  c  wirkende 
Zapfendruck? 

Figur  247. 


Aafiöeting.   Nach  dem  Momentensatz  er- 
gibt sich  die  Gleichung: 

P^,  =  Q.?i  +  G;i 

woraus  man  für  die  unbekannte  Kraft: 


1).     .    . 

erhält. 

Um  den  Zapfendruck  zu  ermitteln,  denke 
man  sich  P  horizontal  und  G  +  Q  vertikal 
im  Punkt  c  angreifend.  Alsdann  entspricht 
der  Zapfendruck  der  Resultante  zweier 
Kräfte ,  deren  Eichtungen .  einen  rechten 
Winkel  miteinander  bilden.  Diese  Resul- 
tante ist  demnach: 


c¥ 


K-X-^ 


2). 


R  =  Vp'^  +  (G  +  Q)* 


Aufgabe  210.  In  Bezug  auf^Fig.  247  sei 
der  Hebelarm  c&  =  25  cm,  ca  =  40  cm, 
P  =  100  kg,  Q  =  156  kg  und  die  Entfer- 
nung der  Schwerlinie  vom  Drehpunkt  X  = 
5  cm.  £s  herrscht  Gleichgewicht,  a).  Wie 
gross  ist  das  Gewicht  des  Winkelhebels? 
b).  Wie  gross  ist  der  Zapfendruck? 


Hilfsrechnungen : 


1). 


100 .  40  =    4000 
—  3900 


156 .  25 
3900 


Aallösang.  a).  Aus  der  in  Auflösung  der 
vorigen  Aufgabe  enthaltenen  Gleichung  1). 
erhält  man  ftlr  die  unbekannte  Grösse: 

_   P?,--Q^ 
X 
Setzen  wir  in  diese  Gleichung   die  ge- 
gebenen Zahlenwerte,  so  ist: 

100.40—156.25 


5 


5  100 


==  20 
.  100 .  100  =  10000 
176 .  176 


1056 
1232 
176 


30976 
+10000 


V40976  = 
J 

40  I  976 
804_ 

404] 17200 
16176 


202,425 


40976 


4048  102400 
_80964 

40484 ' 2143600 


oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  1). : 

G  =  20  kg 

d.  b.  das  Gewicht  des  Winkelhebels  beträgt 
20  kg. 

b).  Nach  Gleichung  2).  in  Auflösung  der 
vorigen  Aufgabe  ist  der  Zapfendruck: 

D  =  Vl00'+(156H-20)^ 

D  =  VIÖ02+176' 
D  =  202,425 

d.  h.  der  Druck  auf  den  Punkt  c  beträgt 
202,425  kg. 


oder 
oder 


Klimpert,  Statik. 
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Aufgabe  220.  An  einem  Winkelhebel 
(siehe  Fig.  248)  wirkt  an  dem  Arm  BC  = 
60  cm  unter  dem  Winkel  «  =  133®  eine 
Last  Q  =  X,  welche  darch  die  an  dem 
andern  Arm  AC  =  75  cm  unter  einem  Win- 
kel ß  =  72»  wirkende  Kraft  P  =  35  kg  im 
Gleichgewicht  erhalten  wird.  Wie  gross  ist 
die  Last  Q,  wenn  der  Winkelhebel  G  = 
dV?  kg  wiegt  und  seine  Schwerlinie  SG  vom 
Drehpunkt  C  um  A  =  9cm  entfernt  ist? 

Figur  248. 


Hillsrechnung. 

log  2625  =    3,4191293 
+  log  sin  72°  =    9,9782063—10 


num-log 

=   2496,5 
H-  76,5 

2573 

3,3973356 

log  60 
+  log  sin  470 

num-log  —  43,88 

-  1,7781513 
=  9,8641275- 

1,6422788 

-10 

mithin  ist: 

X 

-  257300 : 
21940 

37800 
35104 

4388  =  58,6 

26960 
36328 

• 

AuflöBung.    Zunächst  sind  die  Momente 
von  Kraft  und  Last  zu  berechnen. 

Da  


CA' 
CA 


=  sin/S 


so  ist  der  Arm  der  Kraft: 

CÄ^  =  Cl.sinjJ 
und  somit  das  Moment  der  Kraft: 

P .  CA .  sin  /? 
Da  femer: 

CB^ 


CB 


=  sm  « 


so  ist  der  Arm  der  Last: 

CB^  =  CB .  sin  « 

und  somit  das  Moment  der  Last: 

X .  CB  .sin  a 

Endlich  ist  das  Moment  des  Hebels  Gl 
und  somit  far  den  Fall  des  Gleichgewichts : 

ff.CB.sin«  =  P.CA,sin/S  +  GX 

oder:  

P.CA. sin /9  +  G2 

CB .  sin  a 

Setzen  wir  in  diese  Gleichung  die  gege- 
benen Zahlenwerte  ein,  so  ist: 

35.  75.  sin  72«+ 8J.  9 


X  = 


oder: 


60 .  sin  (180  ~  138«) 


__    2625  .  sin  72«  +  76,5 
^  ■*  60.  sin 470 


oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechnang: 

X  =  58,6 

d.  h.  die  Last  beträgt  unter  den  angegebe- 
nen Bedingungen  58,6  kg. 


ß).  Ungelöste  Aufgaben. 

Aulgabe  221.   Eine  Last  von  782  g  an  einem       Andeutung.   Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
55  mm  langen  Hebelarm   soll    durch   eine   an   gelösten  Aufgabe  202. 
einem  230  mm  langen  Arm  wirkende  Kraft  im 
Gleichgewicht  erhalten  werden.    "Wie  gross  ist, 
ohne  Rücksicht  auf  das  Gewicht   des  Hebels, 
die  anzuwendende  Kraft? 
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Anlgabe  233.  Ein  Knabe  und  ein  Mann  AndeirhMg.  Die  AaflGsui^  erfolgt  analog  der 
tragen  an  einer  Stange  von  S'/jin  Länge  eine  geläBten  Aufgabe  203.  Die  dort  angegebene 
LÜt  von  70  kg;  ihre  Krftfte  verhalten  sich  eu  Kraft  und  Laet  entspricht  dem  hier  gegebenen 
einander  wie  5  :  3.  Wohin  ist  die  iiast  zu  Druck  auf  jeden  der  beiden  Statzponkte,  wAh- 
hängen,  damit  sie  (ohne  Rücksicht  auf  das  rend  der  dort  gesuchte  titatzpunkt  dem  hier  ge- 
Gewicht der  Stange)  verhftltuismassig  verteilt  Buchten  Aufh&ogepunkt  der  Laet  eotepricht 
ist,  und  wieviel  hat  jeder  zu  tragen? 

Anfgab«  223.    Die  Länge  eines  homogenen  AndMrtmg.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 

Hebels  betrigt  3  m,    sein   Gewicht  15  kg  und  gelösten  Aufgabe  206  resp.  207. 
an  seinen  Enden  b&ngen  die  Gewichte  P  ;:=  8 
und  Q  =  14  kg.     Wie  weit   liegt   der   Stutz- 
punkt von  der  grösseren  Kraft  entfernt? 


Aafgftbe  324.     Die  Länge  eines  homogenen       JMMrtmtg.    Die  Auflösung  ergibt  sich  aus  der 
Hebels  sei  320  cm,  sein  Gewicht  14'/,  kg  und   gelösten  Aufgabe  208  resp.  2U9. 
die  an  seinen  Enden   wirkenden  Kräfte   seien 
38  und  95  kg.     Sein  Schwerpunkt  liege  100  cm 
vom  Angriffspunkt  der  grosseren  Kraft  entfernt. 
Wo  liegt  der  Stützpunkt?  

Aotg&ba  32S.  Zwei  Kinder  tragen  einen  AiriMihiitg.  Man  bereclme  zunAchst  die  Lage 
Zockerbnt  von  25  Ffnnd  Gewicht  Derselbe  des  Schwerpunkts  eines  abgestumpften  Kegels 
hat  28  cm  unteren  und  S'/j  cm  oberen  Durch-  von  den  gegebenen  Dimensionen  und  verteile 
messer  bei  56  cm  Länge.  Wieviel  hat  jedes  die  im  Schwerpunkt  vereinigt  gedachte  Last  im 
der  Kinder  zu  tragen?  Verhältnis  der  Angriffslinien,  gleichwie  bei  der 

Losung  der  Aufgabe  203  und  *250. 

Atifgab«  22B.    An  einem  einarmigen  prisma-       AMMiitai>|,    Die  Auflösung  ergibt  sich  aus  deu 
tischen  Hebel  von  1'/,  m  Länge  und  5  kg  Ge-    gelösten  Aufgaben  210  u.  211. 
wicht  ist  ein  25  cm   vom  Stützpunkt   wirkender 
Druck  von  180  kg  zu  überwinden;    wie  gross 
mosB   die  znr  Herstellung    des  Gleichgewichts 
aCitige  Kraft  P  am  Ende  des  Hebels  sein? 


AatgmiM  227.    Ein  Sicherheitsventil  in  Form       And«rtM|.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
eines  einarmigen  Hebels  von  50  cm  Länge,  der  gelösten  Aufgabe  211. 

in  5  cm  Entfernung  vom  Stutzpunkt  einen  die  Ficmr  94» 

Oeffnung    des    Dampfkessels    verschlieBsenden  »^  "^■ 

Kegel  und  am  andern  Ende  ein  Gewicht  trägt 
(Biehe  Fig.  249),  wiegt  selbst  1,2  kg.  Wie  gross 
niQBB  das  anzuhängende  Gewicht  sein,  wenn  die 
Spannung  des  Dampfes  nicht  über  G  Atmosphä- 
ren, d.  b.  pro  Quad ratzen timeter  Kesselwand 
nicht  Ober  6,18  kg  betragen  soll,  wenn  das  Ven- 
til selbst  300  g  wie^t  und  wenn  die  Unterfläche 
des  Ventils  3  Quadratzentimeter  gross  ist? 


Aolgaba  238.   Mit  einem  Hohstab  von  4  kg       Andaatnng.   Die  Auflösung  ergibt  sich  aus  den 
Gewicht    soll   eine  Last  von   108  kg   gehoben   Lösungen  der  Aufgaben  212  und  21S. 
werden.    Welche  Kraft  ist  erforderlich,  wenn 
in  20  cm   Entfernung   vom   Angriffspunkt   der 
Lut  ein  Stein  als  Stützpunkt  unter  die  Stange 
ges'jhoben  wird?    (Siehe  Fig.  243.) 

Aulgaba  229.     Bei  einem  Schiebkarren  ist       Aafauhing.  Man  setze  die  hier  gegebenen  Zah- 
der  Angriffspunkt  der  Kraft  von  der  Radachse  lenwerte  in  die  in  der  Auflösung  der  Aufgabe 
1,75  m  entfernt.     Die   Entfernung   der   senk-   216  gegebenen  Bestimmungsgleicbungen  f^r  P 
rechten  Schwerlinie  des   unbelasteten  Karrens  und'  D. 
von  der  Radachae  beträgt  HÜ  cm    und   die   der 
Last  60  cm.    Es  steht   eine  Kraft  von  28  kg 
Mr  Verfügung.    Wie  gross  darf  die  zu  beför- 
dernde Last  sein  und  wie  gross  ist  der  Druck 
auf  die  Radachse?  
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Aufgabe  230.   An  einem  Winkelhebel,  dessen  Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 

Gewicht  unberücksichtigt  bleiben  soll,  seien  die  gelösten  Aufgabe  217,  nur  dass  hier  die  Last 

beiden  Hebelarme  25  und  80  cm.     Am  ersten  unbekannt  ist,   während  dort  der  Winkel  ge- 

Arm  wirke  eine  Kraft  von  12  kg  unter  einem  sucht  wurde,  unter  dem  die  Last  an  ihrem  Arm 

Winkel  von  50®  gegen  diesen  Arm.    Wie  gross  angreift, 
wird  die  am  andern  Arm  wirkende  Last  sein, 
wenn  deren  Richtung  mit  dem  Hebelarm  einen 

Winkel  von  40°  bildet?  

Aufgabe  231.    An  einem  Winkelhebel  ahc      Andeutung.  Man  setze  die  hier  gegebenen  Zah- 
(siehe  Fig.  247)  wirke  eine  senkrecht  abwärts   lenwerte  in  die  beiden  Bestimmungsgleichungen, 
ziehende  Last  von  35  kg  an  dem  Hebelarm  bc   die  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  218  enüialten 
=  63  cm;  wie  gross  muss  die  zur  Herstellung   sind.  (Siehe  auch  die  Auflösung  der  Aufgabe  2 19.) 
des  Gleichgewichts  nötige  Kraft  P  sein,  welche 
an  einem  Hebelarm  von  der  Länge  ae=i  94  cm 
in  horizontaler  Richtung  wirkt,  wenn  der  Hebel 
selbst  8  kg  wiegt  und  die  Entfernung  der  senk- 
rechten Schwerlinie  vom  Drehpunkt  =  15  cm  ist, 
und  wie  gross  ist  der  in  c  wirkende  Zapfendruck  V 


Aufgabe  232.    An  einem  Winkelhebel  (siehe       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
Fig.  248)  wirke  an  dem  Arm  BC  =  75  cm  unter   gelösten  Aufgabe  220,  nur  dass  hier  die  Kraft, 
dem  Winkel  a  =  128«  eine  Last  von  100  kg,   dort  die  Last  gesucht  wird, 
welche  durch  die  an  dem  andern  Arm  ac  = 
96  cm  unter  einem  Winkel  von   65°  wirkende 
Kraft  P  im  Gleichgewicht  erhalten  wird. 

a).  Wie  gross  ist  die  Kraft  P,  wenn  der 
Winkelhebel  15  kg  wiegt  und  seine  senkrechte 
Schwerlinie  vom  Drehpunkt  C  um  22  cm  ent- 
fernt ist?    b).  Wie  gross  ist  der  Zapfendruck? 


c.  Die  auf  dem  Prinzip  des  Hebels  bernhenden  Wagen. 

Frage  166.     Was  versteht  man    unter 
einer  Wage?  Antwort.  Man  versteht  nnter  einer  Wage 

vorzugsweise  eine  Vorrichtung,  mittels  wel- 
cher man   die   Gewichte  der    Körper  be- 
Erkl.205.  Die  Wage  ist  das  wichtigste  Werk-  stimmen  kann.   Mittels  der  Wage  misstman 
zeug  für  den  Physiker  noch  mehr  aber  für  den  j^j^j^j.  eigentlich  Gewichte,  sondern  die  Stoff- 
Chemiker;   erst   durch   die  Anwendung   feiner   mpnfffln  oder  Massen    ans  dpnpn  dip  Kömer 
Wagen  ergab  sich,  dass   eine  gewisse   Stoff-  mengen  oaer  Massen,  aus  denen  die  üorper 
menge  oder  Masse  durch  viele  Veränderungen  zusammengesetzt   sind,    denn   das  Gewicht 
hindurch  immer  genau  dieselbe  bleibt,  dass  die   eines  Körpers  ist  veränderlich  und  ißt  im 
chemischen  Vorgänge  also  keine  Stoffumwand-   Mittelpunkt  der  Erde  und  an  gewissen  Stel- 
lungen sind,  ein  Satz,  welcher  die  Grundwahr-   len   zwischen  den    Weltkörpem    gar  nicht 
heit   der  Chemie   bildet;   erst  durch   genaues   vorhanden,   hat  also  keinen  wirklichen  Be- 
Wägen  wurde  die  Verbrennung  als  eine  Ver-  stand;  die  unveränderlichen  Massen  dagegen 
bindung  mit  Sauerstoff  erkannt  und  hiermit  der  ^^^^^^  wirklichen  Bestand.    Da  sich  nun  an 
eöZet  ^^^^^«^^^  (^'^^^  ^""'  ^**^°"^  einem   und  demselben   Ort  der   Erde  die 

^      ^®  *  Massen  zweier  und  mehr  Körper  verhalten 

wie  ihre  Gewichte,  so  kann  man  die  Massen 
durch  die  Gewichte  messen  und  vergleichen. 
Demnach  geben  uns  die  Wagen  Aufschlnss 
über  die  Massen. 
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Frag«  167.     Woraus  bestehen  die  am 

gebranchten  Wagen?  Antwort.     Die  am  meisten  gebrauchten 

Wagen  bestehen  entweder  aus  einem  ein- 
fachen geradlinigen  Hebel,  der  gleich- 
oder  nngleichannig  sein  kann,  oder  sie  wer- 
den ans  einem  Wiukelhebel  gebildet, 
oder  sie  Gind  ans  mehreren  Hebeln  zu- 
sammengesetzt. 


Frage  168.     Welche  Arten  Ton  Wagen 
imterscheidet  man  hiemach?  Antwort.    Man  nnterscheidet  hiernach: 

a).  gleicharmige  oder  gemeine  Wagen, 
ß).  nugleicharmige  oder  Schnellwagen, 
r)-  Zeigerwagen, 
<r}.  Schiffs-,  Bracken- und  Tafelwagen. 


a).    Die  gleicharmige  oder  gemeine  Wage. 

Frage  169.    Aus  welchen  Teilen  besteht 

im  wesentlichen   die  gleicharmige  oder       Antwort.  Die  gleicharmige,  gemeine 

gemeine  oder  Krämerwage?  oder  Erämerwage  (siehe  Fig.250)  besteht 

im  wesentlichen  ans  einem  Wagebalken 

AB,  derZnngeCD,  der  Schere  CE,  der 

FigDT  250.  Achse  C  nnd  den  beiden  Wagschalen  SS. 

Der  Wagebalken  ist  ein  einfacher  Stab, 
welcher  in  einem  Punkt  C  ontersttttzt,  ent- 
weder in  einer  gabelförmigen  Scfaeere  C£ 
oder  anf  einer  feststehenden  Sftnle  so  ruht, 
dass  er  sich  in  einer  senkrechten  Ebene 
frei  drehen  kann.  In  der  Mitte  des  Wage- 
balkens ist  senkrecht  za  demselben  ein  Zeiger, 
die  Znnge  genannt,  angebracht,  der  bei  den 
gewöhnlichen  Wagen  nach  oben,  hän£g  aber, 
derBeqnemlichkeit  nnd  Raumersparnis  wegen, 
nach  unten  gerichtet  ist. 

Zu  beiden  Seiten  des  Stfltzpnnktes  C,  an 
den  Enden  des  Wagehaikens  befinden  sich 
die  zwei  Anfhangepunkte  A  nnd  B  fQr  die 
Belastung;  der  eine  für  den  za  w&genden 
Gegenstand  Q,  der  andere  fUr  die  entspre- 
chenden Gewichte  P. 

Da  die  Krämerwage  ein  gleicharmiger 
Hebel  ist,  und  da  bei  demselben  Gleichgewicht 
stattfindet,  wenn 

pi  =  qi' 

ist,  wobei  F  und  Q  die  wirkenden  Kr&fte 
oder  Gewichte,  l  und  Z'  die  resp.  Längen 
der  Hebelarme  vom  Stutzpunkt  C  aus  ge- 
messen bezeichnen,  so  folgt  hieraus,  dass 
beide  Arme  gleich  lang  sein  müssen.  Allein 
der  Hebel  ist  hierbei  kein  mathematischer, 
sondern  ein  physischer,  ans  einem  Körper 
bestehend,  welcher  selbst  ein  gewisses  Ge- 
wicht hat,  nnd  da  auch  dieses  zugleich  auf 
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die  Hebelarme  wirkt,  so  muss  das  Gewicht 
eines  jeden  der  beiden  Hebelarme  in  seinem 
Schwerpunkt  genommen  werden,  am  dessen 
Abstand  vom  gemeinschaftlichen  Unter- 
sttltznngspnnkt  za  finden.  Hiemach  wfirde 
der  Zustand  des  Gleichgewichts  hergestellt 
sein,  wenn 

?l  +  pX  =  qV  +  qX' 

wäre,  worin  p  und  q  die  Gewichte  beider 
Arme  in  ihrem  Schwerpunkt,  X  und  A^  aber 
die  Abstände  beider  Schwerpunkte  vom  ge- 
meinschaftlichen Unterstüt  zungspunkt  be- 
zeichnen. 


Frage  170.     Welche    Bedingungen    hat 
eine  gute  Wage  zu  erfüllen?  Antwort.    Eine  gute  Wage  muss 

1)  richtig  sein,  sie  muss 

2)  im  stabilen  Gleichgewicht  sein 
und  sie  muss 

3)  empfindlich  sein. 


Frage  171.    Was  heisst  das,  eine  Wage 
muss  richtig  sein  und  wenn  kann  bei  der 

gleicharmigen  Wage  die  Bedingung  der  Antwort.   Eine  Wage  muss  richtig  sein, 

Richtigkeit  nur  stattfinden?  d.  h.  die  gewogenen  Gegenstände  mflssen 

genau  so  viel  schwere  oder  von  der  Erde 

Erkl.  206.   Allerdings  kann  ein  Zustand  des  angezogene   Teile   enthalten,   als   das  zum 

Gleichgewichts  stattfinden,  wenn  die  ungleich-  Wägen  angewandte  Gewicht  nach  der  eigen- 

heiten  auf  beiden  Seiten  sich  aufheben,  was  tttmlichen  Konstruktion  der  Wage  angibt, 

auch  für  gegebenes  P  =  Q  möglich  sein  würde,  Bei   der    gleicharmigen    oder   Krämerwage 

wenn  die  dabei  stattfindende  Ungleichheit  von  goU   der   gewogene  Körper   genau   so  viel 

i)A  und  gZ'  aufgehoben  wäre,  nicht  aber  für  biegen,  als  das  angewandte  Gewichtsstück, 

nP  =  nQ  and  da  dieses  nicht  bloss  für 

und  die  Wage  würde  dann  bloss  für  ein  be-  P  =  Q 

stimmtes  Gewicht  allerdings  richtig  sein,   für  gondern  auch  für 

jedes   andere   aber  unrichtig.     Es  ist   jedoch  i^p  _.  ^q 

nicht  schwer  zu  entscheiden,  ob  eine  gegebene  -,,.,.,          ,.            .        i^i-v 

Wage  in  dieser  Beziehung  richtig  sei,  denn  da  erforderlich    ist,    wobei    n    eine    behebige 

ohne  eine  Belastung  in  beiden  Wagschalen  die  ganze  oder  gebrochene  Zahl  bezeichnet,  so 

letzteren  selbst  die  Grössen  P  und  Q  der  Glei-  kann  die  Bedingung  der  Richtigkeit  einer 

chung  abgeben,   oder  diejenigen  Kräfte  sind,  solchen  Wage  nur  dann  stattfinden,  wenn 

welche  auf  die  beiden  Arme  des  Hebels  wir-  p  —  Q     l  =  i^    p  =  q  und   A.  =  A^  ist 

ken,  so  würde  in  dem  Fall,  wenn  diese  Grössen  ^  j «« .                    ' 

ungleich  sind  und  die  Wage  sich  dennoch  mit  ,    '         UphPlarmP  müssen  einander 

ihnen  ins  Gleichgewicht  steUt,  nach  Wegnahme  "^^^^^  ^®^.®\^^°J®  müssen  einanaer 

derselben  an    Material,    Länge    und    Dimen- 

P2-|-Q?i  =  0  sionen  völlig  gleich  sein*). 

dagegen  

pk  grösser  oder  kleiner  qX^  ,^  ^.^^^  ^^j^,  2^^ 

werden.  Man  darf  daher,  um  diesen  Fehler 
zu  entdecken,  nur  von  einer  im  Zustand  des 
Gleichgewichts  sich  befindenden  Wage  die  Scha- 
len abnehmen,  worauf  ein  mit  diesem  Fehler 
behafteter  Wagebalken  aus  dem  Gleichgewicht 
kommen  und  an  einer  Seite  herabsinken  wird. 
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Frage  172.    Ist  es  möglich,   dass  sich 
der  Wagebalken    ins   Gleichgewicht  stellt,       Antwort.   Es  ist  sehr  wohl  möglich,  dass 
ohne  dass  P  =  Q  und  1  =  1^  ist?  sich  der  Wagebalken,  sowohl  ohne  die  an- 

hängenden Schalen  als  auch  mit  denselben 
ins  Gleichgewicht  stellt,  ohne  dass 

P  =  Q  und  «  =  ?^ 

ist,  denn  es  kann  auch  Gleichgewicht  statt« 
finden,  wenn  eine  schwerere  Schale  am  kür- 
zeren und  eine  leichtere  Schale  am  längeren 
Hebelarm  hängt,  obgleich  der  Wagebalken 
far  sich  allein  gleichfalls  sich  ins  Gleich- 
gewicht stellt. 


Frage  173.   Wie  kann  man  erfahren,  ob 
bei  einer  im  Gleichgewicht  befindlichen  Wage      Antwort.    Nachdem  man  sich  überzeugt 
P  =  Q  und  l  =  V  ist?  hat  dass  der  Wagebalken  bei  leeren  Schalen 

horizontal  steht,  was  durch  die  Stellung  der 

SrkL  207.   Inwiefern  das  in  nebenstehender   Zunge  angegeben  wird,   wechselt  man  die 
Antwort  angegebene  Verfahren  begründet  ist,  Schalen  und  ihre  Aufhängepunkte  um.    In- 

Ä!  ^gs^nSSÄe^^rX^^^^  fr?\^'^Th't    t'^^•^b^«'^  tJn^ 

g  und  g  +  x,  die  Längen  der  Hebelarme  l  und  thunlich  oder  doch  beschwerlich  und  man 

?-^y,  so  wird  Gleichgewicht  stattfinden,  wenn  bnngt  daher  meistens  ein  anderes,   ebenso 

/« _l_  jpw  =  (i^y\ff  einfaches  Prüfungsmittel  in  Anwendung,  in- 

oder-  ^"1     ^         \  'T-yjff  ^gjjj  jj^j^jj  ^j^  Wage  mit  einer  in  jeder  Schale 

i  -4-  V  =   ^^  +  ^)  ^  liegenden  Last  ins  Gleichgewicht  bringt  und 

g  dann  die  Lasten  umwechselt,  so  dass  das 

also:  {^g^x)l  Gewicht  der  rechten  Schale  nun  in  die  linke 

!/  = ^  kommt  und  umgekehrt,  und  sieht  zu,   ob 

oder:  ^^^  Wagbalken  noch  immer  horizontal  ist 
y  =  i-?ji:.  ^  •"  Lg.  oder  nicht.    Im  ersteren  Fall  sind  die  bei- 
^j^j..                           ff  den  Arme  gleich  und  die  Wage  ist  richtig; 
y  =  iil  wären  nämlich  die  Arme  ungleich,  so  hätten 
ff  im  ersteren  Falle  auch  die  Gewichte  un- 
^               y  :l  =  x:g  gleich  sein  müssen,  da  an  ungleichen  Hebel- 
ist, d.  h.  der  eine  Hebelarm  mnss  um  eine  ge-  armen  nur  ungleiche  Kräfte  sich  das  Gleich- 
wisse Grösse  länger  sein,  welche  mit  dem  üeber-  gewicht  halten  können ,  wobei  bekanntlich 
gewicht  der  einen  Wagschale  im  geraden  Ver-  am  kleineren  Hebelarme  die  grössere  Kraft 
hältnis  ihres  Hebelarms  und  im  umgekehrten  wirkt  und  umgekehrt.    Wären  aber  die  Ge- 
des  Gewichts  der  andern  Wagschale  wächst,  wichte  ungleich  gewesen,    so   wirkte  nach 
Werden  dann  die  Wagschalen  verwechselt,  so  ^jer  Verwechselung  derselben  das   grössere 
wirkt  auf  den  einen  Hebelarm  ein  Moment:  Gewicht  an  dem  grösseren  Hebelarm  und 

^i  =  ^ff  umgekehrt ;  es  hätte  also  Gleichgewicht  nicht 

auf  den  andern  aber  eintreten  können,  und  der  Wagbalken  hätte 

^2  =  (9-rx)(^-ry)  sich,  anstatt  horizontal  zustellen,  nach  der 

und  letzterer  hat  daher  ein  Uebergewicht  Ton  einen  oder  anderen  Seite  neigen  müssen, 
der  Grösse: 

il  +  y)x  +  gi/ 

Werden  dann  in  die  Wagschalen  einer  sol- 
chen unrichtigen,  aber  doch  im  Gleichgewicht 
befindlichen  Wage  die  Gewichte  P  und  Q  gelegt, 
so  muss  für  den  Zustand  des  Gleichgewichts 

Q  =  P-T-^ 

sein,  d.  h.  das  Gewicht  auf  der  Wagschale  des 
längeren  Hebelarms  muss  in  demselben  Ver- 
hältnis kleiner  sein,  als  der  Hebelarm  länger 
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ist.    Nach  der  Verwechselung  dieser  Gewichte 
würde  auf  die  eine  Wagschale  das  Moment: 

Mi=  P-T-^ 

auf  die  andere  aber 

wirken,  oder  beide  Grössen  durch  {l-\-y)  di- 
vidiert, gibt: 

P  •  T, ^vT  ttnd   P 

d.  h.  das  Gleichgewicht  wird  um  so  mehr  ge- 

stört  werden,  je  mehr  -r -.    von  der  Ein- 

heit  abweicht,  oder  je  grösser  der  Wert  von  y 
ist. 


Frage  174.    Wie  kann  man  die  Grösse 
des  Fehlers  einer  Wage  auffinden  und  durch 

Verbesserung  der  ungleichen  Längen  beider  Antwort.*  Wie  schon  bemerkt,  ist  die 
Hebelarme  korrigieren?  Bedingung  der  Gleichheit  beider  Arme  dann 

vorhanden,  wenn 

Erkl.208.  Das  Wägen  mit  sehr  feinen  Wagen  P  =  Q 

ist  höchst  zeitraubend  und  erfordert  grosse  Sorg-  den  Zustand  des  Gleichgewichts  hervorbringt, 
falt,  denn  wenn  auch  zur  Abhaltung  des  Luft-  ^der  wenn  die  Wage  sich  bei  gleichen  Ge- 

def  fo'  dTnTt  pf  an^f' w."^««^^^^^^  >^ichten  in  beiden   Schalen    einstellt.     Ist 

aet,   so  dauert  es  doch  wecken  der  nach  den  .      t»»x        ii.         i-i.       rt     -i-x 

Pendelgesetzen  höchst  langsamen  Schwingungen  ™»°  }^^  ^^sitz  solcher  gleichen  Gewichte, 
sehr  lange,  bis  der  horizontale  Stand  des  Wage-  ?<>  ^st  damit  der  Versuch  bald  angestellt, 
balkens  eintritt,  zu  dessen  vollkommener  Her-  ini  entgegengesetzten  Fall  muss  man  sich 
Stellung  meistens  die  hinlänglich  feinen  Ge-  diese  zu  verschaffen  suchen.  Zu  diesem 
Wichtsteilchen  fehlen ,  da  dieselben  zu  klein  Zweck  legt  man  in  die  eine  Schale  ein  Ge- 
werden ,  um  bequem  gehandhabt  zu  werden,  wicht  P  und  in  die  andere  so  viel  Gewichts- 
Man  bedient  sich  deshalb  zur  Ausgleichung  der  glücke  (Schrotkörner)  bis  das  Gleichgewicht 

^f„TLt.Tt^  n«^^^^^^^  sog.  Reiter- oder  hergestellt  ist,  nimmt  dann  P  heraus,  legt 
Lauigewichte.    Das  smd  aus  feinstem  Gold     .    °    , *.  j^ ^     ,      ,      Vi      % 

oder  Platindraht  gebogene  n  -  förmige  Häkchen,  ^^^^^  ^®f®^  «^^  *J?^®^®®  ^'  ^?  ^^^  ^®«®^ 
welche  auf  den  Wagebalken  gesetzt  werden  und  ^^"^^  schwerer  als  P  hinein,  und  vermindert 
je  nach  dem  Zweck  der  Wage  1  g  oder  0,1  g  dieses  80  lange,  bis  das  Gleichgewicht  wie- 
wiegen. Zu  dem  Zweck  ist  die  obere  Stange  der  hergestellt  worden  ist,  wodurch  man 
des  Wagebalkens  vom  Stützpunkt  bis  zum  Auf-  also  P  =  Q,  zwei  gleiche  Gewichte  hat 
hängepunkt  der  Schale  in  10  oder  100  gleiche  Belastet  man  die  Wagschalen  mit  beiden 
Teile  geteilt.  Der  Ort  am  Wagebalken,  wo  letzteren,  so  wird  im  Falle  der  Gleichheit 
SÄrsoS:  S^^SarLTuÄ^^^^^^^^^  beider  Wagebalken  Gleichge^cht  vorhanden 
die  Gewichte  erfahren,  beziehentlich  den  Abzug,  ^em^  im  entgegengesetzten  Falle  aber  em 
wenn  das  Reiterchen  auf  Seiten  der  Last  auf-  Niedersinken  des  längeren  Hebelarmes  er- 
gesetzt war.  folgen. 

Beim  Wägen  selbst  wird  man  am  schnellsten       Die  Abweichung  der  Länge   ergibt  sich 

zum  Ziel  gelangen,  w^enn  man  die  Gewichte  der  aus   der   Ungleichheit   des   Gewichts    eines 

Reihe  nach  anwendet,  ohne  eines  zu  übergehen;  und  desselben  Körpers  in  beiden  Wagschalen, 

denn  man  täuscht  sich  sehr  oft ,  wenn  man  Denn  wenn  der  Körper  in  der  einen  Schale 

a'.S'' wLlf  ^^^'"^'«^  «^fS  ^"^^  ^Vt  ^T  liegend  g,  in  der  andern  aber  y  wiegt,  das 
genötigt,  wieder  von  vorn  zu  beginnen.    Um  die   ,„„i.,^  p^™;«Uf  «v.«^  —  ...  ;of    e/v  f/^i^* . 
Wage  keinen  unnötigen  Schwankungen  auszu-   ^^*^^®  Gewicht  aber  =  x  ist,  so  folgt: 

setzen,   nimmt   man  ein  zu  schweres  Gewicht  1:1^  =  g:x 

nicht  weg,  bevor  das  nächst  kleinere  aufgelegt  j.^i  __  ^.y 

ist.    Man  soll  die  Wage  je  nach  Beschaffenheit  ! — 

ihres  Mechanismus  auch  im  Anfang  nur  so  wenig  g:  x  —  x:y 

heben,  dass  die  Wagschalen  gerade  nur  noch  also:  

spielen   können,    weil   bei    dem   Wechsel    der  x  =  Yg7 
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schwereren  Gewichte  das  umschlagen  nach  der 
einen  oder  andern  Seite  sehr  rasch  geschieht 
und  dadurch  die  Schneiden  Schaden  leiden 
könnten.  Nur  durch  die  schonendste  Behand- 
lung l&sst  sich  ein  solches  Instrument  in  gutem 
Zustand  erhalten. 

Den  Stillstand  der  Wage  wartet  man  nicht 
ab;  da  der  Zeiger  sich  auf  geteiltem  Grad- 
bogen bewegt,  80  kann  man  den  gleichen  Aus- 
schlag sehr  sicher  beurteilen;  man  erh&lt  so- 
gar dabei  sicherere  Resultate  als  beim  wirklichen 
Stillstand. 


Figur  251. 


Figur  252. 


wonach  also  das  wahre  Gewicht  der 
mittleren  Proportionale  aas  beiden 
falschen  Gewichten  gleich  ist. 

Betrüge  z.  B.  ^  =  16  Milligramm,  y  = 
15  mg,  so  wäre 

X  =  Yl6  .  15  =  15,49  mg 

und  die  beiden  Arme  verhielten  sich  wie 
1600 :  1549  oder  nahe  wie  82 :  31.  Ein  so 
grober  Fehler,  wie  dieser,  würde  sich  indess 
schon  durch  blosse  Messung  ergeben,  allein 
man  verlangt  die  Genauigkeit  der  Wägongen 
in  so  hohem  Grad,  dass  dieser  durch  mecha- 
nische Kunstfertigkeit  nie  erreicht  wird,  nnd 
das  angegebene  Verfahren  ist  daher  nicht 
bloss  erforderlich,  nm  die  Richtigkeit  der 
Wage  ursprünglich  herzustellen,  sondern 
auch  späterhin,  um  eine  durch  den  Gebrauch 
etwa  entstandene  Unrichtigkeit  aufzufinden. 
Sollte  sich  eine  solche  wirklich  zeigen,  so 
wird  sie  durch  den  Ausschlag  oder  ein 
Herabsinken  des  einen  Wagebaikens  sicht- 
bar und  man  könnte  für  künftige  Wägungen 
den  so  bestimmten  Stand  als  den  normalen 
betrachten,  was  jedoch  nur  annähernd  und 
für  verschiedene  Belastungen  nicht  völlig 
genau  wäre.  Daher  befindet  sich  an  jedem 
Ende  des  Wagebalkens  eine  Mikrometer- 
schraube, um  mittels  derselben  den  Aufhänge- 
pnnkt  der  dazu  gehörigen  Wagschale  dem 
mittleren  Unterstützungspunkt  zu  nähern 
oder  weiter  davon  zu  entfernen.  Solche 
Vorrichtungen  heissen  Hunter'sche  Eor- 
rektionsschrauben  und  sind  in  Fig.  251 
deutlich  zu  sehen.  Oft  hängen  auch  die 
Schalen  mit  harten  Stahlringen  in  eben  sol- 
chen Stahlschneiden,  wobei  die  Kante  der 
letzteren  nach  oben  gerichtet  ist,  wie  es 
Fig.  252  im  Durchschnitt,  253  in  perspek- 
tivischem Bild  zeigt. 


Figur  253. 
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Frage  175.  Wie  ist  eiue  richtige  Ge- 
wichtsbestimmuDg  ohne  Mcksicht  auf  die 
Kichtigkeit  der  Wage  an  sich  möglich? 


Antwort.  Eine  richtige  Gewichtsbestim- 
mang  ist  selbst  dann,  wenn  man  sich  nicht 
anf  die  Kichtigkeit  der  Wage  verlassen 
kann,  durch  Anwendung  der  doppelten 
Wägung  möglich.  Man  legt  zu  diesem 
Zweck  in  die  eine  Schale  den  abzuwägen- 
den Körper  und  in  die  andere  statt  der  Ge- 
wichte Schrot  oder  Sand,  bis  das  Gleich- 
gewicht hergestellt  ist  Dann  nimmt  man 
den  Körper  aus  der  Wagschale  weg  und 
legt  statt  dessen  so  viele  Gewichte  hinein, 
bis  das  Gleichgewicht  hergestellt  ist.  Die 
Anzahl  dieser  Gewichte,  unter  Voraussetzung 
ihrer  Richtigkeit,  gibt  dann  das  Grewicht  des 
Körpers  an,  da  sie  unter  denselben  Um- 
ständen dieselbe  Wirkung  hervorbringen, 
wie  das  Gewicht  des  Körpers.  Auf  die 
Kichtigkeit  der  Wage  kommt  es  dabei  gar 
nicht  an. 


Frage  176.    Warum  ist  es  als  zweites 
Erfordernis  einer  guten  Wage  nötig,  dass       Antwort.     Wird    der    Wagebalken    als 
sich  der  Wagebalken  im  stabilen  Gleich-  blosser  Hebel   betrachtet,   so   setzt  dieses 


gewicht  befindet? 


Figur  254. 


P^ 


V 


S 


q^ 


voraus,  dass  die  Angriffspunkte  der  Lasten 
an  beiden  Enden  mit  dem  Untersttttzungs- 
punkt  in  eine  gerade  Linie  fallen  und  es 
wtlrde  den  Forderungen  der  Richtigkeit  ge- 
nügen, wenn  gleiche  Lasten  einen  Stillstand 
hervorbrächten.  Dieser  Stillstand  bedingt 
aber  keineswegs  eine  horizontale  Lage  des 
Hebels,  sondern  würde,  infolge  des  indiffe- 
renten Gleichgewichtszustands  des  Hebels 
in  jeder  beliebigen  Lage  erfolgen.  Zur 
Sicherung  des  horizontalen  Standes  muss 
deshalb  der  Stützpunkt  über  derjenigen  ge- 
raden Liuie  liegen,  welche  die  beiden  An- 
griffspunkte der  Lasten  verbindet,  so  dass 
der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt  der  letz- 
teren unter  den  Unterstützungspunkt  fällt. 
'o  Wären  also  die  beiden  Angriffspunkte  der 

Lasten  P  und  Q  (siehe  Fig.  254)  und  läge 
der  Stützpunkt  ü  über  der  sie  verbindenden 
geraden  Linie,  so  fiele  der  gemeinschaftliche 
Schwerpunkt  beider  Lasten  in  S  und  es 
könnte  der  Zustand  der  Ruhe  nur  dann 
stattfinden,  wenn  S  senkrecht  unter  G  sich 
befände;  denn  bei  vorhandener  Beweglich- 
keit ruht  ein  Körper  nur  dann,  wenn  sein 
Schwerpunkt  den  tiefsten  Stand  eingenom- 
men hat.  Kommt  der  Wagebalken  in  die 
geneigte  Lage  P*QS  so  wird  der  gemein- 
schaftliche Schwerpunkt  nach  S  gehoben 
werden  und  muss  daher  herabsinken,  bis  er 
seine  tiefste  Lage  in  S  wieder  eingenom- 
men hat,  also  bis  die  horizontale  Lage  des 
Hebels  wieder  hergestellt  ist   Hieraus  folgt: 
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1).  Liegen  die  beiden  Ängriffspankte  der 

Lasten  beim  gleicbarinigen  Hebel  mit  dem 

.  L,   »ru.     .,     j-    ■        i      .  i_    1      .  .    gemeiDBchaftlichen   Unterstatznngspnnkt   in 

!f"-  ??*;    ^T  -"i  f  "«'•«^  f  1;«»^«  A»^  einer  geraden  Linie,  so  würde  derselbe  bei 

»ort  erwlhnten  drei  Arten  des  Gleichgewichts  .,„.„.„.  d-i..» j.,  i-j„_  i d„v„ 

durch  ein  sehr  einfaches  Experiment  iischan-  «»«'"^h«'  Belastung  in  jeder  Lage  zur  Ruhe 
lieb  zu  machen,  stecke  man  durch  einen  Kork  Kommen.  Mit  einem  solctaen  waren  aller- 
eine ganze  und  zwei  halbe  Stricknadehi  recht-  dings  Wftgungen  möglich,  allein  höchst  on- 
vinlilig  zn  einander,  wie  es  aas  Firnr  265  er-  beqaem,  weil  beim  geringsten  Uebergewicbt 
sichUich  ist,  und  lege  dann  dies«  Vorrichtung  an  einer  Seite  der  Hebel  eine  »ertikale  Lag« 
lof  Ewei  Triokglftser.  so  dass  die  ganie  Nadel  annehmen  raüsste,  ja  diese  würde  eine  blei- 
den  Wagebalken  und  die  senkrecht  stehende  bende  sein,  sofern  entweder  der  eine  oder 
die  Zonge  voretellt  Dnrch  VerKhiebung  der  ^^^  ^^^^^^  Hebelarm  herabsinken  müsste. 
letzteren  kann  msn  die  Lage  des  Schwerpunkts  ,    ,  .     .     .„,  it„.„„.«. ,„„„=„„„!,.    „„.„, 

der  Höhe  nach    beliebig   andern  und  dadurch    ^  2).  Liegt   der  Unterstütz  an  gspunkt   unter 
den  Erfolg  zeigen,   je  nachdem  der    Schwer-   der  geraden  Linie,   welche  die   beiden  Än- 
pnnM  unter,  in  oder  Ober  der  Achse  liegt         griffsponkte   des   Hebels   yereinigt,   so   ist 
zwar  eine  horizontale  Lage  des  Wagebalkens 
bei  gleicher  Belastang  beider  Arme  nnter 
der  Bedingung  theoretisch  möglich,  dasa  der 
Figur  265.  Schwerpnnkt  mit  dem  Unters tützungspunkt 

in  eine  vertikale  Linie  fällt,   physisch  aber 
>>^  würde   dieses   ebenso   immöglich   sein,    als 

eine  Engel  anf  einer  Nadelspitze  zn  balan- 
cieren, weil  sich  die  erforderlichen  Beding- 
ungen in  mathematischer  Schärfe  nicht  er- 
reichen lassen;  denn  bei  dem  geringsten 
Uebergewicbt  an  einem  Arm  und  bei  dem 
geringsten  Herausrücken  des  Schwerpunkts 
aus  der  genannten  vertikalen  Linie  würde 
der  Schwerpunkt  herabsinken,  der  Wage- 
balhen  umschlagen  nnd  oscillieren,  bis  er 
zur  Ruhe  käme,  sobald  sich  der  gemein- 
^^^^^^^^^^^^^^^^^^  Bchaftlicbe  Schwerpnnkt   in   der   verticalen 

^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^  Linie   dnrcb   den   Untersttttznngsponkt   be- 

findet. 

3).  Der  horizontale  Stand  des  Hebels  ist 
also  nur  dann  erreichbar,  wenn  der  gemein- 
schaftliche Schwerpunkt  sich  anter  dem 
Unterstütznogsponkt  befindet. 


Frage  177.    Was  ist  zu  berücksichtigen, 

wenn  die  vorerwähnten,   beim  mathemati-       Antwort.    Werden  diese  beim  matbema- 

Echen  Hebel  giltigen  Satte,  auf  den  phfsi-  tischen  Hebel  giltigen  Sätze  anf  den  phy- 

schen,  den  Wagebalken  angewendet  werden?  sischen,   den   Wagebalken,   angewandt,   eo 

Obersieht  man   bald,   dass  sich  in   diesem 

zwei  Stützpunkte  befinden,  der  eine,  welcher 

dnrcb  das  Gewicht  des  Wagebalkens,   der 

Figur  256.  andere,   welcher  dnrch  die  beiden  Lasten 

Q^  an  den  Enden  der  Hebelarme  gegeben  ist. 

,     ej  seien  die  beiden  Schwerpunkte  der  ein- 

. zelnen   Hebelarme  p  nnd  q,   der   gemein- 

'  schaftliche  Schwerpunkt  s,  die  beiden  An- 

"' Q     griffspunkte  der  Lasten  an  den  Enden  der 

"     Hebelarme   P  und  Q   oder  P'  und  Q'  und 
ihre  gemeinschaftlichen  Schwerpunkte  S  oder 
•         S,,  so  kann  die  durch  letztere  gezogene  ge- 
rade Linie  entweder  über  oder  nnter  der 
ersleren  liegen  oder  mit  ihr  zusammenfallen. 


_3i„ 
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Wird  dann  ferner  voransgesetzt,  daae  bei 
horizontaler  Lage  des  Wagebalkens  die 
Scbwerpankte  s  und  S  oder  S,  in  eine  ver- 
tikale Linie  fallen,  so  sind  3  Fälle  mOglieh, 
wonach  S  mit  s  zasammenföllt  oder  S  onter- 
halb  8  oder  S'  oberhalb  s  liegt.  Im  ersten 
Fall  gilt  alles  das,  nas  oben  Ober  die  hori- 
zontale Lage  des  Wagebalkens  gesagt  wnrde. 
in  den  beiden  letzteren  kommt  nicht  jeder 
einzelne  Schwerpunkt,  sondern  es  kommt  der 
Unterschied  beider  in  Betracht.  Ist  zuerst 
der  Wagebalken  nicht  belastet,  also  S  oder 
S,  =  0,  BO  gilt  von  s  alles  dasjenige,  was 
in  dieser  Beziehung  oben  vom  matbemati- 
Echen  Hebel  gesagt  worden  ist;  wenn  da- 
gegen der  Wagebalken  belastet  nnd  S 
grösser  ist  als  s,  so  kann  s  über  dem  Dnter- 
stütznngspunkt  liegen,  und  dennoch  wird  der 
Wagebalken  znr  Ruhe  kommen,  wenn  S 
unter  dem  Untersttttzungspnnkt  liegt.  Ge- 
wöhnlich fällt  S  mit  s  zasammen,  was  aach 
bei  der  oben  erwähnten  PrOfnng  der  Rich- 
tigkeit angenommen  wurde. 


Frage  178.  Wie  sind  feine  Wagen,  wie 
z.  B.  die  chemischen  (siehe  Fig.  257)  kon- 
struiert, damit  der  Wage balken  seinen  hori- 
zontalen Stand  anze^? 


Ueber  die  auf  dem  Prinzip  des  Hebels  beruhenden  Wagen.  801 

Antwort.  Der  Wagebalken  ruht  in  der 
Regel  aaf  einer  senkrechten  S&nle  and  diese 
trägt  dann  in  ihrer  Verlängerung  einen  ge- 
teilten Bogen  hb,  vor  welchem  die  Zunge  oder 
der  Zeiger  sich  nach  beiden  Seiten  bewegt, 
aber  auf  0  der  Teilung  zeigt,  wenn  der  Zu- 
stand des  Gleichgewichts  vorhanden  oder 
der  horizontale  Stand  des  Wagebalkens  her- 
gestellt ist.  Diese  Zunge  ist  lotrecht  auf 
der  Mitte  des  Wagebalkens  befestigt,  so 
dass  sie  entweder  in  die  Höhe  steht  oder 
herabhängt,  wie  in -Fig.  240,  oder  die  Zunge 
befindet  sich  in  der  verlängerten  geometri- 
schen Achse  des  Wagebtükens  und  ihre 
Spitze  zeigt  auf  eine  hinter  ihr  angebrachte 
geteilte  Skala. 

Soll  der  Wagebalken  seinen  horizontalen 
Stand  richtig  anzeigen,  so  muss  die  ihn 
tragende  Säule  vertikal  sfthen,  und  damit 
solches  erreicht  werde,  muss  das  Fussbrett 
der  Wage  einen  horizontalen  Stand  haben. 
Um  diesen  herzustellen  bedient  man  sich 
einer  kleinen  Röhrenlibelle  und  korrigiert 
mittels  der  im  Fussbrett  befindlichen  Stell- 
schrauben SS.  Ist  man  von  dem  hori- 
zontalen Stand  des  Wagebalkens  überzeugt, 
so  kann  dieser  als  Norm  dienen,  und  das 
Fussbrett  so  lange  mittels  der  Stell- 
schrauben gerichtet  werden,  bis  die  Zunge 
auf  0  der  Teilung  einspielt. 


Frage  179.    Wodurch  wird  das  dritte 
Erfordernis   einer  guten  Wage,   ihre  Em- 
pfindlichkeit,  auch  wohl  Feinheit  ge-  Antwort.    Das  dritte  Erfordernis  einer 
nannt,  bestimmt?  guten  Wage,   ihre  Empfindlichkeit  oder 

Feinheit,  die  der  Trägheit  oder  Faul- 

Erkl.  210.  Die  Empfindlichkeit  einer  Wage  heit  derselben  entgegensteht,  wird  bestimmt 
drückt  man  gewöhnlich  durch  Angabe  des  ech-  durch  die  Grösse  desjenigen  Gewichts,  wei- 
ten Bruches  aus,  welcher  das  geringste,  noch  ches,  in  eine  der  beiden  Schalen  gelegt, 
einen  merklichen  Ausschlag  gebende  Gewicht  den  Zustand  des  Gleichgewichts  aufhebt  und 
zum  Zähler,  und  das  Gewicht  des  Wagbalkens  ^as  Niedersinken  des  einen  Armes  bewirkt, 
und  der   grössten   noch    zulässigen   Belastung  jj^  ^^^^  ^^^^  ^^  ^^  ^i^l  ^^^^^  g^i^^  ^^^^^ 

zum  .enner    a.  .      ,:,     ^  ,,.  ,,   ..  je  grössere  Lasten  zu  wiegen  sie  bestimmt 

Eme^gute  Wage  muss  eme  Empfindlichkeit  .^^^  ^^  ^^^^  ^^^  ^.^  Feinheit  nach  einem 

^^^  "eöööö  ^®8itzen,  sie  muss  also  bei  einer  Be-  aliquoten  oder  bestimmten  Teil  der  ganzen 

lastung  von  60000g  oder  von  60  kg  in  jeder  Last,   welchen   sie  ohne  Gefahr  ihrer  Be- 

Schale  noch  einen  merklichen  Ausschlag  geben  Schädigung  in  jeder  Schale  zu  tragen  ver- 

bei  Zulegung  von  1  g.  mag;  diese  pflegt  man  das  Totalgewicht, 

Dagegen  verlangt  man  von  den  analytischen  ^^^  Fähigkeit  der  Wage,  so  viel  darauf  zu 

Wagen  der  Chemiker    dass    wenn  sie  m  jeder  ^  ^^       Tragkraft  zu  nennen,  wo- 

Schale  (als  höchstes  Gewicht  ohne  Nachteil  der  .^.   '  ,  ^    ^.      „;A«»^b    i\yr«o«    ai^^^I  tj« 

Biegung  des  Balkens)  1  kg  tragen,  ein  Zulage-  ^^^^^  »^^o   ein    sicheres   Mass    dieser  Be- 

gelaicht  von  1  mg  noch  einen  merklichen  Aus-  Stimmung  gegeben  wird. 

schlag  gibt,  wonach  die  Empfindlichkeit  ^^^^^q 
beträgt. 
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Frage  180.  Welches  sind  die  Mittel  zar 
ErlaDgang  der  grössten  Feinheit  bei  den 
Wagen? 


Brkl.  211.  Die  wichtige  Bedingung,  den 
Wagebalken  so  leicht  als  möglich  zu  machen, 
ohne  seiner  Tragkraft  Abbruch  zu  thun,  hat 
man  auf  vielfache  Weise  zu  erreichen  gesucht. 
Allgemein  bringt  man  dabei  das  Prinzip  in 
Anwendung,  dass  man  denselben  in  der  Mitte 
starker  macht  und  nach  beiden  Enden  hin  ver- 
jüngt zulaufen  lässt,  sowie,  dass  man  seine 
Höhe  weit  grösser  nimmt  als  seine  Dicke,  nach 
den  hierüber  bestehenden  Gesetzen  der  Festig- 
keit der  Körper.  Ueberdies  ist  bei  feinen  Wagen 
der  Balken  nicht  massiv,  sondern  durchbrochen 
(Siehe  Fig.  257),  ^enn  möglich  auch  aus  Alu- 
minium, jedenfalls  aber  aus  einem  Metall,  wel- 
ches von  der  Wärme  und  Feuchtigkeit  nicht 
angegriffen  wird,  etwa  aus  vergoldetem  oder 
platiniertem  Messing,  da  alles  Putzen  die  Rich- 
tigkeit der  Wage  gefährdet. 


Figur  258. 


Figur  259. 


Antwort.  Die  Mittel  zar  Erlangung  der 
grössten  Feinheit  bei  den  Wagen  sind  za- 
erst  eine  möglichste  Länge  des  Wage- 
balkens, denn  ein  und  dieselbe  Kraft  wirkt 
auf  einen  längeren  Hebelarm  stärker  als 
auf  einen  kürzeren. 

Ein  zweites  Mittel  ist  möglichste  Leich- 
tigkeit des  Wagebalkens,  denn  da  dorcfa 
das  Uebergewicht  nicht  bloss  die  Lasten, 
womit  der  Wagebalken  beschwert  ist,  son- 
dern auch  die  Masse  des  letzteren  selbst 
bewegt  werden  mass,  so  wird  dieses  nm 
so  leichter  geschehen,  je  weniger  Gewicht 
der  Wagebalken  selbst  hat,  wodurch  dann 
zugleich  die  Reibung  vermindert  wird.  Der 
wirklichen  Anwendung  dieser  beiden  eben 
genannten  Mittel  steht  aber  entgegen,  dass 
der  Wagebalken  sich  nicht  biegen  darf^). 

Ein  drittes  Mittel  zur  Erreichung  einer 
möglichst  grossen  Empfindlichkeit  ist  die 
möglichste  Vermindernng  der  Reibung. 
Wäre  die  Achse  des  Wagebalkens  ein  Cy- 
linder  und  wälzte  sich  dieser  in  einer  krum- 
men Oeffnung  (siehe  Fig.  258),  so  müsste 
bei  den  Schwingungen  des  Wagebalkens 
merkliche  Reibung  entstehen,  welche  sich 
dadnrch  zeigt,  dass  sich  die  Zunge  bei  den 
Schwingungen  nicht  jederzeit  wieder  genau 
auf  den  O-Punkt  der  Teilung  einstellt,  son- 
dern abwechselnd  rechts  oder  links  davon 
abweicht,  und  dieses  wird  nm  so  mehr  statte 
finden,  je  grösser  die  zu  wägenden  Lasten 
sind,  denn  die  Grösse  der  Reibung  ist  be- 
kanntlich der  Last  direkt  proportional.  Da- 
bei kommt  noch  die  Lage  des  gemeinschaft- 
lichen Schwerpunktes  in  Betracht.  Läge 
derselbe  in  der  geometrischen  Achse  des 
Cylinders,  welcher  die  Achse  des  Wage- 
balkens bildet,  so  würde  letzterer  bei  vor- 
handenem Gleichgewicht  in  jeder  Lage  zur 
Ruhe  kommen,  läge  er  aber  unter  derselben, 
so  müsste  er  bei  jeder  Bewegung  gehoben 
werden  und  es  käme  zur  Reibung  noch  die 
Ueberwindung  dieser  Last  als  ein  Mittel 
zur  Vermehrung  der  Trägheit  hinzu,  bei 
einer  Lage  oberhalb  derselben  müsste  aber 
der  Wagebalken,  sofern  die  Reibung  dieses 
nicht  hindert,  umschlagen. 

Ruht  die  cylindrische  Achse  des  Wage- 
balkens auf  einer  geraden  Fläche  (siehe 
Fig.  259),  so  fällt  die  Reibung  insofern 
weg,  als  sie  sich  in  eine  wälzende  verwan- 
delt. Die  Achse  dagegen,  als  Gylinder  ge- 
dacht, wird  am  vorteilhaftesten  verschwin- 
dend dünn  sein,   denn  die  Reibung  nimmt 


1).  Siehe  Erkl.  211. 


Ueber  die  auf  dem  Prbzip  des  Hebela  beruhenden  Wagen. 


mit  dem  Halbmesser  des  Cyliaders  zn.  Da 
aber  die  Achse  zDgleich  eine  angemessene 
Tragkraft  haben  mass,  so  kann  diese  Be- 
dingung nicht  anders  als  darcb  die  soge- 
nannte Messerschneide  oder  das  drei- 
seitige Prisma  erreicht  werden,  dessen 
untere  Schärfe  als  ein  Teil  der  OberflBicbe 
eines  Cylinders  von  verschwindend  kleinem 
Halbmesser  zu  betrachten  ist.  Die  Reibung 
mass  daher  am  so  mehr  verschwinden,  je 
feiner  die  Schneide  ist.  Allein  damit  wird 
zugleich  die  Haltbarkeit  vermindert,  nnd 
man  macht  ans  diesem  Gmnd  den  Winkel, 
welchen  die  beiden  ebenen  Flächen  der 
Messerschneide  miteinander  bilden,  desto 
kleiner,  je  geringer  die  Tragkraft  sein  soll. 
Bei  sehr  grossen  Wagen  beträgt  dieser 
Winkel  nicht  viel  weniger  als  90°,  beimitt* 
leren  gewöhnlich  60°,  bei  feinen  wird  er 
bis  30*  verringert,  nnd  dabei  besteht  diese 
Achse  ans  gehärtetem  Stahl.  Selbstver- 
ständlich muss  die  Schneide  eine  gerade 
Linie  nnd  mit  der  geometrischen  Achse  des 
Wagebalkens  zwei  rechte  Winkel  bilden. 

Die   Reibong   wird    nicht  bloss 
durch  die  angegebene  Einrichtung 
der  Achsen  des  Wagebalkens,  son- 
dern auch  durch   (Ue   der  Unter- 
lage   vermindert.     Frther    rnhte 
die  znr  Messerschneide  geschärfte 
Tragachse  des  Wagebalkens  in  den 
Löchern   oder    Pfannen    der   sog. 
Schere  (siehe  Fig.  260),  die  ver- 
hältnismässig  sehr   weit   nnd   zu- 
weilen anch  nnten  mit  eingelegten 
schmalen,    ebenen  nnd  glasharten 
Stablplatten  versehen   waren,   die 
Schere  selbst  aber  wurde  an  ihrem 
oberen  Ende  mittels  eines  Ringes 
an   einem  Haken   aufgehängt  nnd 
trug  somit  die  ganze  Wage  samt 
der  Last.    Später  zog  man  es  vor, 
die  Messerschneide  auf  2   Unter- 
lagen ab  (siehe  Fig.  261)  ruhen  zn 
lassen,  die  anf  einer  Sänle  befestigt 
sind.    Die  Unterlagen  sind  gewöhn- 
lich horizontal  und  bestehen  ent- 
weder   aus    glashartem,    fein    po- 
lieriem  Stahl,  oder  besser  ans  Achat.    Weil 
sich  aber  die  härteste  Messerschneide  durch 
langen  Gebranch  ahnntzen  wurde,  wenn  sie 
fortwährend  auf  der  fein  polierten  Unter- 
lage mit  ihrer  ganzen  Last  ruhte,   so  hat 
man  verschiedene  Vorrichtungen  angebracht, 
nm   im   Zustand   der  Ruhe   die   Wage    zn 
tragen.    Hierdurch  werden  zugleich  die  zu 
grossen  nnd  lange  dauernden  Schwingnngen 
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vermieden  und  somit  die  Zeitdauer  der 
Wägangen  bedeutend  abgekürzt;  denn  je 
empfindlicher  die  Wage  ist,  um  so  schwie- 
riger findet  man  das  richtige  Gewicht,  mit 
welchem  sie  sich  auf  den  Nullpunkt  der 
Teilung  einstellt.  Die  für  diese  Zwecke  in 
Erkl.  212.  Der  Winkel,  um  welchen  bei  ge-  Anwendung  gebrachten  Vorrichtungen  sind 
gebenem  Uebergewicht  der  Wagebalken  oder  meist  zwei  Einschnitte  von  einem  kleineren 
auch  die  Zunge  sich  dreht,  bis  sie  wieder  in  Winkel,    als   der   der  Messerschneide,   in 


Ruhe  kommt,  heisst  Ausschlagswinkel. 


Figur  262. 


P  +  p 


welche  die  letztere  mit  ihren  äussersten 
Enden  sich  einlegt,  ohne  dass  die  Schärfe 
der  Messerschneide  selbst  eine  Unterlage 
berührt.  Auch  pflegt  man  die  Ringe  der 
Wagschalen  während  des  Nichtgebrauchs 
der  Wage  von  ihren  Stahlschneiden  zu  ent- 
fernen. Denn  die  nämlichen  Gründe,  welche 
die  Reibung  der  Achse  zu  vermeiden  ge- 
bieten, machen  auch  bei  der  Aufhängung 
der  Wagschalen  die  Anwendung  von  Messer- 
schneiden nötig,  welche  zur  Längsachse  des 
Wagebalkens  rechtwinklig ,  also  mit  der 
Tragachse  parallel  laufend  angebracht  sind 
und  über  denen  gewöhnlich  ein  verhältnis- 
mässig weiter  inwendig  zugeschärfter  Ring 
hängt,  der  die  Schale  trägt,  siehe  Fig.  252 
und  253. 

Die  wesentlichste  Bedingung  der  Feinheit 
einer  Wage  wird  aber  durch  die  Lage  der 
Schwerpunkte  und  des  Stützpunkts  gegeben, 
wobei  zugleich  der  sogenannte  Ausschlags- 
winkeP)  in  Betracht  kommt.  Es  wurde 
schon  früher  bemerkt,  dass  der  gemein- 
schaftliche Schwerpunkt  etwas  unter  dem 
Stützpunkt  des  Wagebalkens  liegen  muss, 
damit  das  stabile  Gleichgewicht  gesichert 
ist,  und  es  fragt  sich  also,  wie  die  Fein- 
heit der  Wage  mit  dieser  Lage  und  den 
Grössen  dieser  Schwerpunkte  im  Verhältnis 
steht. 

Ist  in  Fig.  262  C  der  Drehungspunkt,  S 
der  gemeinsame  Schwerpunkt  eines  Wage- 
balkens, dessen  eigenes  Gewicht  G  heissen 
möge  und  welcher  in  A  und  B  mit  den 
beiden  Gewichten  P  =  Q  belastet  und  da- 
durch in  den  Zustand  des  Gleichgewichts 
gebracht  ist,  so  liegt  S  in  einer  durch  den 
Mittelpunkt  0  der  Linie  AB  gehenden  lot- 
rechten Linie.  Wird  nun  die  Last  P  um 
die  Grösse  p  vermehrt,  so  erhält  der  Wage- 
bsdken  die  Lage  A^B^  der  gemeinschaftliche 
Schwerpunkt  S  wird  nach  S^  gehoben  und 
gibt  den  Ausschlags wiokel  a.  Bezeichnet 
man  die  halbe  Länge  des  Wagebalkens  mit 
a,  die  Linie  CO  =  00^  mit  h  und  CS  = 
CSj  mit  c,  so  muss  nach  dem  Satz  von  den 


1).  Siehe  Erkl.  212. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansftthrliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

Iialtsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  lllld    portofrei   bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschnittcn  und  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzebe  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  2ÖPfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  eta  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzügUchste  Lehrbuch 
sum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dmek  von  Carl  Hammer  in  Stnttgart. 


Statik 

oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester 

Körper  (Geostatik). 
Forts.  Y.  Heft  362.  —  Seite  305—320. 

Hit  16  Figuren. 


Vollständig  gelöste 

Aufgaben-  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  Tür  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

iojiabe  und  BDtwieUimg  der  benntxten  S&tze,  Formeln,  Regeln,  in  Fragen  und  intiorten 

erl&atert  dorch 

viele  Eolzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

ans  allen  Zweigen 

der  Beelieiikiuisty  der  iiiederMi  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  Bpb&riBchen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  hOheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
I>ifferential-  n.  Integral-Rechnong,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Raumes  etc.);  — 
ans  allen  Zweigen  der  Physik,  Meehanik.  Graphostatik,  Chemie,  Geodftsie,  ITantik, 
matiiemat»  Geognmhie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  msenbahn-,  Wasser-, 
Brtteken-  n.  Hochoan's;  der  Konstmktlonsleliren  als:  darstelL  €toometrie.  Polar-  u. 

Pandlel-PerspektlTe,  Schattenkonstniktlonea  etc.  etc. 

fOr 

SchtUer,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  riclitigen  und  erfolgreichen 

Stadium,  znr  Forthfilfb  bei  Schnlarbeiten  nnd  znr  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Hlejrer^ 

Matbeinfttik«r,  Tereid«t6r  kOnigl.  prensi.  rddmesMr,  Tereideter  grosBh.  heaslsoher  0«ometer  I.  Klstse 

in  Frankfurt  a.  H. 
nnter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Kräfte. 


--^     \  l  --^i_-L-i, 


^i^'  j^.  y  i_'.-i- 


L_^l',  ^. 


IS  t  a  t  i  k 

oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper  (Geo Statik) 

nach  System  Kleyer  bearbeitet 
von  R.  Klimpert,  Seminarlehrer  u.  Physiker  in  Bremen. 

Fortsetzung  v.  Heft  362.  —  Seite  305—320.   Mit  16  Figuren. 

Inhalt: 

Die  anf  dem  Prinsip  dea  Hebels  beruhenden  Wagen :    a.  Die  gemeine  oder  Krämerw»ge.    ß.  Die  ungleiob- 
annigen  oder  Scbneliwagen.     y.  Die  Zeigerwageo.    cT.  Zueammoogesetzte  oder  Brückenwagen. 

€.  Die  Wage  des  Roberral. 
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Stuttgart  18S7. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


iPreisgekront  in  Frankhirt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliekes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aas  dem  Oesamtgeblete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  und  Hochbaues,  des  konstroktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstftndig 
gelöster  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelang  der 
benutzten  Sätie,  Formeln,  Regeln  in  Fcagen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird^  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  Die  LÖsnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschalen  I.  und  II.  Ordn«,  gleich- 
berechtigten höheren  BUrgerschalen,  Frivatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkschalen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschalen,  techn.  Yorbereitangsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftsschalen, 
Militärschuleu ,  Torbereitangs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese.  Schritt  fBr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disciplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  za  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  za  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

.Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anffrlschnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Keontnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Berufs- 
zweigen vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yorlagshandliing. 
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Hiltoeehnaxig.    Da  in  Bezug  auf  Fig.  262 

Ä^  =  aTf  +  fc 

und  —         — 

CE  =  FE  — FC 

oder  was  dasselbe  ist: 

CE  =  iiF  — FC 
so  verwandelt  sich  die  nebenstehende  Gleichung: 

Q.ä;C  +  G.SJ)  =  (P+i)).CE 
wenn  man  die  vorstehenden  Werte  einsetzt  in 


statischen  Momenten  die  folgende  Gleichung 
stattfinden : 

Q.ä;;c  +  G.S7d  =  (P+i)).CE 
woraus  sich  nach  nebenstehender Hilfsrechn.: 


1) 


tg« 


a  .p 


Q  (AiF +F  C)  +  G .  SiD  =  (P  +  j))  (AiF  —  F  C) 

oder  da  Q  =  P  angenommen  wurde,  so  kann 
man  auch  setzen: 


P(AiF+FC)+G.StD  =  (P+i))(AtF  — FC) 
oder: 

P.AiF+P.FC  +  G.J5\I)  =  P.ä;F-P.FC  + 

p.ÄJF— i).FC 

oder: 


&(2P+i>)4-c.G 
ergibt. 

Wenn  die  Anfh&ngepnnkte  A  nnd  B  der 
Wagschalen  nnd  der  Drehnngspnnkt  G  des 
Wagebalkens  in  einer  geraden  Linie  liegen, 
was  bei  guten  Wagen  möglichst  erzielt  wird, 
dann  ist  6  =  0,  und  die  vorhergehende 
Gleichung  verwandelt  sich  in 


2). 


tg  «  = 


a.p 
cTG 


P.FC  +  G.SiD-f  P.FC+i>.FC  =  p.A^F 

oder: 

1).  .  .  FC(2V  +  p)  +  G.HJ>  =  p.ÄiF 

>'un  ist:  — 

=  sin  et 


Cüi 


oder,  da  wir  CGj  =  5  setzen  wollten: 

FC 

b 

ferner  ist:  — 

SjD 


—  sin  ß   oder   FC  =  &  .  sin  « 


SjC 


=  sm  IC 


oder,  da  «jC  =  c  sein  soll: 


-  =  sin«   oder    S^D  =^  c.sin« 
endlich  ist: 

A  F 

.1  -  =  cos  a,  denn  A-^i^Oi  «^  ^CSjD 

AiOi   _  

oder  da  ÄiÖ^  =  AO  =  a  sein  soll,  so  ist: 

'  -    =  cos  «  oder  A.F  =  a .  cos  a 
a  * 

Setzen  wir  diese  für  die  drei  Strecken  FC, 

SjD  und  AiF  erhaltenen  Werte  in  die  obige 
Qleichung  1).,    so  ergibt  sich: 

(2  P  -|-  jj) .  & .  sin  «  -|-  G  i  c .  sin  a  =  p.a  .cos  a 
oder: 

sin  «  (h  (2P -f- j))  +  c .  G)  =  p.a. cos  u 
oder: 

sin  a    a.p 

~cos~tt   "  y(2P+j»)+^G 
oder  da 


so  18t: 


sm  « 
cosa 

t(?  «  = 


=  tg« 

a  .p 


Da  kleine  Winkel  sich  nahezu  wie  ihre 
Tangenten  verhalten,  so  folgt  aus  dieser 
Gleichung,  dass  der  Ausschlagswinkel  a 
so  lange  derselbe  nur  klein  ist,  der  Grösse 
des  Uebergewichts  p  nnd  der  Länge 
der  Arme  des  Wagebalkens  a  direkt, 
dem  Gewicht  des  Wagebalkens  G  aber 
and  dem  Abstand  c  seines  Schwer- 
punkts vom  Drehnngspnnkt  umge- 
kehrt proportional  ist.  Dagegen  ist 
der  Ausschlags  Winkel  (vorausgesetzt, 
dass  die  Aufhängepunkte  A  und  B  der 
Wagschalen  mit  dem  Drehungspunkt  C  in 
einer  geraden  Linie  liegen)  von  der 
Grösse  der  Belastung  2P  unabhängig. 
Liegt  dagegen  C  über  der  Geraden  AB, 
so  ist  der  Aasschlagswinkel  ^der  Be- 
lastung amgekehrt  proportional. 

Um  daher  einer  Wage  die  erforderliche 
Feinheit  zu  geben,  ist  es  nötig,  dass  der 
Wagebalken  sich  nicht  biege  nnd  dass  der 
Schwerpunkt  nur  wenig  unter  dem  Stütz"- 
pankt  liege  und  es  ist  also  die  Feinheit 
einer  Wage  der  Kleinheit  dieses  Abstandes, 
der  Leichtigkeit  des  Wagebalkens  und  sei- 
ner Länge  der  Kleinheit  der  darauf  gewo- 
genen Lasten  und  der  Verminderung  der 
Reibung  proportional.  Um  diesbezügliche 
feine  Korrekturen  möglich  zu  machen,  ist 
an  manchen  Wagen  in  einer  senkrechten 
Ebene  über  (siehe  Fig.  261)  oder  unter  dem 
Stützpunkt  ein  Gewicht  mit  einer  Mikro- 
meterschranbe  angebracht ,  welches  dem 
Stützpunkt  mehr  oder  weniger  genähert 
werden  kann,  um  dadurch  die  Lage  des 
Schwerpunkts  zu  regulieren.  Eben  dieses 
geschieht  auch  dadurch,  dass  die  Unterlage 
des  Hakens,  woran  die  Wagschale  hängt, 
mittels  Mikrometerschrauben  etwas  gehoben 
oder  gesenkt  wird. 


Klimpert,  Statik. 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


ß).    Die  ungleicharmigen  oder  Schinellwagen. 


Frage  181.     Auf  welchem   Prinzip   be- 
rahen  die  Schnellwagen? 


Antwort.  Die  Schnellwagen  beruhen 
auf  dem  Prinzip  des  Hebels  mit  angleich 
langen  Armen,  vermittelst  dessen  durch  ein 
geringes  Gewicht  grosse  Lasten  gewogen 
werden  können. 


Frage  182.    Wieviele  und  welche  Arten 
von  Schnellwagen  unterscheidet  man? 


Antwort.  Man  unterscheidet  deren  dreier- 
lei, nämlich: 

1)  Schnellwagen  mit  Laufgewicht, 

2)  Schnellwagen  mit  verjüngtem  Ge- 
wicht und 

3)  Schnellwagen  mit  festemGewicht 
aber  verschiebbarem  Unterstütz- 
ungspunkt. 


Frage  183.  Wie  ist  die  Schnellwage 
mit  Laufgewicht  oder  die  sog.  römische 
Schnellwage  eingerichtet? 

Figur  263. 


Erkl.  213.  Einige  Forscher  leiten  den  Namen 
aus  dem  Orient  her,  wo  diese  Wage  früher  be- 
kannt war,  und  da  das  am  längeren  Hebelarm 
hängende  Gewicht  die  Gestalt  eines  Granatapfels 
(arab.  Bomman)  hatte,  so  soll  sie  hiemach  noch 
jetzt  dort  Rommana  heissen.  Den  Namen  Schnell- 
wage hat  sie  daher,  weil  man  bei  ihr  durch  das 
Verschieben  des  Gewichts  schneller  wägen  kann; 
auch  gewährt  sie  bei  grossen  Lasten  den  Vorteil, 
dass  man  nicht  gezwungen  ist,  so  viele  Gewichts- 
stücke aufzulegen  als  die  zu  wägende  Last  be- 
trägt. 


Antwort.  Die  Schnellwage  mit  Lauf- 
gewicht oder  die  sog.  römische  Sehn  eil- 
wage ^),  siehe  Fig.  263,  ist  ein  ungleich- 
armiger Hebel,  bei  welchem  der  kurze  Arm 
für  die  Last,  der  lange  für  das  Gewicht 
bestimmt  ist.  Diese  Wage  hat  feste 
unveränderliche  Aufhängepunkte  C 
und  A  für  den  Wagebalken  und  den 
zu  wägenden  Gegenstand ;  zum  Wärgen 
dient  ein  einziges  Gewichtsstück,  das 
Laufgewicht  Q,  welches  auf  dem  mit 
einer  Skala  versehenen  längeren  Arm 
verschiebbar  ist  und  beim  Wägen  so 
gehängt  wird,  dass  Gleichgewicht  ein- 
tritt, d.  h.  der  Wagebalken  horizontal 
ist.  Die  gerade  Linie,  längs  welcher 
das  Laufgewicht  verschoben  wird,  mnss 
verlängert  durch  die  beiden  festen  Anf- 
hängepunkte  C  und  A  gehen.  Das  Ge- 
wicht der  Last  P  wird  an  der  Tei- 
lung des  längeren  Armes  abgelesen. 
Gewöhnlich  ist  die  unbelastete  Wage 
nicht  im  Gleichgewicht,  sondern  die- 
ses tritt  erst  ein,  wenn  das  Laufgewicht  in 
einem  bestimmten  Punkt  des  längeren  Armes 
hängt;  dieser  Punkt  ist  dann  Nullpunkt  der 
Teilung  des  längeren  Armes.  Die  Grundlage 
der  Teilung  bildet  der  Abstand  der  beiden 
festen  Aufhängepunkte.  Wiegt  die  Belastung 
soviel  wie  das  Laufgewicht,  so  muss  zur  Her- 
stellung des  Gleichgewichts  das  Laufgewicht 
auf  den  ersten  Teilstrich  vom  Nullpunkte 
der  Teilung  angehängt  werden.  Wenn  man 
nun,  um  der  zu  wägenden  Last  das  Gleich- 

1).  Siehe  Erkl.  218. 
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Erkl.  214.  Zur  Erreichung  der  erforderlichen 
Empfindlichkeit  werden  auch  bei  den  Schnell* 
wagen  die  Regeln  in  Anwendung  gebracht, 
welche  oben  für  die  Krämerwage  angegeben 
worden  sind.  Da  sich  indes  die  Gewichte  der 
Erftmerwage  in  kleinere  Teile  zerlegen  lassen, 
als  die  Längen  der  Hebelarme  der  Schnellwage, 
so  ist  mit  letzterer  keine  so  grosse  Feinheit  zu 
erlangen,  als  mit  der  Erämenvage. 


gewicht  zu  halten,  das  Laufgewicht  um  das 
2 — 3 — n  fache  seines  Abstandes  vom  Null- 
punkte  aus  gerechnet,  verschieben  muss,  so 
ist  das  Gewicht  der  Last  das  2 — 3— n  fache 
von  dem  des  Laufgewichts. 

Die  gewöhnlichen  Schnellwagen  sind  so 
eingerichtet,  dass  sie  zugleich  zum  Abwägen 
grösserer  und  kleinerer  Lasten  dienep.  Zu 
diesem  Zweck  haben  sie  zwei  ungleiche  Ab- 
teilungen des  Wagebalkens,  indem  sie  für 
geringere  Lasten  am  Haken  G  aufgehängt 
werden,  wobei  das  Verhältnis  der  Längen 
AG:GD  stattfindet,  nach  Umkehrung  aber 
am  Haken  C^  mit  dem  Verhältnis  AC^ :  C^D. 
Der  aus  einer  flachen  Stange  bestehende 
Balken  ist  dann  auf  beiden  Seiten  zuge- 
schärft und  die  Schärfe  mit  Einkerbungen 
versehen,  in  welche  der  gleichfalls  zuge- 
scbärfte  Haken  mit  dem  Laufgewicht  Q  ein- 
gehängt wird,  bis  das  Gleichgewicht  herge- 
stellt ist  und  die  auf  der  zugehörigen  Seite 
eingeschlagene  Zahl  das  gefimdene  Gewicht 
angibt. 


Fr&ge  184.  Wie  lässt  sich  theoretisch 
nachweisen,  dass  das  in  den  beiden  vor- 
erwähnten Fällen  durch  die  Wage  ermittelte 
Gewicht  das  richtige  sein  muss? 


Figur  264. 


D 


C 

X 
s 


Antv^ort.  1).  Fällt  der  Aufhängepunkt  G 
des  Wagebalkens  mit  dem  Schwerpunkt  S 
desselben  zusammen,  wie  es  der  Fall  ist, 
wenn  nur  leichte  Lasten  gewogen  werden 
sollen,  und  ist  P  der  zu  wägende,  in  A  auf- 
gehängte Körper  (siehe  Fig.  264),  Q  das  in 
D  befindliche  Laufgewicht,  so  wird  für  den 
Fall  des  Gleichgewichts,  da  das  Gewicht 
der  Wage  durch  0  aufgehoben  wird, 


also: 


Q.CD  =  P.CA 


CA 


sein.  Aus  der  bekannten  Grösse  des  Lauf- 
gewichts Q,  der  gegebenen  Strecke  CA  und 
und  der  gemessenen  Strecke  CD  lässt  sich 
das  Gewicht  P  des  zu  wägenden  Körpers 
mittels  dieser  Formel  berechnen.  Wäre  z.  B. 
Q  =  1kg  und  CA  =  10  cm,  so  wäre: 


Für  CD  =  10 cm,  20 cm etc.  wäre 

dann  P  =  1  kg,  2  kg ,  der  Länge  ÜD 

=  1cm  würde  eine  Last  P  =  i6^^^  ^^^ 
Länge  CD  =  iccm  eine  Last  P  =  ^kg 
entsprechen. 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Figiir  265. 


D 


S 


(M 


c 

X 


y 


2).  Liegt  der  Aafhängepnnkt  C  zwischen 
dem  Schwerpunkt  S  und  dem  Haken  A,  wie 
es  der  Fall  ist,  wenn  die  Wage  für  schwerere 
Lasten  bestimmt  ist,  so  wird  nicht  nnr  mit 
dem  Laufgewicht  Q,  sondern  auch  mit  dem 
Gewicht  6  der  Wage  gewogen,  welches  in 
S  angreift  (siehe  Fig.  265).  Hat  der  zu 
wägende  Körper  das  Gewicht  P,  so  ist,  für 
den  Fall  des  Gleichgewichts 


t 
P 


folglich : 


oder: 


P.AC  =  G.CS+Q.CD 
_    G.CS  +  QCD 


Erkl.  215.  Die  Entfernungen  der  Teilpunkte 
der  Skala  aus  den  Längen  der  beiden  Hebel- 
arme, aus  dem  Gewicht  des  Wagebalkens,  des 
Laufgewichts  und  der  Wagschale  durch  Rech- 
nung zu  finden,  würde  zu  umständlich  sein, 
und  es  ist  sowohl  leichter  als  auch  sicherer, 
sie  empirisch  zu  finden,  wobei  es  nur  einiger 
genauer  Bestimmungen  bedarf,  um  die  da- 
zwischenliegenden mit  genügender  SchSrfe  zu 
interpolieren  (siebe  Erkl.  21ö). 


Erkl.  216.  Interpolieren  vom  lat.  iuter- 
poläre,  von  polire  =  glätten,  heisst  eigentlich 
durch  Glätten  neu  oder  anders  gestalten;  hier 
bedeutet  es  soviel  wie  einschieben,  einschalten 
oder  einrücken. 


Erkl.  217.  Konstant,  lat.  cönstans  von 
constäre  =  bestehen,  heisst  beständig,  stand- 
haft, beharrlich  oder  unveränderlich. 


P  =  G.-!£-  +  Q. -EP- 
AG  AC 

Der  kleinste  Wert,  den  CD  haben  kann, 
ist  Null,  wenn  nämlich  das  Laufgewicht  un- 
mittelbar an  C  liegt;  dann  hat  aber  auch 
P  seinen  kleinsten  Wert,  nämlich: 

AC 

Ein  noch  kleineres  Gewicht  P  wtlrde  man 
mittels  dieser  Wage  nicht  bestimmen  können. 
Wäre  z.  B.  G  =  5  kg,  AC  =  10  cm  und 
CS  =  5cm,  80  wäre  das  kleinste  mit  der 
Wage  zu  bestimmende  Gewicht: 

P  =  5  ~  oder   2,5  kg 

Berechnet  man  CD  aus  der  obigen  For- 
mel, so  erhält  man: 

P.AC  — G.  SC 


CD  = 


Q 


Denken  wir  uns  nun  wieder  für  P  der 
Reihe  nach  1,  2,  3 . . .  n-kg  gesetzt  und  die 
entsprechenden  Werte  Ton  CD  berechnet, 
so  erhalten  wir  durch  Auftragen  dieser  Werte 
auf  CD  von  C  aus  die  Skala.  Dass  die  Ent- 
fernungen der  Teilpunkte  auch  in  diesem 
Fall  einander  gleich  sind,  ergibt  sich  auf 
folgende  Weise: 

Für  P  =  w  und  Pj  =  w  +  1  kg  erhalten 
wir,  wenn  die  entsprechenden  Werte  von 
CD  mit-Xn  und  aJn  +  i  bezeichnet  werden,  als 
Abstand  der  beiden  zugehörigen  Teilpunkte: 


^/i+l         "^n 


(/2  +  l)AC  — G.SC 


n.AC  — G.SC   _   AC 


d.  i.  eine  von  n  unabhängige,  also  eine  kon- 
stante') Grösse. 


1)  Siehe  Brkl.  211. 


Die  ungleicharmigen  oder  Schnellwagen. 
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Frage  186.    Wie  ist  die  Schnellwage 
mit  verjüngtem  Gewicht  eingerichtet? 

Figur  266. 


Antwort.  Die  Schnellwage  mit  ver- 
jüngtem Gewicht  (Fig.  266)  weicht  von 
der  vorigen  insofern  ab,  als  am  kürzeren 
Arm  ein  unveränderlicher  Aofh&ngepnnkt  A 
für  die  Last,  und  ebenso  am  Ende  des 
längeren  Armes  ein  fester  Punkt  B  ange- 
bracht ist,  in  welchem  eine  Wagschale  für 
die  Gewichte  aufgehängt  wird.  Die  leere 
Wage  wird  durch  sog.  Tariergewichte  zum 
Einspielen  gebracht.  Das  Verhältnis  zwi- 
schen den  Hebelarmen  ÄÜ  nnd  BC  ist  in 
der  Regel  ein  bestimmtes,  so  dass  z.  B.  B^ 
zehnmal  grösser  ist  als  ÄC.  In  diesem 
Fall  ist  die  Wage  eine  sog.  Decimalwage, 
indem  jedes  Gewicht  P  mit  einer  zehnmal 
grösseren  Last  Q  im  Gleichgewicht  ist.  Das 
Gewicht  einer  Ware  Q  ist  daher  in  diesem 
Fall  immer  das  Zehnfache  des  aufgelegten 
Gewichts  P,  welches  die  Wage  zum  Ein- 
spielen bringt. 


Frage  186.  Wie  ist  die  Schnellwage  mit 
festem  Gewicht  aber  verschiebbarem 
Unterstützongspnnkt  eingerichtet? 


Figur  267. 
D 


JD9876  5     4     S 
■^ '  '  ■  '   '   '      ■       ■ 


1- 


s 


<» 


Antwort.  Die  Schnell  wage  mit  festem 
Gewicht  oder  die  sog.  dänische  Wage 
besteht  aus  einem  einfachen  Wagebalken, 
an  dessen  einem  Ende  A  (Fig.  267)  ein 
Haken  zum  Aufhängen  der  Last  Q  und  am 
anderen  Ende  B  ein  festes  Gewicht  in  Form 
einer  Kugel  P  angebracht  ist.  Es  muss 
somit  der  Drehpunkt  0  ein  veränder- 
licher sein,  was  einfach  so  bewerkstelligt 
wird,  dass  die  Drehachse  C  mit  einer  Hand* 
habe  D  versehen,  und  beim  Festhalten  der- 
selben dann  der  Wagebalken  so  lange  hin- 
und  hergeschoben  wird,  bis  die  Last  Q  mit 
der  festen  Kugel  P  im  Gleichgewiabt  ist. 


Frage  187.    Wie  findet  man  bei  einer 
solchen  Wage  die  Skala? 


Antwort.  Man  bestimmt  zunächst  durch 
Versuche  die  Lage  des  Schwerpunkts  S  der 
unbelasteten  Wage.  Wäre  dieser  Punkt 
unterstützt,  so  würde  dadurch  das  in  S  an- 
greifende Gewicht  G  der  Wage  aufgehoben 
und  die  Wage  wäre  in  Ruhe.  Da  bei  dieser 
Art  der  Unterstützung  noch  keine  Last  in 
A  hängt,  so  ist  der  Punkt  S  mit  0  be- 
zeichnet. Bezeichnet  man  nun  die  einzu- 
teilende Strecke  AS  mit  l,  den  zu  wägen- 
den Körper  mit  Q  und  den  Stützpunkt  mit 
C,  so  muss  für  den  Fall  des  Gleichgewichts: 

Q.AC  =  G.CS 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


oder: 
oder: 
oder: 
oder: 


Hilisreclmimg. 

qo  —  x)  =  Gx 

QZ  — Qaj  =  Gx 
Gx+Qx  =  Q3 
a;(G  +  Q)  ==  qi 


sein,  oder  da  AG 
ist,   so  wird 


=  ?  — CS  and  CS  =  o; 


x)  =  Q,x 


sein;  hieraus  erhält  man  für 

IQ 


X  =  -^ 


Q  +  G 


(siehe  Hilferechn.) 


X   = 


(G  +  Q) 


Erkl.  218.  Wäre  z.B.  Z  =  50  cm,  G  =  10  kg, 

so  wftre 

50.1 
x^  = 


Xn   = 


^  = 


1  +  10 

50.2 

2  +  10 

50.3 

3  +  10 


4^  cm 


8- cm 


=  llfscn^ 


Man  hätte  also ,  wenn  Q  =  1 ,  2 ,  3  ...  kg 
wäre,  Punkte  zu  unterstutzen,  welche  resp. 
4%i  cm,  8Vs  cm,  11  Vis  cm  von  S  entfernt  sind; 
aber  auch  umgekehrt,  wenn  man  diese  in  den 
genannten  Abständen  von  S  gelegenen  Punkte  bleibt,  so  ist  auch 
unterstutzt,  so  ist  Q  =  1,  2.  3  ...  kg.  Daher 
steht  auf  der  Skala  an  diesen  Punkten  auch 
nicht  resp.  4%^,  8*/^  etc.,  sondern  1,  2... kg, 
weil  sonst  jedesmal  aie  Berechnung  von  Q  aus 
diesen  Abständen  erforderlich  wäre. 


Nach  dieser  Formel  lässt  sich  die  Skala 
berechnen,  indem  man  für  {  und  6  die 
Werte  einsetzt  und  für  Q  der  Reihe  nach 
1 ,  2 ,  3 ...  kg  oder  wenn  die  Genauigkeit 
V2  kg  betragen  soll,  so  nimmt  man  ftir  Q 
der  Reibe  nach  V?«  1«  lV2--*kg,  berechnet 
die  zugehörigen  Werte  von  x,  trägt  dieselben 
von  S  ans  auf  SA  ab  und  bezeichnet  die 
erhaltenen  Endpunkte  der  Reihe  nach  mit 
1  kg,  2  kg  n.  s.  w.  *). 

Dividiert  man  in  der  obigen  Formel  den 
Zähler  und  Nenner  durch  Q,  so  erhält  man 

für  x: 

l 
X  =z -^ 

1  +  - 

Daraus  folgt,  dass  x  um  so  grösser  ist, 
je  grösser  die  Last  Q  ist.    Da  aber 


l  +  YT  Stets  grösser  als  1 


X  stets  kleiner  als  l 


Z(n+1) 


Hilfsrechnnng. 
In 


n  +  l+G         w  +  G 

(Zn  +  Z)(«+G)  — Zn(n  +  1+G) 


oder: 


oder : 


(n+l  +  G)(n  +  G) 


man  kann  also  mittels  dieser  Schnellwage 
Lasten  bis  zu  jeder  beliebigen  Höhe  be- 
stimmen, vorausgesetzt,  dass  der  Wagebalken 
die  nötige  Festigkeit  besitzt 

Die  Entfernungen  der  einzelnen  Teilpunkte 
werden  bei  der  Skala  dieser  Wage  nach  A 
hin  immer  kleiner.  Sind  nämlich  n  und 
n  + 1  zwei  aufeinanderfolgende  Werte  Q, 
Xn  und  Xn-^i  die  entsprechenden  Werte  tod 
X,  so  ist  der  Abstand  der  beiden  zugehörigen 
Teilpunkte : 

?(n+l)  In 


Inn-^lnG+ln+lG—lnn—ln-^lnG  ^"+*      *"         «  +  i  +  G        «  +  G 


(n+l  +  G)(n  +  G) 

IG 

(n+l  +  G){H+G) 


oder: 


*n+l  —  *n 


IG 


■    (n  +  l  +  G)(n+G) 

(Biehe  Hilfwechn.) 

Je  grösser  n,  d.  h.  je  weiter  die  Teil- 
pnnkte  von  S  entfernt  sind,  desto  kleiner 
ist  Xn+i  —  Xn,  d.  h.  desto  näher  liegen  diese 
Teilpunkte  aneinander. 


0  Siehe  Erkl.  218. 


■/).  Die  Zelgerwagen. 


Frage  188.  Wenn  bedient  man  sich  mit 
Vorteil  der  Zeigerwagen  and  wie  sind 
dieselben  eingerichtet? 


P'igur  269. 
A        A 


[  oder  Sm  =  SC.si 


Antvort.    Znm  raacben  Wiegen  klei- 
ner Lasten  dienen  die  Zeigerwagen,  welcbe 
sich  durch  ihre  grosse  Beqaemlldikeit  avs- 
zeichnen   nnd   anf  einen   hohen  Grad  von 
Feinheit    gebracht    werden    können.     Die- 
selben bestehen  ans  einem  nngleicharmigen 
Hebel  AB  (siehe  Fig.  266)  der  bei  C  seinen 
Drehpnokt  hat,  bei  B  mit  einer  Schale  oder 
einem  Haken  znr  Aufnahme  der  Last  Q  ver- 
aehen  ist  nnd  bei  A  ein  Gegengewicht  von 
solcher  GrOsse  trägt,  dasa  der  Schwerpunkt 
des  Balkens  AB  in  den  Drehpunkt  C  f&llt. 
Bechtwiokelig  zu  AB  im  Pnnkt  C  ist  mit 
dem  Balken  ein  Zeiger  oder   ein  Arm  CD 
fest  verbunden.     Letzterer  trSgt,  wie  ans 
Fig.  269  ersichtlich  ist,  ein  konstantes  Ge- 
wicht, und  unmittelbar  darüber  einen  dnrcb- 
brochenen  Rahmen,  um  dadurch  die  Zahlen 
anf  dem  Gradbogen  £G  erkennen  zn  kön- 
nen.   Die  Wage  ist  ao  eingerichtet,   dass 
der  Balken  AB  im  unbelasteten  Zn- 
stand horizontal ,   mithin  der  Zeiger 
oder  der  Arm  CD  vertikal  steht,  also 
der  Schwerpunkt  S  in  die  Senkrechte 
C£  herabsinkt  nnd  znrRahe  kommt. 
Wirkt  aber  in  B  eine  senkrecht  herab- 
ziehende Last  Q,  so  wird  der  Zeiger 
resp,  der   Ann    CD  mit   der  Senk- 
rechten CE  einen  Winkel  a  bilden, 
dessen  Grösse  aus  den  Teilen  des  ge- 
teilten Bogens  EG  bestimmt  wird. 

Bezeicbnen  wir  das  in  S  wirkende 
Gewicht  des  Wagebalkens  nebst  Zei- 
ger resp.  Arm  mit  G,  die  Last  aber 
mit  Q,  Bo  muss  nach  dem  Gesetz  der 
statischen  Momente  für  den  Fall  des 
Gleichgewichts  und  in  Bezug  auf  Fi- 
gur 268,  worin  tim  and  Bn  senkrecht 
(^  sind, 

G.S^  =  Q.B^ 

sein.   Hieraus  ergibt  sich  nach  nebenstehen- 
der Hilfsrechnang,   dasa 


^^-=cos«  oder  BN  =  BC.cosb  d,  h.  die  trigonometrischen  Tangenten  der 

BC  Ansschlagswinkel  sind  den  Lasten  propor- 

ist,  ao  kann  man  für  die  nebecsteh.  Gleichung:  tional.     Hiemach  ist  eine  in  E  zu  CE  er- 

G .  »m  —  Q .  Bn  richtete   Kormale   ET   (siehe  Fig.  269)   in 

auch  setzeii|_  gleiche  Teile  zu  teilen  nnd  die  Verbindungs- 

u. SC. sinn  =  Q.BC.cos«  linien  dieser  Teilpnnkte  mit  C  werden  anf 
oder  wenn  man  für  BC  ^  o  iinil  fiir  SC  =  6  dem  Gradbogen  die  entsprechenden  Teil- 
setzt, so  ist:  Striche  angehen,  welche  also  unter  sich  un- 
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oder: 


G .  6  .  sin  a  =  Q  .  a  .  cos  « 
sin «  Q.a 


cos« 


G.b 


oder  da  nach  einer  goniometrischen  Formel: 

Bin  « 

=  tg  «  18t,  so  ist  auch: 

cos  a         ° 

Q.a 

Erkl.  219.  Während  Fig.  268  die  gewöhn- 
liche Form  der  sog.  Briefwagen  zeigt,  veran- 
schaulicht Fig.  269  eine  sog.  Garnsortierwage, 
wie  dieselben  jetzt  allgemein  zur  Bestimmung 
der  Feinheitsnummer  baumwollener  geweifter 
Game  benutzt  werden.  Bei  letzteren  Wagen 
wird  anstatt  des  Gewichts  die  Feinheitsnummer 
angegeben,  d.  h.  diejenige  Zahl,  mit  der  das 
Gewicht  von  840  Yards  Gamlftnge  zu  multipli- 
zieren ist,  um  l  Pfund  engl,  zu  erhalten  Baum- 
wolle Nr.  50  bedeutet  also:  840  Yards  dieser 
Baumwolle  wiegen  Vso  Pf nnd  oder  50 .  840  = 
42000  Yards  wiegen  1  Pfund.  In  der  Fig.  269 
sind  auf  dem  Gradbogen,  dieser  Bezeichnung 
entsprechend,  die  einzelnen  Teilstriche  mit  die- 
sen Nummern  versehen,  wonach  die  Wage  von 
Garn  Nr.  100  bis  Garn  Nr.  5  benutzt  werden 
kann. 


gleich   sind.     Gewöhnlich  wird   die  Skala 
empirisch  bestimmt. 


ö).  Zusammeng^esetzte  oder  Brückenwasen. 


Frage  189.  Auf  welchem  Prinzip  be- 
ruhen im  allgemeinen  die  zusammengesetzten 
oder  Brückenwagen? 


Antwort.  Die  zusammengesetzten  Wagen, 
als  Brücken-,  Strassen-,  Tafel-,  Schiffs- 
und Mauthwagen  sind  Verbindungen  zweier 
oder  mehrerer  Hebel,  und  ihre  Eigenschaften 
ergeben  sich  ganz  aus  dem  Hebelgesetz. 
Gewöhnlich  ist  ihre  Einrichtung  so,  dass 
mit  einem  geringen  Gegengewicht  eine  10- 
oder  100  mal  grössere  Last  abgewogen  wer- 
den kann. 

Wir  betrachten  hier  der  Reihe  nach  nur: 

die  kleine  Brückenwage  oder  Decimal- 

wage; 
die    Strassen-    oder   grosse    Brflcken- 

wage  und 
die  Tafel  wage. 


Frage  190.  Wie  ist  die  kleine  Brücken- 
wage oder  Decimalwage  eingerichtet? 


Antwort.  Die  kleine  Brückenwage 
oder  Decimalwage,  nach  ihrem  Erfinder 
auch  wohl  die  Quintenz-Wage  genannt, 
ist  in  Fig.  270  abgebildet.  AA  ist  die 
Brücke  oder  derjenige  Teil  der  Wage,  atif 
welchen  der  abzuwägende  Körper  gelegt 
wird.  Dieselbe  ist  in  der  Figur  grössten- 
teils weggelassen,  um  den  darunter  liegen- 
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den   HebelmechanismaE   sehen   zu    käonen. 
Mit  dieser  BrOcke  ist  ein  vertikales  Brett 
fest  verbanden,   gegen  welches  wieder  ein 
seitwSrta  gehendes  QnerstQck  anter  einem 
Winkel   sich  anlehnt,   so   dass   diese   drei 
Teile  mit  dem  dreiseitigen  hölzernen  Rah- 
men HHH  ein   einziges  Ganze   darstellen. 
Der  Bahmen  H  sitzt  rechts  anf  der  Schneide 
aa  imd  ist  links  bei  b  an  die  Stange  E 
angeh&ngt.    Die   Schneide  aa  ist  anf  dem 
gabelförmig  gestalteten    einarmigen  Hebel 
DD  befestigt,   der  seine  Drehachse  in  der 
Schneide   dd  rechts   hat   und  mit   seinem 
andern  Ende  c  an  der  Zugstange  F  hängt. 
Der  grAsseren  Dentlichkeit  wegen  Ist  der 
Bahmen  H,   anf  welchem  die  BrUcke  AA 
mht,  zn  hoch  gezeichnet;  er  ist  so  niedrig, 
dass  wenn  dnrch  Aufschlagen  des  AnflOsongs- 
hebels  l  der  linke  Arm  des  Hebels  B  ge- 
hoben wird,  der  rechte  Arm  sich  so  weit 
senkt,  dass  die  Bracke  AA  auf  dem  Band 
des  Gestelles  N  ruht  und  dann  die  Schnei- 
den c  nnd  c'   die  Last  der  Brücke   nicht 
mehr  zd  tragen  haben.   Die  beiden  Stangen 
F  nnd  E  stehen  in  Verbindang  mit  einem 
ongleichannigen  Hebel  B,  der  sich  nm  den 
fpEtfin  Pnnlct.  k  drehen  IrBnn  nnd  an  seinem 
iVagschaie  C  znr 
cke  tragt, 
zwei  Pnnkten  in 
Iken  nnd  die  vier 
e  t,  k,  b'  nnd  c' 
nie.   Das  Gleich- 
it  man   an   dem 
Wagebalken  fest 
egen  die  an  dem 
Le  Schneide  g. 


Frag«  191.   Welche  Bedingung  mnss  bei 
einer  gnten  Brockenwage  stets  erfüllt  sein?       Antwort.      Die    Abstände    der    bei- 
den   am    Wagebalken    aufgehängten 
Stangen  vom  Stfltzpnnkt  mflssen  sich 
,  gerade  so  verhalten  wie  der  Abstand 

der  beiden   Schneiden,   anf  welchen 
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Figur  271. 


die  beiden  an  den  Stangen  befestigten 
Hebel  rahen,  zur  Länge  des  unteren 
Hebels  nnd  die  Last  auf  der  Brflcke 
wirkt  dann  gerade  so  als  ob  sie  un- 
mittelbar an  der  dem  UnterstQtzungs- 
punkt  zunächst  befindlichen  Stange 
E  angehängt  wäre,  wo  auch  die  Last 
auf  der  Brücke  liegen  mag.   In  Zeichen: 

es  muss    kh'ikc'  =  däidc  sein. 

Beweis  dieser  Bedingung.  Man  über- 
sieht die  Konstruktion  der  Brückenwage 
am  besten,  wenn  man  die  dabei  angewand- 
ten zusammengesetzten  Hebel  durch  blosse 
Linien  darstellt,  wie  es  in  Fig.  271  geschehen 
ist.  Es  sei  ab  die  Brücke,  auf  welcher  die 
Last  Q  im  Punkt  x  ruht,  das  eigene  Ge- 
wicht dieser  Brücke  mit  allen  dazu  gehörigen 
Teilen  heisst  G  und  habe  seinen  Schwer- 
punkt in  m. 

Nach  Satz  9  in  Antwort  auf  Frage  22 
besteht  nun,  wenn  df  den  Druck  der  Last  Q 
auf  den  Punkt  b  und  z/^  den  Druck  der 
Last  Q  auf  den  Punkt  a  bezeichnet  die  Pro- 
portion : 

ax  :bx  :  ab  =  (Ti  :  i^i  :  Q 

Hiemach  beträgt  der  auf  den   Punkt  b 

ausgeübte  Druck:  

Q.ög 

ab 
und  der  auf  den  Punkt  a  ausgeübte  Druck: 


^t  =  — = 


zusammen  also: 


ab 


^^  +  j^=  Q^^4.Q-^^ 


ab 


ab 


=  Q 


Das  in  seinem  Schwerpunkt  m  angenom- 
mene eigene  Gewicht  der  Brücke  =  G  drückt 
ebenfalls  auf  die  beiden  Punkte  b  und  ^ 
und  bezeichnet  man  diese  beiden  Drücke  mit 
mit  1^2  resp.  ^j«  ^^  ergibt  sich  in  analoger 
Weise  wie  oben  aus  der  Proportion: 

am  :  bm  :  ab  =  J,  •  ^i  •  ^ 
für  den  in  b  wirkenden  Druck: 


cf,  = 


G  .am 


ab 


und  für  den  in  a  wirkenden  Druck: 

G,bm 


J.  =    z=^ 

Ab 


zusammen : 


G.am 

«^2  +  ^2    =  -^^— 


ab 


.     G  .  bm         ^ 
ab 
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Der  auf  den  Pankt  h  wirkende  Gesamt- 
dmck  ist  daher: 

«r  =  Ji  +  Jj 

oder:  

,.  (,         Q .  ax     ,    G .  am 

1) *^  =       -^ 1 'j  — 

ab  ah 

und  der   auf  den   Punkt  a  wirkende   Ge- 
samtdrnck : 

J  =    Ji  +  /f2 

oder: 

2) j  =  .^-JL  +  ^^ 

ah  ah 


Dieser  letztere,  anf  den  Hebel  cd  in  a 
wirkende  Dmck  verteilt  sich  anf  die  beiden 
Punkte  c  und  d  und  wirkt  anf  Punkt  c  mit 
einer  Kraft  D,  welche  sich  aus  folgender, 
nach  Satz  9  abgeleiteter  Proportion  ergibt : 

ad:  cd  =  I>  :  J 

woraus  

-^  ad 

D  =  J .  IT- 
cd 

oder  für  J  den  entsprechenden  Wert  ein- 
gesetzt: 

^       ab  ah  '    cd 

Auf  den  Hebel  ikc^  wirken  also  in  den 
Punkten  b^  und  c^  die  beiden  oben  ermit- 
telten Gesamtlasten  «f  und  D,  im  Punkt  i 
aber  nach  entgegengesetzter  Richtung  das 
Gewicht  der  Wagschale  mit  Ketten  =  p  und 
das  auf  ihr  liegende  Grewicht  P,  und  damit 
beide  Kräfte  einander  das  Gleichgewicht 
halten,  muss  sein: 

(V-^p)ik  =  «r.iy^  +  D.lkci 

oder  für  S  und  D  die  entsprechenden  Werte 
eingesetzt: 


(j>+p)ik  =  (Q.^+G.4!^)jfc6i4-(Q--i^-+G.4!:!-)^.jü« 

^  "^  \       ah  ah/  \       ah  ah  J  cd 

Da  diese  Verhältnisse  der  Längen  der 
Hebelarme  willkttrlich  sind,  so  werden  sie 
am  einfachsten  einander  gleich  gesetzt,  also: 


ad 


cd 

Icb^  .cd  =  ad .kc 
oder: 

kh^ikc^  =  daidc 

und  es  lassen  sich  dann  beide  Glieder  des 
letzten  Teils  der  Gleichung  addieren.  Die- 
ses gibt: 
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^  -^  ^       ah  ah  ah  ah  ^ 


(P+j,)ifc  =(Q--<^yg^  +  G.  (''"'  +  ^'"))ü. 


oder: 


^        ^  \       ah  ahf 

oder: 

3).  .  .  (P-i-i>)ifc  =  (Q  +  G)ik6' 

Pa  Jn  dieser  Gleichung  die  Grössen  hx 
und  hm  nicht  mehr  vorkommen,  so  folgt 
hieraus,  dass  es  ganz  gleichgflltig  ist,  anf 
welchem  Punkt  der  Brücke  die  Last  liegt; 
indes  findet  dieses  nur  dann  statt,  wenn: 

Ich^  :kc^  =  da;  de 

Hieraus  folgt  die  Begel,  dass  £6^  so  oft 
in  Jcc^  enthalten  sein  muss,  als  da  in  de. 
Es  muss  dann  das  Gewicht  der  Wagschale  p 
mit  dem  Gewicht  der  Brücke  G  vollkommen 
ausgeglichen  sein,  und  ist  dann  P  =  0,  so 

Erkl  220     Ein  n  w     ntli  h  n  V    teil  d      ™"®^  ^^^^  Q  =  0  sein,    und   man   erhält 
Bequemlichkeit  g^^wähTerLs^e  Wagen  durch   ^*°°  *^«  ^®^  Gleichung  3).: 
die   Einrichtung,   dass    ein    grosser   Teil  des  4).    .    .     .      j).tA;  =  G.ft&^ 
Hebelwerks  unter  der  Brücke  liegt,  sie  mithin       -nr-jj-       ii.Ani«u  ^     j-^- 

verhältnismässig  nur  wenig  Rani  einnehmen,  ,  Wird  (üese  letzte  Gleichung  von  der  vor- 
ausserdem  aber  werden  sie  in  eine  Vertiefung  letzten  3}.  abgezogen,  so  bleibt: 

des  Fussbodens  eingesenkt  und  man  kann  da-  p    ^  q   jtti 

her  die  zu  w&genden  Lasten  auf  die  Brücke   Q^g«.  .t     —  vc- 

w&lzen.    Uebrigens  ruhen  auch  bei  dieser  Wage  P  •  0  —  Ikfe^  •  ffc 

die  Hebel  mit  Messerschneiden  oder  Stahlpris-  .  ^j  _  ä  o  . 

men  auf  harten  Unterlagen,  um  die  Reibung  Es  verhält  sich  also  der  kürzere  Hebel- 
möglichst zu  vermindern,  wie  dieses  bei  den  arm  kh^  zum  längeren  Tk  wie  das  Gewicht 
Krämer-  und  Schnellwagen  der  Fall  ist.  p^  welches  auf  die  kleinere  Wagschale  ge- 

legt wird,  zu  dem  Gewicht  Q  der  auf  der 
Brücke  liegenden  Last,  wobei  jedoch  die  Be- 
dingung stattfinden  muss,  dass  die  unbe- 
lastete Wage  in  ihren  verschiedenen  Teilen 
sich  im  Gleichgewicht  befindet.  Gewöhnlich 
findet  bei  den  Brückenwagen  das  Verhältnis: 

iV  :ik  =  1  :  10 

statt  (daher  der  Name  Decimalwage,  von 
dem  Wort  „decem"  =  zehn),  welches  zu- 
gleich bequem  und  für  das  Bedürfnis  im 
ganzen  zureichend  ist. 


Frage  192.  Wie  ist  die  Strassenwage 
oder  grosse  Brückenwage  eingerichtet?  Antwort.  Die  Einrichtung  der  Strassen- 
wage oder  grossen  Brückenwage,  wel- 
che zum  Wägen  sehr  grosser  Lasten  dient 
und  auf  welcher  schwer  beladene  Fracht- 
wagen direkt,  ohne  Umpackung,  gewogen 
werden  können,  ergibt  sich  aus  den  beiden 
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nsbenstehenden  Fig.  272  nad  273,  deren 
erste  dos  perepektiviache  Bild  und  deren 
zweite  den  Gnindrias  einer  Bolchen  Wage 
vorstellt. 

Auf  vier  gnt  fondamentierten  Pfeilern  D,, 
D],  D],  Di  befinden  sich  die  Drehpunkte 
K„  K„  Kj,  Ei,  von  denen  in  der  Fig.  272 
nnr  die  beiden  vorderen  sichtbar  sind,  fttr 
zwei  gabelförmige  einarmige  Hebel  K,B,K, 
and  K,B,Ki.  deren  freie  Enden  bei  B,,  wo 
riogförmige  Lager  sie  aafnehmen,  sich  an 
r'igur  2T'2.  die   Stange  C^A,  lehnen,  die  in  C,  ihren 

.  Drehpunkt   hat.     Ueber  diesen 
horizontalen  Hebeln  liegt  eine 
starke    hölzerne    Brücke    W, 
welche   zar   Aufnahme    der   za 
wägenden  Lasten  dient  und  da- 
her gewöhnlich  im  Niveau  der 
Strasse  liegt,  während  die  Pfei- 
ler Kl  bis  K4  nebst  dem  hori- 
zontalen Hebelwerk  darunter  an- 
gelegt   sind.     Die   Brücke  W, 
welche  in  der  Figur  zum  Teil 
weggelassen  ist,  stQtzt  sich  in 
den  vier  Punkten  S,.  S,,  Sj,  S^, 
von  denen  in  der  Fig.  272  eben- 
falls nur  die  zwei  ersten  sichtbar  sind,  auf  die 
gabelförmigen  Hebel  K^B,,  K,B„  K,B,  und 
K4B,.    Die  ganze  Last  der  Brücke,  welche 
wir  in  der  Folge  mit  Q  bezeichnen  wollen, 
wirkt  daher  zunächst  auf  die  vier  Funkte 
S,  bis  S^,   nnd  vermittelst  der  Gabelhebel 
auf  den   einen   Punkt  B, ,   so  dass   dieser 
Punkt  von  einer  and  derselben  Last  Q  stets 
denselben  Druck  erhält,  gleichviel  an  welcher 
Stelle  die  Last  auf  der  Brücke  liegen  mag. 
Der  in  B,  von  der  Last  ausgeübte  Druck 
pflanzt   sich   dnrch   den   einarmigen   Hebel 
CtB(A,,  dessen  freies  Fnde  A^  vermittelst 
einer  vertikalen  Zugstange  mit  dem  Fnnkt 
B  verbunden  ist,  auf  den  Hebel  BGA  weiter 
fort   Dieser  letztere  Hebel  bildet  den  Wag- 
balken; er  hat  in  C  seinen  Drehpunkt  nnd 
trägt  in  A  die  Wagschale  zar  Aufnahme  der 
Gewichtsstücke.    Das  Einspielen  der  Wage 
beim   Gleichgewicht   erkennt  man   an  dem 
Zusammentreffen  zweier  Schneiden  Z,   von 
denen  die  eine  feststeht,  die  andere  an  dem 
AVagbalken  befestigt  ist. 

Der  Drehpunkt  C  des  Wagbalkens  ist  anf 
einem  beweglichen  Gestelle  E  angebracht, 
welches  sich  durch  einen  besonderen  Me- 
chanismns  heben  nnd  senken  lässt,  damit 
man  während  der  Zeit,  wo  die  Wage  nicht 
gebraucht  wird,  durch  Einsenken  des  Ge- 
stelles E  zugleich  die  Punkte  C,  S^,  S„  S,, 
Sj  niederlassen   und   von  dem  Gewicht  der 
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schweren  BrQcke  W  befreien  kann.  Die 
Brücke  drückt  dann  nicht  mehr  anf  die 
Hebel,  Bondern  mht  anf  den  dafür  beEon- 
ders  angebrachten  Stfltzen.  Wenn  eine  Wl- 
gnng  Torgenommen  werden  soll,  hebt  man 
das  Gestelle  E  so  viel,  dass  die  Hebel 
K,B,K,  und  K,BiK4  die  Brücke  Yf  in  die 
Höhe  beben,  was  an  dem  Einspielen  der 
Schneiden  Z  leicht  erkannt  werden  kann. 

Liegt  der  Schwerpunkt  der  Last  Q  nicht 
zufällig  genau  Dber  B,,  so  erhalten  die  Gabel- 
hehel  beiderseits  auch  nicht  deneelben  Druck: 
gesetzt  dieser  Druck  sei  auf  den  einen  Hebel 
bei  S,  S]  gleich  X,  auf  den  anderen  bei  S,Si 
gleich  y,  so  ist  jedenfalls  x  +  y  =  Q. 

Um  den  Drock  der  Last  anf  den  Punkt 
B,  zu  finden,  beachte  man,  dass  er  sich  ans 
den  von  den  beiden  Hebeln  E,B,K,  nnd 
KgB,K4  ausgeübten  Drackkräften  summiert. 
Der  Brack  x  anf  S,  S,  aber  redosiert  sich 
für  den  Punkt  B,  auf  x  ■  ^- ;  der  Druck 
P  anf  8,84  reduiiert  sich  für  denselben 
Punkt  B,  auf  y  ■  fyb-<  wonach  dieser  Punkt 
Bi  einen  Gesamtcirack  von  {^  +  J')-j)B  = 
Q  ■  fi-tf-  erhalt,  welcher  sich  für  den  Punkt 
A,  und  daher  auch  für  B  auf  Qj^-g  ' 
(tM-  reduziert. 

Es  ist  daher  Gleichgewicht  für  den  Hebel 
BA  vorhanden,  wenn  so  viel  Gewicht  P  in 
die  Wagschale  gelegt  wird,  dass 

p.ca  =  qJI-.3-.cb 

DB,      C,A, 

oder:  _^ 

P  =  Q     D«    .  C^.      CB 
DB,     C.A'i      CA 
ist. 

lieber  die  Grösse  dieser  VerhUtnisse  der 
Hebelarme  kann  man  je  nach  dem  Zwecke, 
dem  die  Wage  dienen  soll,  frei  verfflgen; 
gewöhnlich  nimmt  man: 

PS    _    l  .       c;b,   _   l         CB   _  1 
DB,         lö '       c^i    ~    ^  '       CA         - 
es  ist  dann: 

10  5  2  ^  100  ^ 
d.  h.  die  abzuwägende  Last  ist  100  mal  so 
gross,  als  das  Gewicht  P  in  der  Wagschtle. 
oder  man  kann  jede  Last  mit  einem  100  mal 
kleinerem  Gewicht  abwägen.  Von  dem  Wort 
centnm  ^  hundert  erhält  daher  diese  Wage 
hänfig  den  Namen  Centesimalwage. 


Die  Wage  des  Robenal. 


319 


Frage  193.  Was  versteht  man  unter  der 
Wage  des  Roberval  und  auf  welchem 
Prinzip  beruht  dieselbe? 


Figur  274. 


Figur  275. 


Figur  276. 


I 


Antwort.  Während  der  vielen  Versuche 
zur  ßegründnng  des  Hebelgesetzes  machte 
Boberval  einen  Apparat  bekannt,  welcher 
nach  ihm  Wage  des  Roberval  genannt 
worden  ist. 

Zur  Erklärung  des  genannten  Apparates 
diene  folgendes:  Denken  wir  uns  (siehe 
Fig.  274)  einen  in  0  befestigten  gewichts- 
losen Hebel  Aß,  an  dem  sich  die  beiden 
Gewichte  P  und  Q  das  Gleichgewicht  hal- 
ten, so  muss  nach  dem  Hebelgesetz: 

P.a  =  Q.& 

oder  was  dasselbe  ist  nach  dem  Satz  der 
statischen  Momente: 

P .  a .  cos  a  =  Q .  b  .  cos  a 

sein.  In  der  letzten  Gleichung  den  gemein- 
schaftlichen Faktor  cos  a  auf  beiden  Seiten 
fortgelassen,  gibt  die  erste  Gleichung. 

Für  einen  zweiten  Hebel  A^Bi,  welcher 
nach  Stellung  und  Form  mit  dem  vorigen 
genau  flbereinstimmt,  und  dessen  Drehpunkt 
0^  senkrecht  unter  dem  Drehpunkt  0  des 
ersten  Hebels  liegen  soll,  erhält  man  auf 
gleiche  Weise: 

P, .  a  =  Q, .  & 

Denkt  man  sich  nun  die  beiden  senkrecht 
übereinander  liegenden  Punkte  A  und  A^, 
sowie  B  und  B^  durch  gewichtlose  Vertikal- 
stangen AA^  resp.  BB^  miteinander  ver- 
bunden (siehe  Fig.  275),  so  erleiden  die 
Gleichgewichtszustände  der  beiden  Hebel 
keinerlei  Störung.  Es  entsteht  auf  diese 
Weise  das  von  den  zwei  festen  Punkten  0 
und  Oj  unterstützte  verschiebbare  Parallelo- 
gramm A^  ABB^,  dessen  senkrechte  Stangen 
mit  den  Gewichten  2  P  und  2  Q  belastet 
sind,  und  für  dessen  Gleichgewichtszustand 
genau  dieselbe  Bedingung  gilt,  wie  für  den 
einfachen  Hebel  AB  in  Fig.  274. 

Bei  der  Betrachtung  des  Gleichgewichts- 
zustandes zweier  auf  einen  festen  Körper 
wirkenden  Kräftepaare  wurde  der  Satz  auf- 
gestellt, dass  sich  zwei  Kräftepaare  das 
Gleichgewicht  halten,  wenn  ihre  Drehungs- 
richtungen entgegengesetzt  und  ihre  Mo- 
mente gleich  gross  sind.  Es  kann  also  z.  B. 
an  dem  Körper  AG A^  (siehe  Fig.  276)  einem 
gegebenen  Kräftepaar  P  P  das  Gleichgewicht 
gehalten  werden  durch  das  entgegengesetzte 
drehende  Kräftepaar  W^Wp  wenn: 

P.?  =  W.e 
ist.    Der  Gleichgewichtszustand  dieses  Kör- 
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1--^^ 


P. 


^P 


Figur  278. 


£ 


U^Bx 


pers  wird  anch  dann  noch  fortdauern,  wenn 
die  beiden  Kräfte  WW^  anstatt  direkt  auf 
den  Körper  za  wirken»  durch  Yermittelung 
von  geradlinigen  und  gewichtlosen  StaDgen, 
welche  mit  deren  Richtungslinien  zusammen- 
fallen, ihre  Wirkung  auf  den  Körper  über- 
tragen, und  es  können  beliebige  Punkte 
dieser  Stangen  als  Angriffspunkte  für  jene 
Kräfte  gewählt  werden  (s.  Fig.  277).  Wenn 
alsdann  zwei  beliebige  Punkte  dieser  Stangen, 
z.  B.  die  Punkte  0  und  0^  in  feste  Punkte 
verwandelt  werden,  so  kann  der  einmal  be- 
stehende Gleichgewichtszustand  der  Stangen- 
verbindung hierdurch  nicht  gestört  werden. 
In  diesem  Fall  können  die  beiden  Kräfte 
WW  auch  fortgelassen  werden,  insofern  die 
Widerstände  der  beiden  festen  Punkte  dann 
an  ihre  Stelle  treten  und  ein  Kräftepaar 
bilden,  darch  welches  unter  allen  Umstän- 
den das  gegebene  Kräftepaar  P^P  aufge- 
hoben wird.  Die  Gleichgewichtsbedingungen 
lassen  sich  nunmehr  auf  folgende  Weise  für 
die  in  Fig.  278  dargestellte  Hebelverbindung 
ableiten. 

Wenn  man  in  den  Punkten  A  und  A^  die 
beiden  entgegengesetzten  Kräfte  PP  hinzu- 
fügt,  so  wird  dadurch  der  Gleichgewichts- 

^zustand  nicht  gestört. 
Von  den  drei  jetzt  vor- 
handenen Kräften  P 
bilden  die  zwei  resp. 
=  in  £  und  A  angreifen- 
den Kräfte  ein  Kräfte- 
paar, welches  (nach 
dem  eben  bewiesenen 
^  Satze)  durch  die  festen 

Drehpunkte  0  und  0^ 
aufgehoben  wird,  also 
auch  fortgelassen  wer- 
den kann,  ohne  dass  der 
Gleichgewichtszustand  dadurch  gestört  würde. 
Die  noch  übrig  bleibende  dritte  Kraft  P  wirkt 
in  dem  Punkte  A^ ,   und  diese  Exfdt  stellt 
demnach  den  Einfluss  dar,  welchen  die  Be- 
lastung des  Punktes  E  auf  den  Gleichge- 
wichtszustand der  ganzen  Hebelverbindung 
ausübt. 

In  gleicher  Weise  kann  auf  der  anderen 
Seite  in  Bezug  auf  die  Belastung  Q  verfah- 
ren werden.  Die  beiden  in  F  und  B  an- 
greifenden Kräfte  Q  bilden  ein  Kräftepaar, 
welches  durch  die  festen  Drehpunkte  0  und 
0^  aufgehoben  wird,  und  die  in  dem  Punkte 
B^  angreifende  Kraft  Q  stellt  den  Einfluss 
dar,  welchen  die  Belastung  des  Punktes  F 
auf  den  Gleichgewichtszustand  des  Ganzen 
ausübt. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 
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Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gut  brochiert,  am  den  sofortigen  and  dauern- 
den Gebrauch  za  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
and  Erklärungen  am  Schlosse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  AbonnementsprelBe  von  25Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beüienfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  auB  dem  Prospekt  ersichtUch,  ohne  jede  Bedeutung  fttr 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  ttberhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  prakttschee  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  ftlr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsaglichste  Lehrbuch 
2um  Selbststudium,  das  vortreflnichste  Nachschlagebuch  fur  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 
8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


.Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  Yon  Carl  Hammer  in  HtottgMt. 
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Vollständig  gelöste 
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Aufgaben-  Samliiihing 


—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

iDgtbe  und  BntilcUimii  der  benntzten  Sfttie,  Fonneln,  Regeln,  In  Frauen  nnd  Antworten 

erl&ntert  durch 

viele  Holzsclmitte  &.  lithograpli.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 


der  Reehenknnsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sjphärischen 
Trigonometrie,  aynthetiBchen  Geometrie  etc.)  u.  blHieren  Xathenatlk  (höhere  AnalyBiB, 
ferential-  n.  Integral-Bechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Baumes  etc.);  — 
allen  Zwei^r^n  der  Physik^  Heehanik,  Grai  ~ 
matti^wat,  Geographie)  Astronomie;  des  ■asehl 


aus  allen  Zweigen  der  Physik ,  Heehanik,  Graphostatik,  Chemie.  Geodisie,  Nantik, 

iphie)  Astronomie;  des  ■asehmen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brtteken«  u.  Hoehoan's;  der  KonstmktlonBlehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 


ParaUel-PerspektiTe,  Scliattenkonstmktionen  etc.  etc. 

fOr 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  riclitigen  und  erfoigreiclien 

Btndiiun,  snr  Vorihfillio  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Hleyer^ 

M»th«mfttflcer,  rereldator  kOaigl.  preoM.  Ftldmeeter,  reraideter  grotth.  hoMiioher  Geomtter  I.  Klane 

in  Frankfurt  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Er&fte. 


a_^'_i_'    !„'_. 


^  ^L  ■!_,-- 


-I     .'■■■I.-^-i L^  I.    \.  V 


oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper  (Geostatik) 

nach  System  Kleyer  bearbeitet 
von  IL  Klimpert,  Seminarlehrer  u.  Physiker  in  Bremen. 

Fortsetzung  v.  Heft  363.  —  Seite  321—336.   Mit  12  Figuren. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  äbnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigten  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamt^eblete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik 9  math.  Geographie y  Astronomie  y  des  Masehlnen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brileken-  nnd  Hochbanes,  des  konstraktif  en  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  tollst&ndlg 
srelSster  Form,  mit  yielen  Fl^rnren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwlckelnni^  der 
benntzten  Sätxe,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  In  Ihrer  Gesamtheit  ergänzen  nnd  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  Die  Ldsnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterricbtsplancs  folgender  Schulen:  Realschulen  L  nnd  II.  Ordn.^  grl^lch- 
bereehtigten  höheren  Bürgerschulen,  Prlvatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkschnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereltungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Unlrersltftten,  Land-  nnd  Ferstwlssenscliaftsaclinlen, 
MllltJU-schulen,  Yorbereltungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eli^ilirig*  Frei- 
willige- und  Offlzlers-Exanien  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese,  Schritt  filr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  llbefaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disciplinen  —  zum  Auflösen  Ton  Aufgaben  ^-  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berafs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  nnd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlnngen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  FiFcherfeldstrnFso  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  YerlagshaTidlmig« 


Die  Tafelwage. 
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Die  beiden  in  E  nnd  F  angebrachten 
Belastungen  wirken  daher  gerade  so,  wie 
wenn  dieselben  nnmittelbar  resp.  an  den 
Punkten  A^  nnd  B^  aufgehängt  wären,  und 
dieselbe  Gleichung: 

P.a  =  Q.6 

welche  in  Bezug  auf  Fig.  275  aufgestellt 
wurde,  stellt  auch  in  Bezug  auf  Fig.  278 
die  Gleichgewichtsbedingung  dar.  Die  Lage 
der  beiden  Stellen  £  und  F,  in  welchen 
die  horizontalen  Ansätze  der  senkrechten 
Stangen  belastet  werden,  ist  also  ohne  £in- 
fluss  auf  den  Gleichgewichtszustand;  es  ist 
vielmehr  nur  das  Verhältnis  der  beiden 
Hebellängen  a  und  &,  durch  welches  das  im 
Gleichgewichtszustande  erforderliche  Ver- 
hältnis der  beiden  Belastungen  P  und  Q  be- 
dingt wird. 


Frage  194.    Wie  ist  die  auf  dem  vor- 
erwähnten Prinzip  beruhende  und  von  Be^ 

Tanger  in  Lyon  konstruierte  Tafelwage      "'^""-    ^IS  i^-mricuniiig  ucr  a« 
a\naariohf0i  *>  vorerwähutcn  Prinzip  beruhenden  und 


eingerichtet  ? 


Figur  279. 


Klimp«rt,  Statik. 


Antwort.    Die  Einrichtung  der  auf  dem 

von 
Beranger  in  Lyon  verfertigten  Tafelwage, 
welche  zum  raschen  und  bequemen,  aber 
weniger  genauen  Abwiegen  gewöhnlicher 
Lasten  in  neuester  Zeit  viele  Verbreitung 
gefunden  hat ,  ist  aus  Fig.  279  ersichtlich : 
ABC  ist  ein  gleichanniger  Wagebalken, 
der  in  C  gestutzt  ist. 

Ausserdem  ist  auf  jeder  Seite  ein  Hebel 
DE,  der  in  seiner  Mitte  F  am  Wagbalken 
und  zwar  in  G  aufgehängt  und  in  H  mit- 
tels eines  Ringes  mit  dem  Gestelle  der 
Wage  verbunden  ist  Mit  den  Enden  A 
und  B  des  Wagebalkens  sind  sodann  noch 
K  sog.  Lenker  JK  verbunden,  die  in  D  am 
Hebel  DE  aufgehängt  sind.  Auf  dem 
einen  Lenker  JE  ruht  mittels  eines  Trä- 
gers die  Wagschale  mit  der  abzuwiegenden 
Last  Q,  während  die  auf  dem  andern  Lenker 
ausruhende  Wagschale  das  gleich  grosse 
Gegengewicht  P  aufnimmt. 

Drflckt  nun  Q  auf  JE,  so  wird  der  Punkt 
B  des  Wagbalkens  abwärts  gezogen  und  da- 
mit gehen  auch  die  Punkte  G  und  F,  also 
auch  D  und  J  abwärts,  und  zwar  bewegt 
sich  —  was  zum  richtigen  Spiel  der  Wage 
gehört  —  JE  parallel  mit  sich  selbst,  was 
dadurch  erreicht  wird,  dass  auf  der  hori- 
zontalen Lage  des  Wagebalkens  auch  DE 
und  JE  horizontal  sind  und  CG  =  GB 
und  D  F  =  F  E  ist.  —  Bei  M  ist  mit  der 
Lenkstange  MJE  ein  Zeiger  Z  angebracht, 
der  bei  der  Gleichgewichtslage  die  gleiche 
Höhe  mit  dem  gegenüberstehenden  Zeiger 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


TJ  haben  mnss.  Der  ganze  Mechanismas 
befindet  sich  im  Innern  eines  Kastens,  durch 
dessen  oberen  Teil  nur  die  Träger  mit  den 
Wagschalen,  sowie  die  Zeiger  Z  hervorragen. 
Letzterer  Umstand,  dass  nämlich  der  Me- 
chanismas verborgen  ist,  ist  anch  Ursache, 
dass  die  genannten  Wagen  vielfach  als  un- 
zulässig erachtet  worden  sind. 


e).   Gelöste  Aufgaben. 


Aufgabe  233.  Es  seien  bei  einer  un- 
richtigen unbelasteten  Krämerwage  die  bei- 
den Schalen  nebst  ihren  Schnüren  mit- 
einander im  Gleichgewicht,  die  eine  Schale 
nebst  Zubehör  wiege  145  g,  die  andere  Schale 
dagegen  150  g  und  zwar  hänge  erstere  an 
einem  20  cm  langen  Hebelarm. 

a).  Wie  lang  wird  der  Hebelarm  sein,  an 
dem  die  zweite  Schale  hängt? 

b).  Welches  Uebergewicht  ergibt  sich,  wenn 
die  beiden  Schalen  umgewechselt  werden? 

c).  Wenn  aber,  ohne  dass  die  Schalen 
umgewechselt  werden,  in  die  leichtere  Schale 
eine  500  g  schwere  Ware  gelegt  wird,  wie- 
viel Gewichte  müssen  dann  in  die  andere 
Schale  gelegt  werden? 


1).    . 
oder: 


HUfsrechnungen : 

20 .  145 


l  = 


l  = 


2.29 


150 


^  -  19l 
3    ~  ^3 


Auflösung,  a).  Nach  der  Erkl.  207  herrscht 
bei  einer  solchen  Wage  Gleichgewicht,  wenn 

[3-^x)l  =  G  +  y)p  ist. 

Die  Gewichte  der  beiden  Schalen  sind  im 
gegebenen  Fall  g  =  145  g  und  g  +  x  = 
150  g,  während  l  +  y  =  20  cm  ist  und  l 
gesucht  wird;  setzen  wir  diese  Zahlenwerte 
in  die  obige  Gleichung,  so  ergibt  sich: 

150 .  /  =  20 .  145 
und  hieraus  erhält  man  für: 

l  =   194-  ('^^^^  Hilfarechn.  1) 

s 
also  der  Hebelarm,  an  dem  die  schwerere 
Schale  hängt,  ist  nur  IQVs  cm  lang. 

b).  Werden  nun  die  beiden  Wagschalen 
umgewechselt,  so  wirkt  nach  Erkl.  207  auf 
der  einen  Seite  das  Moment 

M,  =  lg 

auf  der  anderen  aber 

M,  =  {g-^x)(l  +  y) 

oder  in  diese  beiden  Gleichungen  die  ent- 
sprechenden Zahlenwerte  eingesetzt: 

Ml  =  19j .  145   oder   2803} 

und 

Mj  =  150.20    oder    3000 

folglich   ergibt   das   letztere   Moment   ein 
Uebergewicht  von 

3000  —  28034-  =  196|-  Centimetergramm 

•i  3 

d.  h.  es  muss  entweder  die  an  dem  20  cm 
langen  Arm  hängende  Schale  um 

=  9— g  leichter  gemacht, 


20 


6 


oder  die  andere  an  dem  197$  cm  langen 
Arm  hängende  Schale  um 

=  lOzvg  belastet  werden. 


19 


67 


3 
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2).  . 


HiUsrechnung. 

500 .  20 .  3 


58 


=  30000  :  58 
290 

100 
58 


=  517,2 


c).  Wenn  aber,  ohne  dass  die  Schalen 
umgewechselt  werden,  in  die  leichtere  Schale, 
die  also  am  längeren  Hebelarm  hängt,  500  g 
gelegt  werden,  so  mttssen  nach  Erkl.  207  in 
die  andere  Schale  schon 

500 .  20 


P  = 


420 
406 


i^i 


140 
116 


oder  nach  Hilfsrechnung  2).: 

P  =  517,2  g 
gelegt  werden,  am  Gleichgewicht  herzustellen. 


Aalgabe  234.  Eine  Ware  wog  in  der 
einen  Schale  einer  unrichtigen  Erämerwage 
228  g,  in  der  anderen  235  g;  welches  ist 
ihr  richtiges  Gewicht? 

Hilisreclmung. 

228 .  235 

1140 
684 
456 

Vö  35.80  =  231,47 
4 

4,135 
129  . 

46   680 
461 


Auflösung.   Nach  Antwort  auf  Frage  174 
ist  das  richtige  Gewicht  der  Ware: 


oder: 
oder: 


flc  =  ^228 .  235 
X  =  V53580 


X  =  231,47    (Blehe  Uilfsrechn.) 

d.  h.  die  Ware  wiegt  231,47  g. 


462121900 
18496 

4628; 340400 
324009 


Aulgabe  235.  Bei  einer  Erämerwage 
wiege  der  Wagebalken  285  g,  jeder  Hebel- 
arm sei  30  cm  lang,  der  Stützpunkt  des 
Balkens  liege  0,5  cm  Aber  der  Verbindungs- 
linie der  Aufhängepunkte  der  beiden  Schalen, 
die  Entfernung  des  Schwerpunkts  vom  Stütz- 
punkt des  Balkens  sei  0,8  cm  und  in  jeder 
Schale  liegen  3,84  kg  Last.  Bei  welchem 
Uebergewicht  ergibt  sich  ein  Ausschlags- 
winkel von  3*25'? 

HilfBrechnung. 

Aus  nebenstehender  Gleichung  ergibt  sich: 

tg«[6(2P+j))  +  cG]  =  ap 
oder: 

tga[26P  +  6i>  +  cG]  =  aj^ 
oder: 

26P.  tgo-|-&l'.tgff-j-cG  .tg«  =  ap 
oder: 

ap  —  &j> .  tg  «  =  2  P  6  .  tg  a  +  c  G .  tg  ß 
oder: 


Auflösung.    Nach  der  in  der  Antwort 

auf  die  Frage  180  entwickelten  Gleichung  1). 

ist: 

__  op 

^"^  ~"   6(2P+i>)  +  c.G 

hieraus    ergibt   sich   nach   nebenstehender 
Hüfsrechnung  für  die  unbekannte  Grösse: 


i>  = 


_   tg«(2P.6  +  g-G) 


(a  —  5 .  tg  «) 


Setzen  wir  in  diese  Gleichung  die  ge- 
gebenen Zahlen  werte  ein,  dann  ist: 

_   tg  30  25^  (2  .  3,84 . 0,5  +  0,8  .  0,285) 

^  —  (30  —  0,5  .  tg  30  25'j 

oder: 
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i}(a  —  ö. tg«)  =  tga(2P6  +  cG) 

^^®'-  _   tgc(2P6H-c<^) 

^-      (a  — 6.tg«) 

2).  .   0,5. tg 3« 25'  =  log 0,5  +  log tg 30 25' 

log  0,6  =    0,6989700—1 
+  logtg30  25'  =    8,7759952—10 


i>  = 


oder: 


oder: 


__   tg  30  25'  (3,84  +  0,228) 
(30  —  0,5  .  tg  30  25'J 


JP  = 


_       tg3<>  25'.  4,068 
(30  — 0,5.tg3»25') 


9,4749652-11 

oder: 

oder    0,4749652-2 

mithin  ist:   0,5  .  tg  3^  25'  -  0,02985 

d.  h. 

30 

nnter 

—  0,02985 

=  29,97015 


_   tg  30  25'.  4,068 
^  ""        29,97015 

(siehe  Hil£n«ehn.  2) 
p  =  0,0081038        (liehe  HUfneehn.  8) 

das  gesachte  Uebergewicht  beträgt 
den  gegebenen  Verhältnissen: 

0,0081  kg  oder  8,1  Gramm. 


log  29,97015 

log  tg  3«  25'  =     8,7759952—10 
+  log  4,068  =     0,6093809 

9,3853761—10 
—  log  29,97015  =  -1,4766889 

logp  =     7,9086872—10 

oder:     0,9086872—3 
mithin : 

nom-log  p  oder  p  =z  0,0081088 


Aufgabe  236.  Wenn  bei  der  vorerwähn- 
ten Wage  der  Stfltzponkt  des  Wagebalkens 

mit  den  Aufhängepnnkten  der  Schalen  in       .   ^..  xt    u  m  •  1.        «%   .     a  * 

einer  geraden  Linie  läge,  dann  würde  die      AuflOBimg.    Nach  Gleichung  2).  m  Ant- 
Wage  unter  sonst   gleichen  Verhältnissen  ^^^  *^^  *^^8®  ^^0  ist: 
bedeutend  empfindlicher  sein  und  bei  einem 
Uebergewicht  von  8,1  g  welchen  Ausschlags- 
winkel geben? 


tgo  = 


ap 


cG 


Hillsreohnong. 

log  tg  a  =  log  243  —  log  228 

log  243  =     2,3856063 
—  log  228  =  -2,3579848 


Setzen  wir  in  diese  Gleichung  die  oben 
gegebenen  Zahlen  werte,  dann  ist: 

30 . 8,1 


log  tg  a  =     0,0276715 
mithin  ist: 

a  =  46M9Vj' 


oder 


oder: 


tg«  = 


tg«  = 


0,8 .  285 

243 
228 


a  =  46^4972'  (siehe  Hüfkieeba.) 


Aufgabe  237.  Wenn  bei  einer  Wage, 
deren  Drehpunkt  mit  den  Aufhängepunkten 
der  Wagschalen  in  einer  geraden  Linie  liegt 

und  bei  der  jeder  Hebelarm  26  cm  lang  ist,      Auflösong.    Nach  Gleichung  2).  in  Ant- 
durch  ein  Uebergewicht  von  1/2  g  ^in  Aus-  wort  der  Frage  180  ist: 
Schlagswinkel  von  2®  erzeugt  wird  und  der 
Schwerpunkt  des  Wagebaikens  1  cm  unter  tg  a  = 

seinem  Stützpunkt  liegt,  wie  schwer  ist  als- 
Honn  der  Wagebalken  nebst  Schalen  und 
n? 


Hieraus  erhält  man  für  die  unbekannte 
Grösse: 
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HülBreohnong.  G  =  — — - — 

Ott ,  JL 

_L_  =     ^^    --.  log  18  —  loK  tff  2®        ^^^^  ^®  entsprechenden  Zahlenwerte  ein- 


tg2o.l        tg2o  *  *  ®  gesetzt:  ^ 

log  13  =     1,1139434  ^  26 .  y 

—  log tg 20  =  -8,5430888+10  ^  ^    tg2M 

mithin:  ~~      '  ^^^^  °^^  nebenstehender  Hilfsrechnnng: 

num-log  G  oder  G  =  372,27  q  =  372,27 

d.  h.  das  Gewicht  des  Wagebalkens  nebst 
Schalen  und  Schnflren  beträgt  372,27  Gramm. 


Aufgabe  238.  Wenn  bei  einer  soge- 
nannten d&nischen  Schnellwage  von  12  kg 
Gewicht  der  Schwerpunkt  S  vom  Aufhänge- 

^"iJ^/  w'  ^'"*  8enau  1  m  entfernt  üt  j^^g,^      Nennt  man  die  Entfernung 

and    die  Wage  68  cm   vom   Schwerpnnkt  .  »«^"»"»i-    "o«"»  i«"  «•«  jauuoiuiuig 

unterstützt  wTrden  muss.  ehe  sie  im  Gleich-  des  Schwerpmüttes  vom  Stützpunkt  e,  so  ist 

gewicht  ist,  welche  Last  befindet  sich  dann  ""•»  ^^^^  ''^  ^*8«  ^^^'• 

an  derselben?  ^  _      IQ 


HüiBrechniing. 


Q  +  G 

_  und  hieraus  erhält  man  für  die  Unbekannte 

1).  ....   «(Q  +  G)  —  Z^  Q  Qnßji  nebenstehender  Hilfsrechnung; 

eQ 


oder:        cQ-|-cG  =  I 
oder:        IQ  — «Q  =  «G 
oder:         Q  (I  — «)  =  «G 


I-« 


«Q  Setzt  man  in  diese  Gleichung  die  ge- 

oder:         Q  =  ,^_  .  gebenen  Zahlenwerte,  so  ist: 

68.12     _   816  Q  =   ,g-^^.^ 

^^ 100-68  -  ^2~  oder:  100-68 

oder  Zähler  und  Nenner  durch  16  gehoben  gibt  q  =  25-  (tieho  Hiifsrechn.  2) 

für  51  ^  2    ^ 

^  =  -2"  d.  h.  die  Last  beträgt  25  V2  kg. 


Aufgabe  239.    Wie  gross  ist  die  Em- 
pfindlichkeit einer  Wage,  welche  ohne  Nach- 
teil für  den  Balken  auf  jeder  Schale  lV2kg      AuflÖBung.     Nach  ErkL  210  wird   die 
trägt  und  bei  voller  Belastung  bei  einem  Empfindlichkeit   einer  Wage  durch   einen 
Uebergewicht  von  2%  mg  noch  einen  be-  Bruch  ausgedrückt,  der  das  geringste  noch 
deutenden  Ausschlag  gibt?  ^üien  merklichen  Ausschlag  gebende  Gewicht 

zum  Zähler  und  das  Gewicht  der  grössten 
noch  zulässigen  Belastung  zum  Nenner  hat, 
somit  ist  in  diesem  Fall  die  Empfindlichkeit 
der  Wage: 

E  =  —  * 


2 .  l| .  1000 .  1000 


oder: 

E  = 


1 200  000 
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Aufgabe  240.  Eine  Wage  trägt  anf  jeder 

Schale  höchstens  500  g  und  ist  ftlr  -ötwÄtwt  .  »   n-.  xt  .    j         i.  i      . 

ü  ji-  u    v  .      1  i.      TT  u  .  1.1^  T.      Auflösung.    Nennen  wir  das  unbekannte 

empfindbch;  bei  welchem  Uebergewicht  gibt  Uebergewicht  x,  so  muss,  analog  der  Lösung 

sie  also  vollständig  belastet  noch  einen  Aus.  ^er  vorigen  Aufgabe,   die  Empfindlichkeit 

schlag?  ^er  ^age 

1  X 


800000 


2.500.1000 


sein. 


oder: 


Hieraus  ergibt  sich  ftlr: 
100  0000 


X  = 


800000 


x  =  \^ 


d.  h.  die  Wage  gibt  bei  1  Vi  mg  Uebergewicht 
noch  einen  Ausschlag. 


Aufgabe  241.  Ist  der  Wagebalken  einer 
sog.  römischen  Schnellwage  parallel- 
epipedisch  und  beträgt  die  Länge  des  kür- 
zeren Armes  a,  die  des  längeren  h  und  die 
Entfernung  des  Hakens  für  die  Last  o,  das 
Gewicht  des  ganzen  Balkens  G  und  seine 
Länge  h  ^e  gross  muss  dann  das  Gewicht 
H  des  Hakens  (nebst  Wagschale)  sein,  wenn 
die  unbelastete  Wage  im  Gleichgewicht  ste- 
hen soll? 

Für  die  numerische  Rechnung  sei  5  =  90  cm, 
a  =  80  cm,  somit  l  =  a  -f-  5  =  120  cm,  c  = 
20  cm  und  G  =  2'/,  kg. 


Figur  280. 


^ 


b 


H 


Auflösung.  Fig.  280  veranschaulicht  die 
ganze  Aufgabe  und  erleichtert  deren  Lösung. 
Wiegt  der  kürzere  Arm  p^  der  längere  g 
Edlogramm,  so  besteht  die  Proportion: 

aih  =  p  :  q 
oder: 

a  :  a-^-h  =  p  : p-i^q 
oder :  — s.—  ^.-^- 

a   :   l       =  jp   :   G 
woraus: 

aQ 

denn  a  +  b  entspricht  der  Gesamtlänge  l 
und  p  +  q  dem  Gesamtgewicht  G  des  Wage- 
balkens. Ebenso  ergibt  sich  aus  der  obigen 
Proportion  : 

a  +  6  :  b  =  p  +  q  :  q 

oder:  II.  ri    .    « 

(   :   0    =      G   :   q 

woraus : 


^G 

l 


folglich  ist  nach  dem  Gesetz  der  statischen 
Momente : 

-^ap+cK  =  y6g 

denn  da  der  Wagebalken  überall  als  von 
gleichem  Querschnitt  vorausgesetzt  ist,  so 
liegt  der  Schwerpunkt  des  Hebelarms  a  in 
dessen  Mittelpunkt,  also  in  der  Entfernung 

Y  a  vom  ünterstützungspunkt  und  aus  dem- 
selben Grund  liegt  der  Schwerpunkt  des 
Hebelarms  b  in  der  Entfernung  y&  vom  Stütz- 
punkt, da  nun  der  kürzere  Hebelarm  das 
Gewicht  p  und  der  längere  das  Gewicht  g 


Gelöste  Aufgaben  über  die  auf  dem  Prinzip  des  Hebels  beruhenden  Wagen.       327 


HilisrechnTingen : 

1).  Nach  nebenstehender  Gleichung  ist: 

1     a'G 

oder: 


H  = 


^4(5»-a«) 


hat,  so  ist  das  Moment  des  ersteren  \ap, 

das   des  letzteren  ^hq^   diesem  letzteren 

Moment  wirkt  aber  noch  das  Moment  cH 
entgegen,  woraus  sich  die  Richtigkeit  der 
oben  aufgestellten  Gleichung  ergibt.  Setzen 
wir  in  diese  Gleichung  die  beiden  für  p 
und  q  ermittelten  Werte,  so  erhalten  wir: 


oder: 


1     &»->a» 

^-T — Vc ^ 


oder: 


1 


aQ 


+  cH  = 


1  .     &G 
—  0  • 

2  l 


für  l  kann  man  aber  a  +  &  und  für  5'  —  a' 
kann  man  {Jb  -\-a){f>  —  a)  einsetzen ,  und  so- 
mit ist: 

^^    1     (&  +  a)(ft-a)    ^ 

2  (a  +  &)  c 

oder  gleiche  Faktoren  gegeneinander  gehoben: 


1 

2 


a»G 


+  cH  = 


2 


d'G 


2       '  2        Z 

und  hieraus  erhält  man  nach  nebenstehender 
Hilfsrechnung  für  das  gesuchte: 


H  == 


2 


h—a 


•  G 


Setzen  wir  in  diese  Gleichung  die  ge* 
gebenen  Zahlenwerte,  so  ergibt  sich  für: 


2).  . 


2 


90  —  30       1 

20       '    2 


1 .  60 . 5 


2.20.2 


oder: 


3     5   _   15        ^3 
2"-2"  -  T  "  ^T 


1     90-30       1 
^^  T — 20 — H 

H  =  3—     (siabe  HllfKAobn.  2) 


d.  h.  das  Gewicht  des  Hakens  event.  nebst 
Wagschale  beträgt  3V4kg. 


Aufgabe  242.  Es  liege  auf  der  Brücke 
einer  Brückenwage  eine  Last  von  1260  kg 
so,  dass  die  Schwerlinie  derselben  die  Brücke 
in  z  trifft  (s.  Fig.  281)  und  es  verhalte  sich 

&a;:aa;  =  4:5 
ferner:    da:  de  ~  kh^ihc^  =1:6 


Anflösang.    Da  sich  nach  der  gestellten 


Es  soll  bewiesen  werden,  dass,  wenn  die  Aufgabe  &x:aa;  =  4:Ö  verhält,  so  hat  der 
leere   Schale   die    unbelastete   Brücke   im  Ponkt  a  einen  Druck  von 
Gleichgewicht  hält,  das  Gewicht  soviel  Mal 
kleiner  ist,  als  die  abzuwiegende  Last,  als 
lih^  kleiner  ist  als  ki. 


Figur  281. 


^ 


c* 


c6 


% 


m 


'';, 


-g- .  1260  =  560  kg 

und  der  Punkt  &  einen  Druck  von 

-|- .  1260  =  700  kg 

zu  erleiden.  Diese  700  kg  wirken  an  h^ 
abwärtsziehend.  Von  den  560  kg,  die  der 
Punkt  a  zu  tragen  hat,  ruht  der  grösste 
Teil  auf  Punkt  d,  und  zwar,  da  sich 

da  ',  de  =^  1:6 
verhält,  so  hat  der  Punkt  d: 

—  560  kg  =  466  2/3  kg 

der  Punkt  c  resp.  c^  nur: 

i.  560  kg  =  93V3kg 

zu  tragen.  Diese  in  c^  wirkenden  SSVskg 
wirken  ebenso  stark  abwärtsziehend,  als 
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wenn  an  dem  6 mal  kürzeren*  Hebelarm  k¥ 
in  b^  eine  6 mal  so  grosse  Last,  also: 

6.98V3  =  560  kg 
wirken.    Man  kann  also   annehmen,  dass, 
anstatt  in  b^  700  nnd  in  c^  93 Vs  kg  angrei- 
fen, in  b^  allein 
700  +  6 .  98  V,  =  700  +  560  oder  1260  kg 

abw&rtsziehend  wirken.  Ist  nun  der  andere 
Arm  ik  das  zehnfache  von  b^k,  so  muss 
man  auf  die  in  i  aufgehängte  Schale  den 
zehnten  Teü  der  Last  auflegen,  um  Gleich- 
gewicht herzustellen. 


^).  Ungelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  243.  Es  seien  bei  einer  unrichtigen       Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  er- 
unbelasteten  Krämerwage   die  beiden   Schalen  folgt  analog  der  gelösten  Aufgabe  233. 
nebst  ihren  Schnüren  miteinander  im  Gleich- 
gewicht und  zwar  hänge  die  eine  Schale  von 
109  g  Gewicht  an  einem  26  cm  langen  Hebelarm, 
während  der  andere  Hebelarm  26,35  cm  lang  ist. 

a).  Wie  schwer  wird  die  am  zweiten  Hebel- 
arm hängende  Schale  sein? 

b).  Welches  Uebergewicht  ergibt  sich,  wenn 
die  beiden  Schalen  umgewechselt  werden?^ 

c>.  Wieviel  muss  in  die  schwerere  Schale  ge- 
legt werden,  wenn  in  der  leichteren  Schale  1  kg 
liegt  und  Gleichgewicht  herrschen  soll? 


Aufgabe  24A.  Eine  Ware  wiegt  in  der  einen       Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  er- 

Schale  einer  unrichtigen  Krämerwage  458,5  g,  folgt  analog  der  gelösten  Aufgabe  234,  nur  ist 

während  ihr  genaues  Gewicht  460  g  beträgt,  in  diesem  Fall  die  gesuchte  Grösse : 
Wieviel  wird  dieselbe  Ware  in  der  andern  Schale  Q2 

derselben  Wage  wiegen?  (^2  =  "q" 

Aalgabe  245.  Bei  einer  Krämerwage  wiege  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  er- 
der Wagebalken  200  g,  jeder  Hebelarm  sei  25  cm  folgt  luoalog  den  gelösten  Aufgaben  235  und 
lang,  der  Stützpunkt  des  Balkens  liege  7  Vi  mm  236,  nur  mit  dem  Unterschied,  dass  in  b).  nicht 
über  der  Verbindungslinie  der  Auf  hängepunkte  der  Ausschlagswinkel,  sondern  das  Uebergewicht 
der  beiden  Schalen,  die  Entfernung  des  Schwer-  zu  ermitteln  ist. 
Punktes  vom  Stützpunkt  des  Balkens  sei  10  mm 
und  in  jeder  Schale  liegen  500  g. 

a).  Bei  welchem  Uebergewicht  ergibt  sich  ein 
Ausschlags  Winkel  von  5^? 

b).  Wenn  aber  angenommen  wird,  dass  der 
Stützpunkt  des  Wagebalkens  mit  den  Auf  hänge- 
punkten der  Schalen  in  einer  geraden  Linie 
liegt,  während  alle  übrigen  Grössen  unver- 
ändert bleiben,  wie  gross  würde  dann  das 
Uebergewicht  sein? 

Aufgabe  246.    Wenn  bei  einer  Wage,  deren       Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  er- 
Drehpunkt mit  den  Auf  hängepunkten  der  Schalen   folgt  nach  der  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  237 
in  einer  geraden  Linie  Hegt,  jeder  Hebelarm  angewandten  Formel,   von  welcher   in  diesem 
33  cm  lang  ist  und  durch  ein  Uebergewicht  von  Fall  c  die  zu  suchende  Grösse  ist. 
^/4  g  ein  Ausschlagswinkel  von  37}^  entsteht  und 
das   Eigengewicht  des  Balkens   nebst   Schalen 
300  g  beträgt,  wie  tief  liegt  dann  der  Schwer- 
punkt des  Balkens  unter  dessen  Stützpunkt? 
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Aufgabe  247.  Warn  bei  einer  sog.  dänischen  Andeutung.   Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  er- 

Schneüwage  der  Schwerpunkt  S  Tom  Aufhänge-  folgt  nach  der  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  238 

punkt  A  der  Last  80  cm  entfernt  ist  und  die  angewandten  Formel ,  nur  dass  hier  G  die  zu 

Wage  65  cm  Tom  Schwerpunkt  unterstützt  wer-  suchende  Grösse  ist. 
den  muss,   ehe  sie  einer  Last  tou  39  kg  das 
Gleichgewicht  hält,   wieviel  beträgt  dann  das 

Gewicht  der  Wage?  

Aalgabe  248^    Wenn  eine  Wage  bei  einer  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 

voUen  Belastung  von  5  kg  noch  einen  Ausschlag  gelösteh  Aufgabe  239. 
bei  0,45  mg  Uebergewicht  gibt,  wie  gross  ist 
dann  ihre  EmpfindSchkeit? 

Aufgabe  249.    Eine    Wage    hat   2  kg  Be-  Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 


lastung,  eine  Empfindlichkeit  = 
gross  ist  das  Uebergewicht? 


1586000 


wie 


gelösten  Aufgabe  240. 


Aufgabe  250.   Es  liege  auf  der  Brücke  einer       Andeutung.   Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  er- 
Brückenwage  eine  Last  von  988  kg  so,  dass  die  folgt  analog  der  gelösten  Aufgabe  242. 
Schwerlinie   derselben   die  Brücke  in  x  trifft 
(siehe  Fig. 281)  und  es  yerhalte  sich:  hxiax  = 
9:11,  femer:  daide  =  kb^  :ke^  =  1:7. 

Es  soll  bewiesen  werden»  dass,  wenn  die  leere 
Schale  die  unbelastete  Brücke  im  Gleichgewicht 
hält,  das  Gewicht  soviel  Mal  kleiner  ist,  als  die 
abzuwiegende  Last,  als  A;5^  kleiner  ist  als  ki. 


d.  Ton  der  Bolle  nnd  den  BoUenTerbindungen. 

a).  Die  feste  und  lose  Rolle. 


Frage  105.  Was  versteht  man  in  der 
Mechanik  unter  einer  Rolle  und  welche 
Arten  derselben  unterscheidet  man? 

Figur  282. 


Antwort.  Unter  einer  Bolle  versteht 
man  eine  kreisförmige,  wenig  dicke  Scheibe 
von  Holz  oder  Metall,  die  um  eine,  senk- 
recht durch  ihren  Mittelpunkt  gehende  Achse 
drehbar  ist  und  an  ihrem  Umfang  zur  Auf- 
nahme von  Schnüren,  Riemen  oder  Ketten 
qne  Rinne  oder  Auskehlung,  den  sogenann- 
ten Schnurlauf,  trägt  Die  Achse  ist  ent- 
weder fest  mit  der  RoUe  verbunden  nnd 
dreht  sich  dann  beiderseits  in  Lagern  (oder 
Augen)  eines  die  Rolle  umfassenden  Ge- 
häuses, welches  Schere  oder  Kloben  heisst, 
oder  die  Achse  ist  mit  der  Schere  fest  ver- 
bunden und  geht  durch  eine  im  Mittelpunkt 
der  Rolle  angebrachte  Oeffnung,  so  dass 
sich  dann  die  Rolle  um  diese  feste  Achse 
dreht.  Ueber  die  Rolle  wird  ein  Seil  gelegt, 
welches  wegen  der  Ränder  der  Rinne  nicht 
abgleiten  kann,  dieselbe  vielmehr  zum  Teil 
umschliesst  und  alsdann  in  tangentaler 
Richtung  an  den  beiden  Endpunkten  des 
vom  Seü  bespannten  Rogens  dieselbe  ver- 
lässt. 

Wird  die  Schere  befestigt,  so  dass  die 
Rolle  keine  fortschreitende,    sondern   nur 
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ErU.  221.  Die  dlgemeJDea  Gleichgewichts - 
bedingungen  eines  Systems  von  unveränderlich 
verbundenen  materiellen  Punkten  gelten  nicht 
nur  filr  ein  ruhendes,  sondern  auch  für  ein  in 
(Fleichförmiger  Bewegung  begriffenes  System. 
Bei  gleichförmiger  Drehbewegung  muss  die 
algebraische  Summe  der  statischen  Momente 
sämtlicher  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Drehachse 
gleich  Null  sein,  während  bei  gleichfürmiger 
fortschreitender  Bewegung  die  algebraische 
Summe  der  bei  recbtwinkTiger  Zerlegung  in  die 
Bichtung  der  fortschreitenden  Bewegung  fal- 
leuden  Seitenkräfte  gleich  Null  sein  muss. 

Figur  283. 


eine  drehende  Bewegung  aDnehmen  kann, 
wie  in  Fig.  Ü88  nnd  284,  so  nennt  man  ^e 
eine  feste  Rolle;  kann  sie  sich  aber  ausser- 
dem mit  der  Achse  fortbewegen,  so  ist  sie 
eine  bewegliche  oder  lose  Rolle  (Fig.286). 
Bei  der  festen  Rolle  trägt  das  Seü  an  dem 
einen  Ende  eine  Last  Q,  wahrend  an  dem 
andern  Ende  eine  Kraft  P  angebracht  wird, 
um  der  Last  das  Gleichgewicht  zn  halteD. 


Frage  196.  Welche  zwei  Fälle  sind  in 
Bezng  anf  die  Richtung  der  beiden  wirk- 
samen Kräfte  an  der  festen  Rolle  mOglioJi 
vnd  wenn  ist  die  feste  Rolle  im  Gleich- 
gewicht? 


Erkl.  222.  Wirken  die  Kräfte  parallel  zu 
einander,  so  ist  die  feste  Rolle  nichts  anderes 
als  ein  rotierender  gleicharmiger  gerader  Hebel, 
Wirken  die  Kräfte  unter  einem  Winkel  zu  ein- 
ander, so  ist  die  Rolle  anzusehen  ah  eiq  rotie- 
render Winkelbebel  mit  gleich  langen  Schen- 
keln oder  Armen. 


Antwort.  Entweder  wirken  an  der  festes 
Rolle  beide  Kräfte  P  nnd  Q  parallel  (siebe 
Fig.  283)  oder  sie  bilden  einen  Winkel 
miteinander  (siehe  Fig.  284),  immer  aber 
sncht  jede  Kraft  die  Rolle  nach  ihrer  Bicb- 
tong  hin  nmzndrehen. 

Betrachten  wir  nun  zanächst  den  ersiei 
Fall  (Fig.  283),  so  lassen  sich  drei  Pnnkte 
denken,  ein  fester  in  C  and  zwei  nach  ent- 
gegengesetzten Seiten  bewegte  A  nnd  B, 
wonach  also  die  Rolle  zum  Hebel  gehurt 
and  für  den  Fall  des  Gleichgewichts 

ÄC.P  =  Fc.Q 
oder  da  ÄC  =  BC  ist 

P  =  Q 

sein  masa.  Das  Seil  aber  mag  eine  Rieb- 
tang  in  der  Ebene  der  Rolle  haben,  welcba 
es  wolle  (z.  B.  Fig.  284),  so  bildet  es  alle- 


Die  feste  und  lose  Rolle. 
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zeit  eine  Tangente  an  der  Peripherie  der 
Rolle  im  Angriffspunkt,  and  demnach  ist 
die  Entfernung  vom  Stfltzponkt  stets  gleich 
(denn  alle  Radien  eines  nnd  desselben  Krei- 
ses sind  gleich  gross),  weshalb  anch,  ftlr 
den  Fall,  dass  die  Richtungen  der  beiden 
Kräfte  P  und  Q  einen  Winkel  miteinander 
bilden,  ftlr  den  Zustand  des  Gleichgewichts 

P  =  Q 

sein  muss.   Es  gilt  also  allgemein  der  Satz: 

Jede  feste  Rolle  ist  im  Gleichgewicht, 
wenn  die  Kraft  gleich  der  Last  ist. 


Frage  197.    Was   folgt   aus    dem  vor- 
erwähntea  Gesetz  in  Bezug  auf  die  Kraft- 

erspamis  bei  Anwendung  der  festen  Rolle      Antwort.    Die  Anwendung  einer  festen 
and  warum  findet  dieselbe  trotzdem  so  viel-  Rolle  kann  einen  Gewinn  an  Kraft  nicht 

hervorbringen,  insofern  sich  das  YerhältniB 
von  Kraft  und  Last  an  ihr  nicht  ändern 


fache  Verwendung? 

Figur  285. 


p«' 


v; 


]i  ■ 


lässt,  vielmehr  vermindert  sie  die  Kraft  noch 
um  die  bei  ihr  herrschende  Reibung  und 
ihr  Nutzen  besteht  nur  darin,  dass  sie  die 
Richtung  der  Kraft  zu  ändern  und  be- 
quemer zu  machen  gestattet.  Sollen  näm- 
lich Lasten  gehoben  werden,  so  wird  die 
Kraft  der  Menschen  am  vorteilhaftesten  in 
senkrecht  herabgehender  Richtung,  die  der 
Pferde  in  horizontaler  angewandt,  und  selbst 
tote  Körper  wirken  durch  ihr  Gewicht  bloss 
in  lotrecht  herabgehender  Richtung,  wobei 
die  Rolle  das  bequemste  Mittel  abgibt,  diese 
insgesamt  auf  die  angegebene  Weise  zu  be- 
nutzen, ohne  dass  an  Geschwindigkeit  etwas 
verloren  geht.  Die  feste  Rolle  dient  also 
niemals  zur  Kraftersparnis,  sondern  nur  zur 
Abänderung  der  Kraftrichtung  uod  heisst 
daher  auch  Leitungsrolle  oder  Rich- 
tungsrolle. 


ei-' 


Da'*^']*':^^.'''''']-,,)^!!' 


Erkl.  228.  Es  ist  unvorteilhaft  und  unbe- 
quem, die  Baumaterialien,  als  Steine,  Mörtel, 
Hölzer,  von  der  Höhe  der  Baugerüste  aus  direkt 
in  der  Richtung  von  unten  nach  oben  hinauf- 
zuziehen; statt  dessen  brini;[t  man  in  der  Höhe 
eine  feste  Rolle  an,  und  zieht  mit  deren  Hilfe 
vom  Boden  aus  die  Gegenstände  in  der  Rich- 
tung von  oben  nach  unten  in  die  Höhe.  —  Ein 
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Pferd  ist  nicht  im  stände,  ohne  Beihilfe  einer 
besonderen  Vorrichtung  Lasten  vertikal  in  die 
Hohe  zu  heben;  gleichwohl  ist  es  in  vielen 
Fällen  vorteilhaft,  zur  Hinaufschaffung  schwerer 
Lasten  auf  bedeutende  Höhen  Pferdekräfte  an- 
zuwenden. In  solchen  Fällen  hat  man  nur 
nötig,  die  zu  bewegende  Last  an  einem  Seile 
zu  befestigen  (siehe  Fig.  285),  dasselbe  um  eine 
in  der  Höhe  angebrachte  feste  Rolle  zu  schlingen, 
das  freie  vertikal  herabhängend  Ende  um  eine 
zweite  auf  dem  Boden  befestigte  Bolle  zu  legen, 
und  an  das  nun  wagerecht  gerichtete  Seilende 
das  Pferd  anzuspannen.  Indem  letzteres  in 
wagerechter  Richtung  auf  der  Erde  fortschreitet, 
zid^t  es  die  Last  vertikal  in  die  Höhe. 

Femer  findet  die  feste  Rolle  Anwendung  bei 
ThOren,  um  durch  ein  senkrecht  abwärts  zie- 
hendes Gewicht  der  Thüre  eine  wagerechte  Be- 
wegung zu  geben.  Beim  Rammklotz  (s.  Fig.  1) 
läuft  das  Seil  über  eine  feste  Rolle,  und  Kron- 
leuchter, Rouleaux,  Lampen,  Vogelkäfige  u. 
dergL  m.  sind  in  ähnlicher  Weise  befestigt. 


Frage  198.    Wie  gross  ist  der  Achsen- 
dmck  bei  der  festen  Rolle:   a).  wenn  die       Antwort,    a).  Wie  beim  gleicharmigen 
Kräfte  parallel  wirken,  b).  wenn  die  Kraft-  Hebel,   so  mnss  auch  bei  der  festen  Rolle, 
richtnngen  einen  Winkel  bilden?  an  welcher  die  Kräfte  parallel  wirken,  wie 

z.  B.  bei  der  Rolle  A  in  Fig.  285,  der 
AchseDdrack  gleich  der  Summe  der  beiden 
Kräfte  sein,  oder: 

D,  =  P  +  Q 

oder  da  P  =  Q,  so  kann  man  aach  setzen: 

D,  =  2P 

b).  Wenn  dagegen  die  beiden  Kraftrich- 
tungen aufeinander  senkrecht  stehen,  wie 
bei  der  Rolle  B  in  Fig.  285,  so  ist  n^ch  dem 
Satz  vom  Kräfteparallelogramm  der  Achsen- 
druck:  ,. -- 

D,  =yp'+Q' 

oder  da  P  =  Q,  so  kann  man  auch  setzen: 

D,  =  pV¥" 

Bilden  aber  die  Kraftrichtongen  an  der 
festen  Rolle  irgend  einen  andern  als  einen 
rechten  Winkel  miteinander,  and  nennen 
wir  denselben  a,  so  ist  nach  Erkl.  44  in 
diesem  Fall  der  Achsendruck: 

D  =  2P.cos|-      * 


oder: 


Frage  109.   Wodurch  unterscheidet  sich 
die  lose  Rolle  von  der  festen  RoUe,  und      Antwort.    Während  die  feste  Rolle  nur 
wann  herrscht  bei  derselben  Gleichgewicht?  zn  einßr  Richtungsänderung  der  Kraft 

benutzt  werden  kann,  dient  die  lose  oder 
bewegliche   Rolle    zur  Ersparnng  von 


Von  der  Rolle  und  den  RoUenverbindungen. 
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Figur  286. 


Erkl.  224.  Wie  überall,  so  zeigt  auch  hier 
eine  kurze  Betrachtung  der  Wirkung  der  losen 
RoUe,  dasB  die  Kraft  bei  irgend  einem  Heben 
der  Last  gerade  den  doppelten  Weg  der  Last 
machen  muss;  man  verliert  also  an  Geschwin- 
digkeit gerade  soviel,  als  man  an  Kraft  gewinnt. 


Kraft.  Dieselbe  lagert  mit  ihrer  Achse  c 
(Flg.  286)  in  einer  Hülse,  die  nach  unten 
in  einen  Haken  endigt  und  an  diesem  die 
Last  Q  trägt.  Das  Seil  wird  an  einem  Bal- 
ken befestigt,  läuft  herab  um  die  Rolle  und 
wieder  nach  oben,  wo  es  gewöhnlich  über 
eine  feste  Rolle  geht,  an  welcher  dann  erst 
die  Kriuft  P  wirkt  Sind  die  beiden  Seil- 
enden, zwischen  denen  die  lose  Rolle  hängt, 
einander  parallel,  so  ist  die  lose  Rolle 
im  Gleichgewicht,  wenn  die  Kraft  die 
Hälfte  der  Last  beträgt,  wenn  man  das 
(Gewicht  der  Rolle  und  die  Reibung  nicht 
in  Rechnung  bringt,  denn  die  Rolle  wirkt 
wie  ein  ungleicharmiger  einseitiger  Hebel. 
Der  Durchmesser  ah  der  Scheibe  (Fig.  286) 
ist  der  Hebelarm,  der  Berührungspunkt  b 
des  festen  Seilendes  mit  der  Rolle  der  Stütz- 
punkt, der  Berührungspunkt  a  des  beweg- 
lichen Endes  der  Angriffspunkt  der  Kraft  P 
und  der  Mittelpunkt  c  der  Scheibe  der  An- 
griffspunkt der  Last.  Folglich  muss  für  den 
Fall  des  Gleichgewichts: 

P.S6  =  Q.Fe 

sein.  Da  aber  der  Kraftarm  äh  doppell 
so  gross  als  der  Lastarm  6c  ist,  so  kann 
obige  Gleichung  auch  lauten: 

2.P  =  l.Q 

P:Q  =  1:2 

Sonach  gewinnt  man  durch  die  lose  Rolle 
immer  die  Hälfte  der  Kraft,  d.  h.  vermit- 
telst irgend  einer  Kraft  kann  man  im- 
mer eine  doppelt  so  grosse  Last  im 
Gleichgewicht  erhalten^). 

1)  Siehe  Erkl.  224. 


oder: 


Frage  200.  Wenn  die  beiden  Seilrich- 
tnngen  an  der  losen  Rolle  keine  parallele, 
sondern  eine  gegeneinander  geneigte  Lage 
haben,  unter  welchen  Umständen  herrscht 
dann  Gleichgewicht? 


Antwort.  Wenn  die  beiden  Seilrichtungen 
nicht  eine  parallele,  sondern  gegeneinander 
geneigte  Lage  haben,  so  ändert  sich  das 
oben  erwähnte  Verhältnis,  wie  leicht  einzu- 
sehen ist,  dahin,  dass  die  aufzuwendende 
Kraft  um  so  grösser  werden  muss,  je 
flacher  der  Winkel  wird,  in  welchem  die 
beiden  Kraftrichtnngen  aufeinanderstossen. 

Die  gesuchten,  in  den  Punkten  A  und 
B  (siehe  Fig.  287)  angreifenden  gleichen 
Kräfte  PP  kann  man  in  je  zwei  Sei- 
tenkräfte zerlegen,  deren  eine  in  der 
Richtung  der  Sehne  AB  wirkt  und  durch 
eine  gleiche  entgegengesetzte  in  A  aufge- 
hoben wird,  und  deren  andere  P^  senkrecht 
dazu  wirkt  und  hier  allein  in  Betracht 
kommt.     Setzt  man  BC  als  Radius  =r  r. 
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und  AB  als  Sehne  =  5,  so  folgt  aas  der 
Aehnlichkeit  der  Dreiecke  BCO  und  BP^P: 

1  1 

Srkl.  225.    Indem  sin  ^a  stets  kleiner  als  P^  :  P  =  -^$  :  r 

«in  90^^  oder  als  1  ist,   so  muss  in  dem  Fall,  woraus 

dass   die    Seile    einander   nicht    parallel   sind,  —  s.P 

die  Kraft,  welche  einer  Last  =  1  das  Gleich-  p    _     ^ 

i;ewicht  halten  soll,  stets  grösser  sein  als  %,  ^             r 

Ist  z   B  * 

—  a  =  800  Da  in  A  eine  gleiche  Kraft  der  Last  Q 

^0  ist:                  ^  entgegenwirkt,  so  mnss  bei  Gleichgewicht: 

^•'^i"=  ^  2P,  =  .£^  =  Q 

(s.  Lösung  der  Aufgabe  16),  mithin  die  Kraft  ** 

der  Last  gleich.  In  diesem  Fall  ist  der  Winkel  sein,  mithin  ist  die  gesuchte,  an  jedem  Ende 

beider  Seile,  wenn  deren  Richtungen  bis  zum  des  Seils  wirkende  E^raft: 

Durchschnitt    miteinander    verlängert    gedacht  ^ 

werden,  =  120°  und  bei  diesem  hört  der  Vor-  p  ==    "** 

teil   der   beweglichen   Rolle   ganz   auf.     Wird  ^   h  •                                * 

aber  der  Winkel  noch  grösser,  so  muss  auch  '     "                 p  .  q  __  ^  .  ^ 

die  Kraft  grösser  und  unendlich  werden,  wenn  _, 

der  Winkel  «=  180«  beträgt,  weshalb  es  keine  d-  h.  die  Kraft  verhält  sich  zur  Last 

Kraft  gibt,  die  dazu  hinreicht,  ein  Seil  völlig  wie  der  Radius  der  Rolle  zur  Sehne 

gerade  zu  spannen,  wenn  dasselbe  mit  irgend  des  umspannten  Bogen s. 

<einer  Last  beschwert  ist.  tv^  o^er* 

Für  den  Fall,  dass  die  Richtungen  der  beiden  J 1 

gleichen  Kräfte  P.P  senkrecht  zueinander  stehen,  OB      ,         Y*            -    r\r>n 

jg^.  ^  '  oder =  sm  OCB 


s  =  rVT 


BC 


und  folglich :  ist,  80  ist,  wenn  r  =  1  gesetzt  wird: 

p  -:      Q^  8  =  2.  sin  OCB 


«oder: 


^y^  oder  wenn  der  Zentriwinkel: 

p  _      Q  AGB  =  a 

Y^  genannt  wird,  so  ist: 

8  =  2.sm-^o 
und  somit: 

P:Q  =  1:2. sin y«    ^). 


<}.  Siehe  Erkl.  225. 


ß).  Die  Rollen-  und  Flaschenzügre. 

Frage  201.   Was  versteht  man  im  allge- 

meinen   unter  Rollen-  nnd  riaschenzttgen,  j^t^^^.    Unter  EoUen-  und  Flaschen- 

wozu  dienen  dieselben  und  welche  Haupt-  •■*"•""'••    ^"'"^   «.«ucu    uu«  *"*"^ 

arten  derselben  unterscheidet  man?  ^8«°  versteht  man  im  aJlgememen  med*- 

msche  Yomchtungen,  welche  aus  mehreren 

ErkL  226.    Der  Flaschenzug  ist  eine  seit  festen  und  losen  Bollen  und  Seilen  zusam- 

den  ältesten  Zeiten  bekannte  und  bis  auf  die  mengesetzt   sind  und  welche  man  benützt, 

neueste  Zeit  herab  allgemein  angewandte  ein-  um  grössere  Lasten  mit   einer  geringeren 

fache  Maschme.    Als  Erfinder  derselben  wird  graft  zu  heben.   Es  lassen  sich  drei  Hanpt- 

if  r  t^lT'S7^i2^i''S^^^^  -ten  von  Flaschenzügen  unterscheiden, 

nommen  und  der  römische  Architekt  Vitruvius,  ^»"^icn.               ^          -o,        i. 

welcher  in  den  Jahren  16-13  v.  Ch.  unter  a)-  die  gemeinen  Flaschenzüge, 

anderem  auch  über  Mechanik  schrieb,  redet  von  b).  der  Differentialflaschenzug, 

diesem  Werkzeug  als  einem  bekannten.  c).  die  Potenz flaschenzüge. 


Di«  Rolle u-  lind  FlascttenzUge. 


Frag«  202.  Wie  ist  der  gemeine 
FlascheDZQg  eiDgerichtet  and  wenn  findet 
an  demselben  Gleichgewicht  statt? 


Krkl.  227.  Obgleich  der  mechanische  Effekt 
der  Flaschenzüge  mit  der  Zahl  der  Rollen  zu- 
nimmt, fio  beträgt  dieselbe  bei  den  gewöhnlichen 
FlaachenzQgen  gar  hiufig  nur  zwei  in  jeder 
Flasche,  weil  Jederzeit  ein  nm  bo  längeres,  mit- 
iiio  koBtspieligeres  Seil  nötig  tat,  je  grösser  die 
Anzahl  der  Rollen  ist,  und  weil  dann  auch  bei 
gleicher  Geschwindigkeit  des  Zueea  am  Seil  die 
Lasten  langsamer  gehoben  werden,  abgesehen 
davon,  dass  die  Seile  durch  den  Einfluss  der 
atmoBpbftrischen  Feuchtigkeit  aufgedreht  wer- 
den und  Bich  am  unbelastet  hängenden  Flaachen- 
zng  nicht  aelten  so  ineinander  wirren,  dass  sie 
nur  mit  vieler  Mühe  anseinander  gebracht  wer- 


Antvort.  Der  gemeine  oder  gewöhn- 
liche Flaschenzng  besteht  ans  mehreren 
festen  nnd  losen  Rollen,  die  entweder  neben- 
oder  übereinander  zn  2  bis  4  in  metalleneD 
oder  hölzernen  Kloben  oder  FUschen 
drehbar  befestigt  sind.  Liegen  die  iEloDen 
Obereinander  (siehe  Fig.  288),  so  sind  die- 
selben nach  dem  Ende  der  Schere  hin  von 
abnehmender  Grösse,  damit  die  nebeneinan- 
der herlaufenden  Tanteile  sich  nicht  an- 
einander reiben.  Liegen  die  Rollen  neben- 
einander (siebe  Fig.  289) ,  so  nehmen  die 
Flaschen  weniger  Banm  ein,  weshalb  man 
diese  Konstraktion  der  erstereu  vorzieht. 

Zwei  solcher  Flaschen,  eine  obere  feste 
nnd  eine  untere  bewegliche  bilden  einen 
Flaschenzng.  Das  Zagtan  wird  an  einem 
Eaiien  der  oberen  Flasche  befestigt  nnd 
dann  abwechselnd  Über  je  eine  Rolle  der 
unteren  and  der  oberen  Flasche  gezogen. 
Das  von  der  letzten  Rolle  kommende  freie 
Seilende  wird  entweder  zn  einer  Winde  ge- 
führt nnd  dorcb  Umdrehen  dieser,  oder 
ancb  unmittelbar  durch  irgend  eine  Kraft  P 
angezogen.  Die  Last  Q  wird  an  der  un- 
teren Flasche  befestigt,  die  sich  mit  ihr 
hebt,  wenn  das  Tan  angezogen  wird.  Ent- 
halt nnn  z.  B.  jede  Flasche  3  Rollen,  so 
wird  die  Last  durch  6  Teile  des  Tanes  ge- 
tragen, verteilt  sich  daher  gleicbmässig  auf 
6  Taue,  so  dass  jedes  darch  Vi  der  Last  Q 
straff  gespannt  wird.  Wird  nnn  die  Last  Q 
durch  die  Kratt  P  nm  einen  bestimmten 
Weg  8  gehoben,  so  verknrzt  sich  jedes  Seil- 
Bttick  nm  denselben  Weg  s,  weshalb  bei  6 
SeilEtUcken  die  Gesamtverkürzung  6s,  oder 
bei  n  SeilstOcken  ns  betr&gt.  Dieser  Weg 
moBS  von  der  ganzen  Kraft  P  durchlaufen 
werden,  weshalb  die  positive  Arbeit  der 
Kraft  =:  Pns,  die  negative  der  Last  ^  Qs 
ist  nnd  demnach  findet  Gleichgewicht  statt, 
wenn  Pn«  =  Qs  oder 

P  =  -^  =  -5. 

d.  h.  am  Flaschenzug  findet  Gleich- 
gewicht statt,  wenn  sich  die  Kraft 
zur  Last  verhält,  wie  1  zur  Anzahl 
der  Lastaeile,  abgesehen  von  der  Reibung, 
die  hei  diesem  Apparat  ziemlich  gross  ist 
und  nm  so  bedeutender  wird,  je  grösser  die 
Anzahl  der  Rollen  ist,  so  dass  bei  vielen 
Rollen  in  einer  Flasche  kanm  noch  ein 
mechanischer  Eraftgewinn  möglich  ist. 


336 


Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


den  können,  insbesondere  wenn  sie  zahlreich 
nnd  die  nächsten  Rollen  klein  yon  Durchmesser 
sind.  Endlich  ist  bei  einer  grösseren  Zahl  von 
Rollen  die  Länge  beider  Flaschen  zusammen- 
genommen nnd  die  beträchtlichere  Höhe,  in 
welcher  deshalb  die  obere  Flasche  befestigt 
werden  muss,  nicht  ganz  unbedeutend. 

Erkl.  228.  Das  in  nebenstehender  Antwort 
enthaltene  Gesetz  wird  auch  oft  folgendermassen 
ausgedrackt: 

Am  Flaschenzug  findet  Gleichgewicht 
statt,  wenn  die  Last  gleich  ist  der  Kraft 
multipliziert  mit  der  doppelten  Anzahl 
der  in  einer  Flasche  befindlichen  Rol- 
len oder: 

Q  =  2nP    und    P  =  -^ 

in  dieser  Formel  bedeutet  n  die  Anzahl  der  in 
einer  Flasche  befindlichen  Rollen.  Wird  das 
Seil  an  der  unteren  losen  Flasche  befestigt, 
so  übertrifft  die  Anzahl  der  festen  Rollen  die 
der  losen  um  1,  man  nennt  den  Flaschenzug 
dann  einen  unsypimetrischen,  und  wenn  derselbe 
in  der  unteren  Flasche  n  Rollen  hat,  so  ist  dann : 

^  -   2n  +  l 
Ist  G  das  Gewicht  der  unteren  Flasche,  so  ist : 

P^  Q  +  G    Q  +  G 


2n 


^"'P-    -2^^+! 


Frage  203.  Mit  welchen  Unbequemlich- 
keiten sind  die  eben  beschriebenen  Flaschen-       Antwort.    Der  in  Fig.  288  abgebüdete 
Züge  behaftet  nnd  wie  suchte  man  dieselben  Flaschenzug  hat  den  Uebelstand,  dass  die 


zu  beseitigen? 


Figur  290. 


Rollen  beträchtlich  ungleich  an  Grösse  sein 
müssen,  wenn  man  deren  3  oder  4  in  jeder 
Flasche  anbringen  will  und  die  Seile  sich 
nicht  aneinander  reiben  sollen,  und  deshalb 
fertigte  man  sp&ter  alle  Rollen  gleich  gross 
und  legte  sie  horizontal  nebeneinander. 
Diese  sinnreiche  Vorrichtung  hat  aber  auch 
ihre  Mängel:  Zunächst  wirkt  der  Zug  am 
Seil  direkt  auf  die  eine  Rolle  an  der  einen 
Seite  jeder  Flasche  und  bis  derselbe  sich 
durch  alle  Seile  fortpflanzt,  kommen  die 
Flaschen  in  eine  schiefe  Richtung,  wodurch 
die  Wirksamkeit  des  Apparats  gehindert 
wird.  Ferner  sind  alle  Rollen  auf  einer 
einzigen  Achse  befestigt,  weshalb  man  die 
beiden  Backen  der  Flaschen  oben  und  unten 
mit  einem  hinlänglich  starken  Querstück 
verbinden  und  jede  Rolle  von  der  andern 
durch  ein  hiergegen  gestütztes  Blech  von 
erforderlicher  Dicke  trennen  muss,  wenn  die 
Achse  sich  nicht  biegen  solL  Um  nun 
diesen  Uebelständen  abzuhelfen  und  nm 
auch  die  Reibung  zu  yermindem,  welche  die 
einzelnen  Rollen  an  den  berührenden  Ble- 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M,  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ftknliehes  mx  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik  ^  Physik, 
Mechanik,  raath.  Geographie ,  Astronomie,  des  Maschinen- ,  Strassen- ,  Eisenbahn-, 
Brücken-  und  Hochbaues,  des  konstruktlTon  Zeichnens  etc.  etc.  und  swar  in  Tollstftndig 
geldster  Form,  mit  yielen  Figuren,  ErkUlrungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Ldsnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTerieieh- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betrelTende  Kapital  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  nnd  II«  <hrd.,  gleich' 
berechtigten  hlRieren  BOrgersehnlen,  PriTatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pre- 
gymnasien,  Sehnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelssehulen,  teehn.  Yorbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsschulen,  Akademien,  ünifersitäten,  Land-  und  Forstwlssensehaftssehulen, 
Militärschnlen,  Torbereituigs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^ährig-Frel- 
willige-  nnd  C^siers-Exaaen,  etc. 

Die  Sehfiler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflfüngen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  fiberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soU  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfltie  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Elrlemung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  yon  Aufgaben  —  in  den»  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lOsen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lnst,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  An£(Hschnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bemls- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart  Die  Yerlagshandlimg, 
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eben  der  Kloben  erleideD,  gab  J.  White  dem 

ErU.  229.    Id  Fig.  290  ist  die  Eonstniktion  Flaschenzag  eine  Einricbtang,  worin  er  die 

eines  Flaschenzugs  veran  schau  licht,  bei  welchem  beiden  oben  erwähnten  Arten  zu  vereinigen 

die  feste  Flasche  horizonul  befestigt  ist  und  Encbte.     Za  diesem  Zweck   wandte  er  statt 

die   lose   Flasche    in    derselben   Verticalebene  einer  beliebigen  Anzahl  einzeln  beweglicher 

lorizontal   darunter  durch   die  Seile  gehalten  Rollen    einen    Kegel    mit    eingeschnittenen 

wird.    Aas  der  Zeichnung  ist  die  Einrichtmig  Rinnen  an,  befestigte  diesen  statt  der  Fla- 

so  deuthch  zu  erkeunen,  dass  jede  weitere  Be-  ^^^^  j^  ^         ^^    ^    ^^  ^„ei  ^^^  letzteren 

schreibnue     überflüssig     erscheint      Auch    für  ,   .  .        i>       i_   a     v   -.           ..  i        j 

diesen  Flascheuzug  gilt  das  Gesetz:  V""  gleicher  Beschaffenheit  ersetzten  dann 

den  Tolistflndigen  Flaschenzng.   Ans  Fig.  2dl 

P  =  —  iflt   ersichtlich,   dass    das   erste   Ende   des 

**  Seils  an  dem  einen  Ende  des  obem  BOgels 

wenn  n  die  Zahl  der  Seilstücke,  mit  Ausnahme  befestigt  ist,  dann  um   die  Bchmale  Rinne 

SKÄdeXt"'  Äu^g    ^f  fif^95  ^-rrr  ^r^  r'  -d  von  Mer  ab- 
würde  n  =  6  sein  wechselnd  um  die  grösseren  des  oberen  und 

unteren  Kegels,  bis  das  letzte  Ende  des- 
selben die  änsserste  dickste  Seite  des  Kegels 
Figur  291.  nmscfalingt.   Um  die  hierbei  za  Grunde  lie- 

gende Theorie  zu  Terstehen,  darf  man  sich 
nur  vorstellen,  dass  jede  einzelne  Rinne 
jedes  Kegels  eine  for  sich  bewegliche  Rolle 
von  abnehmendem  Durchmesser  bildet.  Wird 
nun  das  letzte  Ende  des  Seils  mit  der  er- 
forderlichen Kraft  P  herabgezogen,  so  wer- 
den alle  Seile  zwischen  der  gesamten  Zahl 
der  Rollen  verkürzt,  alle  VerkOrznngen  der 
gesamten  Seile  laufen  aber  über  die  letzte 
Rolle,  über  die  nächstfolgende  l&oft  eine 
weniger,  über  die  dann  zonächstfolgende 
wieder  eine  weniger  n.  s.  f.,  bis  ans  ent- 
gegengesetzte Ende  der  kegelförmig  an- 
einander gereihten  Rollen. 

Wenn  nun  die  Peripherien  und  somit  anch 
die  Dorchmesser  der  einzelnen  Rollen  im 
p  gleichen  Verhältnis  abnehmen,  als  die  Ober 

sie  laufenden  Seillängen,  so  wird  die  Zahl 
ihrer  Umläufe  gleich  sein,  und  man  darf 
sie  also  fest  miteinander  verbinden  oder 
statt  ihrer  einen  Kegel  mit  Rinnen  anwen- 
den. Man  darf  also  nur  den  Kegel  von  be- 
liebiger Höhe  in  soviel  gleich  hohe  Teile 
abteilen,  als  er  einzelne  Rollen  ersetzen 
soll,  ihn  bei  jeder  Abteilung  cylindrisch  ab- 
drehen und  in  alle  diese  cylindrischen  Teile 
Vertiefungen  von  gleicher  Tiefe  einschnei- 
den; zwei  solche  ganz  gleiche  Systeme  von 

™  ,,    -»»     « ,,  ,  ,      ,      wachsenden  Cvlindern  mit  ihren  Achsen  in 

■  ^^'  ^.*?"  i*''^i'"f  i'\"lf-  '«'«^he  der  ^^^  jj^    j^  befestigen  und  das  Seil  auf  die 
ID  nebenstehender  Antwort  beschriebenen  Kon-  „     u  -m  ■        ..i,_      j-„    .   t„»»   j-._  « 

stmktiondesFlaschenzogszuürundeliegt,  im   angegebene    Weise    über   die    entstandenen 
ganzen    sinnreich   ist  und  die  hinzukommende   Vertiefungen  schlingen,  so  ist  der  Flaschen- 
Dicke  des  Seils  das  Prinzip  nicht  abändert,  so   z°8  hergestellt 
erfordert  dieser  Flaschenzug  doch  eine  genaue 
Fabrikation,  ein  ganz  gleichmäss^es  Ausschlei- 
fen  der  Rinnen,   und  weil  ausserdem    die  be- 
wegende  Kraft  anf  die   eine   Seite    desselben 
wirkt,  er  daher  leicht  schief  gezogen  wird,  die 
Seile  sich  ausserdem  da,  wo  die  Durchmesser 
der  Vertiefungen  kleiner  sind,  leicht 

Kllmpait,  SUtlk. 
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und  endlich  durch  einen  schiefen  Zug  und  eine 
momentane  Lockerheit  wohl  gar  in  eine  nächst 
niedrigere  Vertiefung  herabgleiten  können,  so 
ist  er  nicht  sehr  in  Gebrauch  gekommen. 


Frage  204.   Wo  finden  die  gewöhnlichen 
Flaschenzflge  vornehmlich  Anwendung? 


Antwort.  Die  gewöhnlichen  Flaschen- 
züge  finden  fortwährend  Anwendung  am  Bord 
der  Schiffe,  nm  Masten,  Segel  und  Segel- 
stangen zu  bewegen,  bei  Bauten  zum  Heben 
der  Steinmassen,  beim  Straffspannen  des 
Seiles  für  den  Seiltänzer  etc.  Aach  findet 
man  häufig  an  grossen  Wand-  und  Turm- 
uhren das  bewegende  Gewicht  an  einer 
Flasche  oder  Rolle  befestigt,  damit  der 
Weg  desselben  ein  möglichst  kleiner  wird 
und  die  Uhr  nicht  so  oft  aufgezogen  zu 
werden  braucht. 


Frage  205.  Wie  ist  der  Differential- 
flaschenzug eingerichtet  und  wenn  herrscht 
an  demselben  Gleichgewicht? 

Figur  292. 


Erkl  231.  Die  Vorzüge  des  in  nebenstehen- 
der Antwort  beschriebenen  Flaschenzugs  sind 
ausser  der  grossen  Wirksamkeit  noch  deshalb 
sehr  erheblich,   weil   die   Maschine    auch  bei 


Antwort.  Der  erst  in  neuerer  Zeit  in 
Gebrauch  '  gekommene  Differential- 
flaschenzug (Fig.  292),  mit  welchem 
man  ganz  bedeutende  Lasten  heben  kann, 
besteht  aus  zwei,  zu  einem  Stück  gegossenen 
Bollen  A  und  B,  deren  Radien  R  und  r  nur 
wenig  voneinander  verschieden  sind  (bei  den 
käuflich  zu  erwerbenden  derartigen  Flaschen- 
zügen ist  r:R  =  11:12)  und  ausserdem 
noch  aus  einer  losen  Rolle,  welche  die  Last 
Q  aufnimmt.  Die  Rollen  sind  hier  als  Eet- 
tenscheiben  konstruiert,  d.  h.  an  ihrem  Um- 
fang mit  Zähnen  versehen,  die  in  die  Scha- 
ken der  Kette  greifen  und  auf  diese  Weise 
ein  Gleiten  derselben  auf  den  Umfangen 
verhindern.  Die  um  das  System  der  drei 
Kettenscheiben  gelegte  Kette  ohne  Ende, 
in  welcher  die  lose  Rolle  hängt,  windet  sich 
so  um  die  fest  verbundenen  Rollen  AB,  dass 
sich  bei  einem  durch  die  Kraft  P  hervor- 
gebrachten, abwärts  gerichteten  Zug  die 
Kette  von  dem  Umfang  der  kleinen  Rolle 
AB  ab-  und  auf  den  Umfang  der  grossen 
Rolle  CD  aufwickelt. 

Zur  Ermittelung  des  Gesetzes  über  das 
Gleichgewicht  am  Differential-Flaschenzug 
diene  folgende  Betrachtung:  Es  sei  xz  der 
Durchmesser  der  beiden  festen  Rollen,  so  wir- 
ken links  am  Hebelarme  R  die  Kraft  P  und 

am  Hebelarme  r  die  halbe  Last  \  Q ;  rechts 

wirkt  nur  am  Hebelarme  R  die  halbe  Last 

~Q  und  es  muss  deshalb  f&r  den  Fall  des 

Gleichgewichts: 
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gehobener  Last  stehen  bleibt  und  man  zur  Er-  PR-4-  — Qr  =  — QR 

haltung  der  Last  in  irgend  einer  Stellung  keine  ">    2  ^  2  ^ 

Kraft  anzuwenden  braucht,  so  lange  der  Unter-   oder: 

schied  der  beiden  Rollendurchmesser  nicht  zu  p  ^    Q  (R  —  r) 

gross  ist.  Auch  kann  man  in  der  herabhängen-  2  R 

den  Seilmasche  eine  zweite  lose  Rolle  einhängen  ^  .^  j  u  ««.  Tks#4^A^A«»;«in««^k^«.««  ;«♦ 

und  diese  wird  dann  abwärts  bewegt,  während  sein,d.h.ampifferentialfla8chenzug  ist 

erstere  aufwärts  geht.  Man  kann  darum,  wenn  Gleichgewicht,   wenn  sich  die  Kraft 

die  erstere  auf  der  Höhe  angekommen,  die  zur  Last  verhält,   wie  die  Differenz 

zweite  lose  Rolle  belasten,  und  gibt  man  dann  der  Radien  der  beiden  festen  Rollen 

der  Maschine  die  umgekehrte  Drehung,  so  wird  zum    doppelten   Radius    der    grossen 

auch  diese  Last  ohne  weitere  Arbeit  in  die  festen  Rolle. 

^fetÄrbf  Verbesserung ,  welche  die      Liesse  man  die  Kraft  P  anstatt  im  Punkt 
Maschine  in  der  neuesten  Zeit  erfahren  hat,  ^  ™  ^'lol^^  y»  ,^^^  rechts  wirken,  so  würde 
ist  die,  dass  mehr  als  zwei  feste  Rollen  auf  bei  Gleichgewicht: 
einer  Achse  angebracht  werden  und  dass  als-  1         _p_i_1-ap 

dann  die  beiden  äusseren  gleiche  Durchmesser  "2"^*^  ~  ^^'r-2^^ 

erhalten,  während  die  Durchmesser  der  inneren 
Rollen  Ton  jenen  und  unter  sich  verschieden  ^^^»  woraus: 
sind.    Dadurch,  dass  aussen  zwei  gleich  grosse  p  __    "  v       1^) 

Rollen  angebracht  sind,  erreicht  man,  dass  das  2  r 

Hängeseil  oder  die  Kettenschleife,  die  sich  von  ^  j^  ^      .  j^  ^     ^  negatives  Re- 

der emen  Rolle  ab-  und  auf  die  andere  gleich       ,^\      "*""^  "^"  rT^  ^  ;      ««B-wf^o  x*o 
grosse  aufwickelt,  stets  gleiche  Länge  behält,  sultat  ergeben,  daR  stets  grösser  als  r, 
also  leicht  von  emer  Winde  etc.  getrieben  wer-  ^Iso  die  Last  würde  in  diesem  Fall  nicht 
den  kann.   Das  Anbringen  von  MittebroUen  von  gehoben  werden,  sondern  sich  abwärts  be- 
verschiedenem Durchmesser  gestattet  aber  ver-  wegen, 
schiedene  Üebersetzungs-  oder  Geschwindigkeits- 
verhältnisse,  da  man  die  von  der  ersten  äuseren 
Rolle  ausgehende  Kette  nach  Belieben  über  die 
eine  od.  andre  der  mittleren  Rollen  schlagen  kann. 
Die  Differentialflaschenzüge  haben  teilweise 
die  Einrichtung,  dass  sie  behufs   des  Hebens 
geringer  Lasten  auch  als   einfache  Seilrollen 
verwendet  werden  können.    Zu  dem  Zweck  sind 
die  zwei  festen  Rollen  oder  Scheiben  bloss  ge- 
kuppelt und  es  wird  beim  Gebrauch  als  ein- 
fache  Rolle  die  mittels  eingreifender  Zapfen 
etc.  hergesteUte  Kuppelung  gelöst. 


Frage  206.    Welches   ist   der   wesent- 
lichste Unterschied  zwischen  den  Potenz-      Antwort.    Als  wesentlicher  Unterschied 
flaschenzügen  und   den   gemeinen  Fla-  beider  Arten  von  Flaschenzügen  ist  anzu- 
schenzügen  ?  sehen,  dass  bei  dem  gewöhnlichen  Flaschen- 

zug die  obere  Flasche  anbeweglich,  die 
untere  dagegen  beweglich  ist,  und  dass  das 
Seil  an  einer  der  Flaschen  oder  bloss 'durch 
Umschlingen  um  die  Rolle  festsitzt;  bei  den 
Potenzflascbenzügen  dagegen  nur  eine,  in 
der  Regel  die  letzte  Rolle  unbeweglich  ist, 
während  meistens  die  sämtlichen  einzelnen 
Seile  mit  ihrem  einen  Ende  an  einen  nnbe- 
weglichen  Körper  festgeknüpft  werden. 


Frage  207.   Welches  ist  die  gewöhnliche 
Einrichtung  des  Potenzrollen-  oder  Fla- 

schenzngs  und  wenn  ist  derselbe  im  Gleich-      Antwort.    Der  Potenzrollen-  oder 
gewicht?  Flaschenzag  (siehe  Fig.  293)  besteht 

gewöhnlich  aus  einer  festen  und  mehreren 
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beweglichen  Rollen,  Ton  denen  die  nnterete 
die  Last  tragt.  Das  Seil  der  Rolle  A  ist 
mit  dem  einen  Ende  an  einem  Balken  in 
F,  befestigt,  mit  dem  andern  an  den  Haken 
der  zweiten  Rolle  B  geknüpft.  Das  Seil 
dieser  Rolle  ist  ebenfalls  an  dem  einen  Ende 
fest  (in  F,)  mit  dem  andern  an  der  dritten 
Rolle  c  befestigt  n.  s.  f.  Das  Seil  der  letz- 
ten ist  wieder  an  dem  einen  Ende  (in  F,) 
fest,  am  andern  wirkt  die  Zagkraft  durch 
Einschaltung  einer  festen  Rolle  abwärts. 
Im  Fall  des  Gleichgewichts  ist  die 
Kraft  gleich  der  Last,  dividiert  dnrch 
diejenige  Potenz  von  2,  weiche  der 
Zahl  der  losen  Rollen  entspricht, 
wenn  man  von  dem  Gewicht  der  Rollen 
nnd  der  Reibnng  absieht  Denn  legt  die 
Kraft  P  einen  gewissen  Weg  s  znrück,  so 
hebt  sich  die  erste  lose  Rolle  C  nm  die 
Hälfte,  die  zweite  B  nm  V4  nnd  die  dritte 
A  nm  Vb  dieses  Weges,  daher  ist  anch: 


Wäre  eine  4**,  5'«  lose  Rolle  vorhanden, 


_  so  würde  die  Kraft  -^,  -öt  der  Last  be- 

ErkL  282.    Wenn  die  Möglichkeit  nicht  vor-  2»      2' 

banden  ist,  jedes  einzelne  Seil  auf  die  in  neben-  tragen,   oder   wenn  die  Anzahl  der  losen 
stehender  Antwort   angegebene  Weise   zu    be-   Rollen  mit  n  bezeichnet  wird,  so  ist: 
festigen,  wie  z,  B.  auf  Schiffen,  wo  diese  Art  q 

FlaschenzOge  zum  Heben  grosser  Lasten   anf  ^  =  n« 

geringe  Höhen  h&ufig  gebraucht  wird ,  so 
kann  man  sämtliche  Seile  in  einem  gemein- 
schaftlicben  Punkt  vereinigt  festmachen ,  so 
dasB  selbst  die  letzte  Rolle,  Ober  welche  das 
Endseil  geht,  ebendaselbst  befestigt  ist. 


Frage  208.    Welche  Rollenverbindongea 
sind  sonst  noch  bemerkenswert?  Antwort.     Za   den    bemerkenswertesten 

Rollen-  oder  PotenzzUgen  gebort  anch  die 
Verbindung  (Fig.  294),     Man  sieht  ans  der 
in   der   Figur   dnrch   Ziffern    angegebenen 
Spannung   der   einzelnen   SeilstQcke,    dass 
ErU.  233.    So  vorteilhaft  die  nebenstehend   mai^  bei  den  dort  angewandten  drei  losen 
erklärten  Rollenverbindungen  auch  mit  Rück-   Rollen  A,  B,  C  eine  3»  =  27  fache  Last  im 
siebt  auf  den  Kraftgewinn  sind,  so  unbequem    Gleichgewicht  erhalten  kann,  oder  es  ist; 
ist,  namentlich  wenn  der  Rallenzug  zusammen- 
gesetzt ist,  ihre  Anwendung,  da  dieselben  als-  p  __  _Q 
dann  einen   ^ai   zu   grossen   Raum    erfordern  3> 
und  dabei  leicht  eine  Verwickelung  der  Seile    ,               ,  v  ,       _.■,.-...  ,     «  „ 
etc   eintreten  kann.                                            "^^^  zunächst  verteilt  sich  die  an  der  Rolle 
A  wirkende  Last  Q  anf  drei  SeilstQcke,  so 
dass  an  der  KoUe  B  nur  noch  ViQ  T^rkt, 
von  dieser  Last  Vi  Q  wirkt  anf  die  Rolle  C 
nnr   Vj.   d.  h.   '/s . '/s  Q  u.  b.  w.     Wfiren  4 
lose  Bollen  vorhanden,  so  würde: 


P  = 


3' 
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Bein,   und  nennen  wir  die  Zahl  der  losen 

ErkL  234.    Bei  allen  Anwendungen  der  ver-  Rollen  überhaupt  n,  so  ist : 
schiedenen  Rollenverbindungen  bieten  Reibung  q 

und  Steifigkeit  der  Seile  einen  namhaften  Be-  P  =    -ött 

Wegungswiderstand.  Bei  gewöhnlichen  Flaschen-  ^^^^ . 
Zügen  mit  je  2  oder  3  Rollen  in  jeder  Flasche  '  O  —  «l**  p 

sind  die  genannten  Widerstände  zu  Vs  >  bezw.  y  —  o  .  f 

i'  tät"teZZ^^tF%^  llzil  Tni^'  ^'^"^^'^^  RoUenverbindungen    sind    die 

Bei  mehreren  Rollen  smd 'die  Hinderaisse  noch  durch  Fig.  295  und  Fig.  296  dargestellten, 

grösser  (bei  4  Rollen  =  »/j  Q)  und  wachsen  mit  Mit  dem  Rollenzug  (Fig.  295),  welcher  auch 

der  Zahl  der  Rollen  derart,  dass  bei  vielen  Summati onspotenzzug  genannt  wird,  und 

Rollen  in  einer  Flasche  kaum  noch  ein  mecha-  wieder  drei  lose  Rollen  A ,  B  und  G  ent- 

nischer  Kraftgewinn  möglich  ist.  hftlt,  kann  man,  wie  die  durch  Ziffern  ange- 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass  bei  den  Flaschen-  »ebenen  SpannungsverhÄltniflse  zeigen,  einer 

Zügen  das  Gewicht  der  Zugnasche  einen  Teil  ?•«♦. 

der  Last  Q  bildet.  '        O  =  2* -4- 2* -4- 2*  4- 2* 

Auch  hat  man  bei  sämtlichen  RoUenverbin-  qJ^..  "T     "T     t 

düngen  in   üebereinstimmung   mit  dem  allge-  0  =  2-4-44-84-16  =  30 

meinen  mechanischen  Grundgesetz,  neben  dem  ^  "T    "r    "T 

Kraftgewinn  den  Nachteil,  dass  die  Kraft  einen  das  Gleichgewicht  halten,  wenn: 

so  vielmal  grösseren  Weg  machen  muss  als  die  

Last,  so  vielmal  diese  grösser  .ist  als  die  Kraft.  P  =  1 

Hiernach  wird  also  derjenige  Weg,  welchen  das  jg^     Bezeichnet  man   auch  hier  aUgemein 

Kft  ÄÄewI:^^^^^^^^^^^  die  Zahl  der  losen  Rollen  mit  .,  so  ist: 

sich   zu  dem  Ton  der  bewegten  Last    durch-  Q 

laufenen  verhalten  wie  die  Grösse  der  beweg-  ^  —  2^  4-  2' 4-  2'. ..  -4-  2** 

ten  Last  zu  der  Grösse  dieses  bewegenden  Ge-  •  •  •  "r 

wichts.   Bei  den  gemeinen  Flaschenzügen  findet       Bei   der  Verbindung  Fig.  296   hingegen 

man   also  diesen,    vom    bewegenden  Gewicht  fc^nn  \^^i  ebenfalls  drei  losen  Rollen  A,  B 

durchlaufenen  Raum   oder   seine  Geschwindig.  ^^^j  q  ^^  Last  Q  nur  =  (1  +  2  +  44- 8) P 
keit,  wenn  man  diese  der  bewegten  Last  zuge-         m-o  «^i«     S%^^  „«„„   «.ii«^««^;«  «  Ai^ 

hörigen  Grössen  mit  der  Zahl  der  Seile  multi-  =  ^^^^/^H^'   ^^^'  ,^^1  alj^^^^/^  ^  ^^ 

pliziert,  auf  welche  die  Last  verteilt  ist.  Dass  ^^^ahl  der  losen  RoUen  bezeichnet,  so  ist: 

dieses  wirklich  der  Fall  sei,  folgt  schon  ein-  O  .  p  _  o»+i i  .  i 

fach  daraus,   dass   die  YerkQrznngen  der  ge-      ,    .  VJ :  r  —  ^  i  :  i 

samten   Seile    beim  Heben    der  Lasten    über   ^"®'' 

die  letzte  Rolle  laufen,  und   daher   der  Zahl  p  =  ^ 

dieser  Seile  proportional  sein  müssen.  2"~^^ —  1 

Auf  gleiche  Weise    kommt    dieses    Gesetz       %t    t  •  *        i.         i         j       u^^  j^«  t>^i 
bei    den   Potenzflaschenzügen    in   Anwendung,       ^och  ist  zu  bemerken,  dass  bei  den  Rol- 
und  es  muss  daher  bei  der  ersten  beweglichen  lenzügen  in  Fig.  293  und  294  das  Gewicht 
Rolle  die  Verkürzung  beider  Seilenden  durch  der  losen  Rollen  A,  B  und  G  der  Kraft  P 
die  zweite  bewegliche  Rolle  gehoben  werden,  entgegenwirkt,  während  hingegen  dieses  Ge- 
mithin  der  von  dieser  durchlaufene  Weg  der  wicht  in  den  Verbindungen  Fig.  295  und  296 
doppelte  derjenigen  Höhe  sein,  zu  welcher  die  der  Kraft  P  zu  Hilfe  kommt  und  diese  also 
Last  gehoben  wird,    und  da  dieses  nämliche  unterstützt 
von  der  zweiten  beweglichen  Rolle  in  Beziehung 
auf  die  erste  gilt,  so  wächst  der  von  dem  be- 
wegenden Gewicht  durchlaufene  Raum  nach  den 
Potenzen  der  beweglichen  Rollen.   Indem  dieser 
Grundsatz   also  als   allgemeingiltig   anzusehen 
ist,  so  kann  man  umgekehrt  die  Wirksamkeit 
eines    Flaschenzugs    aus    dem    Verhältnis   der 
Räume  nachweisen,  welche  von  den  bewegen- 
den   Gewichten    und    den    gehobenen    Lasten 
durchlaufen  werden.    Hiernach  lässt  sich  auch 
die  gesamte  Länge  des  Seiles  berechnen,  welche 
erforderlich   ist,   um  eine   Last  mittels   eines 
Flaschenzugs  von  gegebener  Zahl  Rollen  auf 
eine  bestimmte  Höhe  zu  heben.    Heisst  diese 
Höhe  h,    die  Zahl  der  Seile,  woran   die'  Last 
hängt,  n,  der  Abstand  der  Achsen  des  ersten 
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Rollenpaares,  venn  die  Enden  der  Flaschen 
sich  berühren:  a,  des  zweiten  a'  elc,  der  Um- 
fang der  ersten  Rolle  p,  der  zweiten  j>'  etc. 
und  geht  endlich  das  Seil,  woran  gezogen  wird, 
von  der  obersten  Rolle  wieder  auf  den  Boden 
herah,  so  ist  die  ganze  Seillänge: 

L  =  2(a  +  a'  +  a'....+  a"^)  +  (jJ+i)'+y.. ..+/)  +  ;.(«  +  !) 

Erkl.  235.  Für  die  Experimeatalbeweise  der 

Gesetze  über  die  Rolle,  die  verschiedenen  Rol- 
len und  Flascbenzüge  benutzt  man  Rollen- 
und  Flaschenzugmodelle,  welche  nehst  Ge- 
wichten und  Gestell,  je  nach  Vollständigkeit 
und  Zusammenstellnng  znm  Preis  von  M.  18.  — 
bis  M.  60. —  durch  Mechaniker  oder  Lehrmittel- 
anstalten  bezogen  werden  kOnnen. 
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/).   Gelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  251.   Mittels  einer  festen  Rolle 
wird  eine  Last  von  60  kg  gehoben.    Wie  t    i.  *  ^t^ 

gross  ist  der  Achsendmck,   a).  wenn  die      Auflösnng.   Nach  Antwort  auf  Fra«e  198 
Seüstücke  parallel  laufen,   b).   wenn   die-  «t  im  ersten  Fall: 
selben,  verlängert  gedacht,   einen  Winkel  D  =  2P 


von  75"  bilden  würden? 


im  zweiten  Fall: 


Hilfsreobnung.  D  =  2P.cos-^ 

120.  cos  370  30'  =  log  120  + log  cos  370  30'  j,^j^j.^j^   .^^  ^^^^  Berücksichtigung  der 

log  120  =    2,0791812  gegebenen  Zahlenwerte: 

mithin:  b).    .    .      D  =  2, 60. cos 37« 30' 

num-log  D  oder  D  =  95,292  ^^j^j.  j^^^j^  nebenstehender  Hüfsrechnung : 

D  =  95,202  kg. 

Aufgabe  252.    Mittels  einer  losen  Rolle 
(siebe  Fig.  286)  sollen  200  kg  gehoben  wer- 
den. Welche  Kraft  ist  hierzu  nötig,  a).  ohne      Auflösung,    a).  Nach  Antwort  anf  Frago 
Rücksicht    anf    die    Bewegungshindernisse,  199  ist:  2 

b).  wenn  die  Bewegongswiderstände  zu  Vio  ^  ^  T^ 

der  Last  angenommen  werden?  ,      ,  ,  „  ^, 

oder  den  gegebenen  Zahlenwert  eingesetzt: 

P  =  i- .  200  oder  P  =  100  kg 

b).  Werden  die  Bewegungshindernisse  = 
^Q  gerechnet,  so  ist: 


oder: 


P  =  ^4.200 
P  =  110  kg 


Aufgabe  263.  Wenn  dieselbe  Kraft  P  = 
110  kg  an   einer  Rollenvorrichtung  wirkt, 

deren  Seilstücke  ähnlich   wie  in  Fig.  287       .„..  xti.a**       g   1? 

laufen  und  wenn  derRadins  AC  =  24cm,   ^nn'^f"''®'     ^^""^  ""  ^ 

die  Sehne  AB  =  36  cm  beträgt,  wie  gross   ^^  ^"-  p  _   Qr 

wird  dann  unter  Berücksichtigung  der  Rei-  a 

bungswiderstände  =  VioQ  die  zu  bewälti-  ^^^  ^^^^  ^ie  Bewegungshindernisse  ^^Q 
gende  Last  sein?  gerechnet  werden,  so  ist: 

10.« 
Hilfsrechnung.  Hieraus  ergibt  sich  für: 

10.110.36  10.10.3  300         ,_^  lO.P.g 

— IIT24—  =  2 =  -2"  ^  ^^^  ^  11  .r 

oder  die  gegebenen  Zahlenwerte  eingesetzt: 

_    10.110.36 

^  ■"        11.24 
,  oder: 

Q  =  150  kg 
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Aufgabe  254.  Eine  Last  von  500  kg 
wird  mittels  einer  10  kg  schweren  beweg- 
lichen Rolle  in  die  Höhe  gezogen.  Wie 
gross  ist  die  aufzuwendende  Kraft,  ohne 
Rtlcksicht  auf  die  Bewegnngshindernisse, 
wenn: 

a).  die  Seile  parallel  laufen, 

b).  die  Seilrichtungen  sich  unter  rechtem 
Winkel  schneiden, 

c).  die  Seilrichtungen  einen  Winkel  von 
70^  einschliessen? 


1).    . 


Hilisrechnungen : 

510 

510 

■    • 

V2- 

1,414 

510000 :  1414 
4242 

=  360,68 

8580 
8484 

9600 

8484 

11160 

510 

255 

• 

2. cos 350  " 

cos  35« 

255 

_  —  In»  9j;k 

—  Inor  mH  9 

2). 


cos  85°  ®  ° 

log  255  =     2,4065402 
—  logco855ö  =  —9,9183645—10 

log  P  =     2,4921757 
mithin : 
num-log  P  oder  P  =  310,58 


AollÖBung.    Die  zu  hebende  Last: 
Q  =  500  + 10  oder  510  kg 

a).  Laufen  die  Seile  parallel,  dann  ist: 

P  =  i-.510 
oder: 

P  =  255  kg 

b).  Schneiden  sich  die  Seilrichtungen 
unter  einem  rechten  Winkel,  dann  ist  nach 
Erkl.  225 : 

P  = 


oder: 


oder: 


P  = 


Y2 

510 
V2 


P  =  ä60,68    (tiehe  Hflftrechn.) 

c).  Schliessen  die  Seilrichtungen  einen 
Winkel  von  70®  ein,  so  ist  der  von  den 
beiden  auf  den  Seilrichtnngen  senkrecht 
stehenden  Radien  gebildete  Centriwinkel: 

a  =  180  —  70 
und  somit  der  in  Rechnung  kommende  Winkel 

-i-a  =  y  (180«  -  70»)  =  90  —  35 


oder: 


t«  =  55« 


Nach  Antwort  auf  Frage  200  ist  nun: 


1). 


P  = 


Q 


2 .  sin  g-  c 


da  aber  nach  einer  goniometrischen  Formel: 

.    sin  (90  —  «)  =  cos  o 

ist,  so  kann  man,  wenn  nicht  der  Centri- 
winkel, sondern  der  Winkel  der  Seilrich- 
tungen gegeben  ist,  direkt  aus  diesem  die 
Kraft  P  berechnen,  indem,  wenn  a  den 
Winkel  der  Seilrichtungen  bezeichnet, 

Q 


P  = 


2.C08  Y« 


ist.  Unter  Berücksichtigung  der  gegebenen 
Zahlenwerte  erhält  man  nach  Gleichung  1).: 

_510_ 

2.  sin  55« 
nach  Gleichung  2).  aber: 


P  = 


510 


2 .  cos  35« 

da  sin  55«  =  cos  35®  ist,  so  sind  beide  For- 
meln gleichwertig  und  es  ist  nach  Hilfs- 
rechnung 2).: 

P  =  310,58 


i 
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Anigabe  256.   Wie  verhält  sich  die  Kraft 
zur  Last  bei  einer  beweglichen  Rolle,  wenn      Auflösung,   a).  Ein  Bogen  von  180®  ent- 
der  von  dem  Seil  umfasste  Bogen  a).  180°,  spricht  einem  Gentriwinkel  von  2R,   also 
b).  120®  beträgt?  laufen  die  Seilstücke  parallel  and  es  ver- 

hält sich: 

P  :  Q  =  1  :  2 

b).  Bei  einem  Bogen  von  120®  ist  nach 
Antwort  anf  Frage  200: 

P:  Q  =  1:2. Bin—« 
oder: 

P:Q  =  l:2.sin60<> 


oder  da  sin  60®  =  0,866  ist,  so  ist  : 

P  :  Q  =  1 :  2  . 0,866 
oder:  _    ^  .      ^ 

P  :  Q  =  1  :  1,732 


Aufgabe  256.  Ein  gewöhnlicher  Flaschen- 
zug bat  in  jeder  Flasche  3  Rollen  und  es       .   «..  n   xr    ,.  »  ^      ^      r  t^ 

sollen  mit  demselben  4  Zentner  Last  ge-  ^^^"^^^"^^    *>  ^^^^  ^^^^^^  ^""^  ^^^^^ 

hoben  werden ,   a).  wieviel  Kraft  ist  nötig,  ^^^  **^  •  p  =  ^ 

ohne  Rücksicht  auf  die  Reibung  und  das  n 

Gewicht  der  Rollen,  b).  welchen  Weg  muss  oder:  ^  ^^ 

die  Kraft  zurücklegen,  wenn  die  Last  40  cm  P  =  — ^ —  oder  P  =  33  Vs  kg 

hoch  gehoben  werden  soll?  ,v    ^    ,„      ,     ^    ^   .     >. 

b).  Der  Weg  der  Kraft  ist  6  mal  so  gross 

als  der  der  Last,  und  da  die  Last  40  cm  hoch 

gehoben  werden  soll,  so  ist  der  Kraftweg  : 

«  =  6 .  40   oder  8  =  2,40  m. 


Aufgabe  257.     Es   sei  die   Anzahl  der 

beweglichen  Rollen  an  einem  gemeinen  Fla-  j-rri^i 

schenzug  f»  =  4,  ihr  Gesamtgewicht  G  ==  Anfloanng.   a).  Bezeichnet  man  die  Zahl 

16  Pfand,  welche  Kraft  P  ist  nötig,   um  der  losen  Rollen  mit  n,  so  ist  nach  Erkl. 

einer   Last  Q  =  1200  Pfund  das  Gleich-  228,  wenn  das  Seüende  an  der  festen  Flasche 

gewicht  zu  halten  befestigt  ist: 

a).  wenn  das  Seilende  an  der  Halse  der  P  =  -^^^ — 
festen  Flasche, 

b).  wenn  es  an  der  beweglichen  Flasche  oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  ein- 
befestigt ist  ?  gesetzt :                    ^2^^  _^  ^^ 

Wieviel   Männer   sind   zum   Heben  der  P  =  — 2~4 — 

Last  nötig,   wenn  die  Kraft  eines  Mannes  oder: 

zu  60  Pfund  gerechnet  wird  ?  P  =  152  Pfund 

b).  Ist  aber  das  Seilende  an  der  beweg- 
lichen Flasche  befestigt,  so  ist: 

P  _    Q  +  0 

—    2n+l 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte   ein- 
gesetzt: J216 


2.4  +  1 
oder: 

P  =  i^  =  135  V«  Pfund. 

Es  sind  somit  in  beiden  Fällen  3  Mann 
zum  Heben  der  Last  nötig. 
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Aufgabe  258.  £ine  Gewichtsnhr  wird 
durch  ein  Gewicht  yod  2  kg  in  Gang  gesetzt, 
welches  alle  12  Stunden  Yon  neuem  aufge- 
zogen werden  muss,  da  es  sonst  am  Boden 
aufstösst  Es  soll  nun  die  Gewichtsschnur 
zunächst  üher  eine  feste  Rolle  gleiten-  und 
dann  unter  Anwendung  eines  mit  der  Uhr 
in  gleicher  Höhe  befindlichen  Flaschenzugs 
die  Uhr  erst  alle  3  Tage  aufgezogen  werden. 

a).  Was  für  ein  Flaschenzug  ist  anzuwenden ; 

b).  Mit  welchem  Gewicht  ist  der  Flaschen- 
zug zu  belasten; 

c).  Welche  L&uge  muss  die  Schnur  haben  ? 


AaflÖBnng.  a).  Da  die  Uhr  sechsmal  so 
lange  gehen  soll  als  bisher,  so  muss  der 
Weg  des  sinkenden  Gewichts  um  das  Sechs- 
fache yerktlrzt  werden  und  es  ist  somit  ein 
Flaschenzug  mit  6  SeilstQcken,  d.  h.  ein 
symmetrischer  Flaschenzug  mit  je  3  Bollen 
anzuwenden. 

b).  Dementsprechend  muss  die  Belastung 
sechsmal  so  gross,  also  6.2  =  12kg  ge- 
nommen werden,  und 

c).  die  Schnur  muss  mindestens 

2 . 3  -h  1  =:  7  mal   so  lang  sein 
als  bei  der  gewöhnlichen  Einrichtung. 


Aufgabe  250.  An  einem  Differential- 
flaschenzug ist  der  Durchmesser  der  grossen 
Rolle  40  cm  und  der  der  kleinen  Rolle  36  cm. 
Welche  Kraft  ist  erforderlich,  um  2100  kg  . 

zu  heben,  ohne  Rücksicht  auf  die  Bewegungs-  ^^^  ^^^' 
hindemisse  ? 


AallÖBong.     Nach  Antwort   auf  Frage 

Q(R-r) 


P  = 


2R 


Hüisreclmüng. 

2100.2  2100  210 


2.20 


20 


=  105 


oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  ein- 
gesetzt ist: 

_   2100(20-^18) 

2 .  20 
oder: 

P  =  105  kg 


Aufgabe  260.  Wenn  sich  an  einem  Dif- 
ferentialflaschenzug die  Radien  der  beiden 
festen  Rollen  zueinander  verhalten  wie  12:11 
und  die  Kraft,  welche  die  Last  hebt,  zu  wir- 
ken aufhört,  welche  Kraft  muss  dann  in  y 
(Fig.  292)  angreifen,  damit  sich  die  Last 
nicht  wieder  senkt? 


AuflÖBung.   Nach  der  zweiten  Gleichung 

in  Antwort  auf  Frage  205  ist  die  gesuchte 

Kraft : 

Q(r-R) 

2r 

oder  das   gegebene  Verhältnis  der  beiden 
Radien  angewandt,  ist: 


oder: 


P 
P 


_  Q(li-12) 

""        2.11 


22 


d.  h.  es  wird  in  y  eine  nach  oben  wir- 
kende Kraft  nötig  sein,  welche  =  %%  der 
Last  beträgt.  Da  aber  die  Reibung  an  den 
Achsen  sowohl,  als  ganz  besonders  die  be- 
deutende Reibung  an  den  mit  Zähnen  ver- 
sehenen RoUenumfängen  jederzeit  grösser 
als  V22Q  ist,  so  braucht  man  zur  Frhaltnng 
der  Last  in  irgend  einer  Höhe  gar  keine 
Kraft  anzuwenden  (siehe  Erkl.  231). 
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Aufgabe  261.  An  einem  PotenzroUenzag- 

modeil  von  drei  beweglichen  Rollen  b&ngen  Anflösang.     Nach    Antwort  auf   Frage 

50g  als  Kraft   Wieviel  Last  darf  man  an-  207  ist:            q  __  „n  p 

hangen,  damit  Gleichgewicht  herrscht  nnd  ^  "^ 

welchen  Weg  legt  die  Kraft  zurück,  wenn  o<iör  die  gegebenen  Zahlenwerte  eingesetzt: 

die  Last  15  cm  gehoben  wird?  Q  =  2>.50g 

oder:  Q  =  8.50  g 

oder:  Q  =  400  g 

Die  Last  beträgt  also  das  8  fache  der 
Kraft,  mithin  der  Kraftweg  das  8  fache  des 
Lastwegs  und  wenn  die  Last  15  cm  gehoben 
wird,  so  muss  die  Kraft  8 .  15  =  120  cm 
sich  senken. 


Aufgabe  262.    Wie    gross   mttsste   bei 
einem  Potenzrollenzug  die  Zahl  der  beweg- 
lichen Rollen  sein,  um  mit  einer  Kraft  von       .  xt    i_    *  i.   t^ 
20kg  eine  Last  von  640  kg  zu  heben?          007'  ^*'*^^'               Antwort   auf   Frage 

Hüfsreehiiuiig.  2**  =  -^ 

log  640  =     2,8061800 
—  log 20  =—1,3010800  oder  diese  Gleichung  logarithmiert: 

1,5051500  :  0,30103  =  5  n .  lojr  2  =  losr  Q  —  loir  P 
1,5051500                                .         .    .      "^ 
--— und  somit  ist: 


\qq  Q lojr  P 

Erkl.  286.   Diese  Aufgabe  konnte  auch  ganz  n  =  — ^-y — ^ — 

elementar  gelöst  werden,  indem  ,  log  ^ 

»         Q    _   m^  _  g2  '  _    log  640  --  log  20 


P    ""    20  n 


log  2 


ist«    Hat  man  aber  die  Gleichung:  oder: 

2**  =s    32  n  =  5    (>i«he  HilfBreehn.) 

und  soll  daraus  das  n,  also  den  Exponent  der  ^^    jj^    ^j^^    anzuwendende    Potenzrollenzug 
Zahl  2  ermitteln,  so  geschieht  dies  jedenfalls  ^^^^^^  5  bewegliche  Rollen  haben, 
ohne  alle  Rechnung,  mdem  als  bekannt  voraus-  ° 

gesetzt  werden  darf,  dass  32  =  2^,  also  in  die- 
sem Fall  n  =  5  ist 


Aufgabe  263.    Wenn  bei  einem  Potenz- 
rollenzug jede  der  n  beweglichen  Rollen      Auüosniig.    Betrachten  wir  Fig.  297,  so 
das  Gewicht  g  hat  und  die  zu  hebende  Last  jg^  ^ach  der  gestellten  Aufgabe  das  Gewicht 
Q  beträgt,    wie  gross  ist  dann  die  zum  der  ersten  Rolle  A,  nebst  der  daran  hängen- 
Gleichgewicht  erforderliche  Kraft  P  ?  den  Last  (Q  +  g) ;   davon  trägt  Punkt  F^ 

die  Hälfte,  während  die  andere  Hälfte  also 
1/2  (Q +P)  ft^  Kraft  anzuwenden  wäre,  wenn 
nur  die  eine  bewegliche  Rolle  A  vorhanden 
wäre.  Ist  aber  noch  eine  zweite  lose  Rolle 
B  da,  so  trägt  diese  die  vorherberechnete 
Last  =:  V2(Q  +  ^)f  ^^2U  noch  das  eigene 
Gewicht  g  dieser  Rolle  kommt,  folglich  beträgt 
die  an  der  Rolle  B  wirkende  Gesamtlast  = 

^{q  +  g)  +  g  =  |  +  |(7  =  |(Q  +  3p) 

Davon  trägt  Punkt  F,  die  Hälfte,  wäh- 
rend die  andere  Hälfte  als  Kraft  anzuwenden 
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ist  oder  für  den  Fall,  dass  nocb  eine  dritte 
lose  Rolle  vorhanden  ist,  so  hängt  an  dieser: 

-g-(T(Q  +  M)  =  |(Q  +  3j) 
zählen  wir  dazn  das  eigene  Gewicht  g  der 
dritten  Rolle  nnd  halbieren  diese  Summe 
ahennals,  so  erbalten  wir  die  Kraft: 


oder: 
oder: 
oder: 

P  = 
P  = 
P  = 

welche  nötig  ist,  wenn  drei  lose  Rollen  Tor- 
handen  sind.    Bei  vier  losen  Rollen  ergibt 
sieb  in  analoger  Weise: 

P  = 

W(«  +  15J) 

bei  fOnf  losen  Rollen  erhält  man: 

P  = 

wC+ä") 

nnd  allgemein  bei  «  losen  Rollen: 

oder: 

P  = 

P  = 

J,(Q  +  (2-_,)ä) 

oder: 
1).   .    . 

.  P  = 

^-  +  » 

Aufgabe  264.  Es  sollen  mit  Hilfe  eines 
Potenzrollenzages  von  Tier  beweglichen  Rol- 
len, deren  jede  3  kg  wiegt,  1000  kg  gehoben 

werden.    Welche  Kraft  ist  ohne  Rflcksicht      Anflöenng.    Nach  der  in  voriger  Aof- 
anf  die  Reibnng  nötig  ?  lOsnng  ermittelten  Formel  ist: 

HiUsrecbniufl.  p  _   ^~S    , 

^__      £  =    ^^"^       S  =    997  +  3 .  16  2" 

2>        "'*  IG  ~'~  16  oder  die  gegebenen  Zahlenwerte  eiogesetit: 

„  _    1000-3    ,   , 


1045  :  16  =  65,3125 


i5,3125  kg   (■lall«  HlltiiKhB.) 
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Aufgabe  286.  Wieviel  Rollen,  von  denen 
jede  6  kg  wiegt,  sind  bei  einem  Potenz- 
roUenzng  nötig,  nm  mit  einer  Kraft  von 
55,25  kg  einer  Last  von  400  kg  das  Gleich« 
gewicht  zu  halten? 

Hilf sreehnimgen : 

1).  Nach  Gleichung  1).  in  Auflösung  der 
Aufgabe  268  ist: 

oder :  rk 


^-9  = 


2' 


oder: 


Diese  Gleichung  logarithmiert,  gibt: 

».log2  =  log(Q  — ^)  — log(P-p) 

folglich  ist: 

___    log(Q-^)--log(P~e?) 

log  2 

2) log  394  =     2,5954962 

—  log  49,25  =  —1,6924062 


0,3010300 ;  0,9030900  =  3 
0,9030900 


Auflösimg.  Ans  der  in  Auflösang  der 
Aufgabe  263  entwickelten  Formel  ergibt 
sich  nach  nebenstehender  Hilfsrechnung  1). 
für  die  gesuchte  Anzahl  der  Bollen: 

log(Q-jy)-log(P-g) 
log2 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  ein- 
gesetzt : 

__   log  (400  —  6)  —  log  (55,25-- 6) 

"""  log2 

oder: 

__    log  394  —  log  49,25 


log  2 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechnong  2).: 

n  =  3 

d.   h.    der    anzuwendende    Potenzrollenzug 
mnss  drei  bewegliche  Rollen  haben. 


Aufgabe  266.  Mittels  einer  Kraft  von 
43V4  kg  will  man  durch  einen  Potenzrollen- 
zng,  der  aus  drei  beweglichen  Rollen  besteht^ 
welche  der  Reihe  nach  10,  8  und  6  kg  wie- 
gen, eine  Last  Q  heben;  wie  gross  kann 
diese  sein? 

Hilfsrechnungen : 

oder: 


oder: 

oder: 
oder: 
oder: 

2).    . 


8P  =  <i  +  gi  +  2g,-{-4g, 
Q  =  S?-(gi+2g,^4g,) 


8 


8. 43j  — (10  +  2.8  +  4.6)  = 

ll^  —  50  =  2 .  175  —  50  = 

350  —  50  =  300 


AnfloBung.  Nennen  wir  die  Gewichte 
der  einzelnen  Rollen  der  Reihe  nach  g^^  g^ 
und  (7,,  so  wirkt  an  der  Schere  der  zwei- 
ten losen  Rolle  (siehe  Fig.  297) : 

an  der  Schere  der  dritten  Rolle: 

y(|(Q  +  J/.)  +  tf,) 

folglich  muss  die  an  dem  SeilstUck  der  drit- 
ten losen  Rolle  wirkende  Kraft: 

sein,  und  hieraus  erhält  man  nach  neben- 
stehender Hilfsrechnung  1).  ftlr  die  gesuchte 

*Q  =  8P-(^i  +  2(/,  +  4flF3) 
oder  die  gegebenen  Zahlenwerte  eingesetzt: 

Q  =  8.43|-(10  +  2.8  +  4.6) 
oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechnung  2).: 

Q  =  300  kg. 
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ö).   Ungelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  267.     Mittels   einer  festen  Rolle       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
wird  eine  Last  von  100  kg  gehoben.   Wie  gross   gelösten  Aufgabe  251. 
ist   der  Achsendruck  a).  wenn  die  Seilstücke 
parallel  laufen,   b).  einen  rechten  Winkel,   c). 
einen  Winkel  von  68°  bilden? 


Aufgabe  268.     Mittels    einer    losen  Rolle,       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
deren  Seilstücke  parallel  laufen,  sollen  325  kg   gelösten  Aufgabe  252. 
gehoben  werden.  Welche  Kraft  ist  hierzu  nötig 
a).  ohne  Rücksicht  auf  die   Bewegungshinder- 
nisse, b).  wenn  die  Bewegungshindernisse  zu  % 
der  Last  angenommen  werden? 

Aufgabe  269.  Wenn  eine  Kraft  von  19 V2  kg  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
an  einer  losen  Rolle  wirkt,  deren  Seilstücke  gelösten  Aufgabe  253. 
nicht  parallel  laufen,  sondern  einen  Bogen  ein- 
schliessen,  dessen  Sehne  30  cm  beträgt,  wäh- 
rend der  Radius  18  cm  gross  ist,  wie  gross  wird 
dann  unter  Berücksichtigung  der  Reibungs- 
widerstände =:  VtQ  ^^^  zu  bewältigende  Last 
sein? 

Aufgabe  270.     Eine  Last  von  360  kg   soll       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
mittels  einer  8  kg  schweren  beweglichen  Rolle  gelösten  Aufgabe  254. 
in  die  Höhe  gezogen  werden.    Wie   gross   ist 
die  aufzuwendende  Kraft,  wenn  die  Bewegungs- 
hindernisse =  VioQ  gerechnet  werden  und  ^ 

a).  die  Seile  parallel  laufen, 

b).  einen  WiÄel  von  80®  einschliessen? 


Aufgabe  271.    Wie  verhält  sich  die  Kraft       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
zur  Last  bei  einer  beweglichen  Rolle,  wenn  der   gelösten  Aufgabe  255. 
von  dem  Seil  umfasste  Bogen  a).  90®,  b).  60^ 
beträgt?  

Aufgabe  272.  Ein  Flaschenzug  hat  in  jeder  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
Flasche  4  Rollen  und  es  sollen  mit  demselben  gelösten  Aufgabe  256. 
194  kg  gehoben  werden,  während  die  bewegliche 
Flasche  6  kg  wiegt,  a).  Wieviel  Kraft  ist  nötig, 
ohne  Rücksicht  auf  die  Reibung;  b).  wieviel 
Kraft  ist  nötig,  wenn  die  Reibung  15%  beträgt; 
c).  welchen  Weg  muss  die  Kraft  zurücklegen, 
wenn  die  Last  30cm  gehoben  werden  soll? 


Aufgabe  273.  Es  sei  die  Anzahl  der  beweg-  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
liehen  Rollen  an  einem  Flaschenzug  3,  das  Ge-  gelösten  Aufgabe  257. 
wicht  derselben  8  kg  und  die  zu  hebende  Last 
282  kg.  Welche  Kraft  ist  nötig,  um  Gleich- 
gewicht herzustellen,  wenn  das  Seilende  a).  an 
der  Hülse  der  festen,  b).  an  der  Hülse  der  be- 
weglichen Flasche  befestigt  ist,  und  die  Reibung 
in  jedem  Fall  1272%  beträgt? 

Aufgabe  274.   An  einem  Differentialflaschen-       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
zug  ist  das  Verhältnis  der  beiden  Radien  der   gelösten  Aufgabe  259. 
festen  Rollen   9 :  10.    Welche   Kraft   ist  zum 
Heben  einer  Last  von  1045  kg  nötig? 
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Anfgftbe  275.    An  einem  PotenzroUenzug  von       Andiutung.    Die  Auflösung  erfolgt  an&log  der 
4    beweglichen   Rollen    wirkt    eine   Kraft  von  gelösten  Aufgabe  259. 
25  kg.    Wie  gross  iat  die  zu  hebeode  Last  und 
welchen  Weg  legt  die  Kraft  zurQck,  venn  die 
Last  25 cm  gehoben  werden  soll? 

Anlgabo  276.    Es  soll  mit  Hilfe  eines  Fo-       Andwtung.    Die  AufiÖsuDg  erfolgt  analog  der 
teozrollenzugs  von  8  beweglicben  Rollen,  deren  gelösten  Aufgabe  264. 
Jede  2'/,  kg  wiegt,  eine  Last  Ton  10000  kg  ge- 
hoben werden.    Welche  Kraft  iat  ohne  Rück- 
sicht auf  die  Reibung  nötig? 

Aufgabe    277.     Wieviel   bewegliche    Rollen       Andeuhing.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
braucht  man  wenigstens,  um  mit  einem  Potenz-  gelösten  Aufgabe  262. 
rollenzng  5000  kg  mit  25kg  Kraf^  zo  heben? 


Aufgabe  278.    Mittels  eines  PotenzroUenzngs,  AndMityng.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 

der  aus  vier  losen  Rollen  von  dem  Gewicht  10,  gelösten  Aafgabe  266,  nur  ist  hier  nicht  Q,  son- 

9,  8  und  7  kg  besteht,  sollen  1732  kg  gehoben  dem  P  zo  ermitteln, 
werden.    Welche  Kraft  ist  hierbei  nötig? 


e.  Das  Rad  an  der  Welle  oder  das  fVellrad. 

«).  Erklärung  des  Wellrads.     Verhältnis  zwischen  Kraft  und  Last. 
Die  verschiedenen  Arten  des  Wellrads. 

Frage  209.     Wie  ist  das  Rad  au  der 
Welle  oder  das  Wellrad  eingerichtet?  Antwort.  Das  Rad  an  der  Welle  oder 

das  Wellrad  (siehe  Fig.  298)  beBteht  In 
Figur  298.  seiner  einfachsten   Form   ans   einem   etwa 

1,5  bis  6  m  im  Durchmesser  haltendem  Rad 
CC,  welches  mit  einerlangen,  horizontalen, 
cylindrischan  Walze,  der  Welle  W  fest 
verbunden  ist,  so,  dms  beide  eine  gemein- 
schaftliche Achse  haben.  Die  Welle  hat 
^  einen  Durchmesser  von  etwa  15 — 45  cm  und 

iat  an  ihren  Enden  mit  zwei  eisernen  Zapfen 
versehen,  welche  durch  Zapfenlager  ZZ  so 
gestatzt  sind,  dass  sich  die  ganze  Vorrich- 
tung leicht  umdrehen  lasst.  Das  Rad  CC 
ist  der  Leichtigkeit  wegen  meist  nicht  mas- 
siv, sondern  besteht  in  der  Regel  ans  einem 
leichten  Radkranz  mit  einer  Rinne  versehen, 
welche  durch  zwei  an  den  Seiten  befestigte 
parallele  Ringe  gebildet  wird  und  worin  ein 
mit  dem  Ende  festgemachtes  Seil  liegt'), 
so,  dass  durch  Ziehen  an  demselben  das 
t(  Rad  nebst  der  Welle  am  die  Zapfen  l&nft, 

Q  p  wobei   sich    das,    der   Kraft    znm   Angriff 

^  dienende  Seil  vom  Rad  abwickelt,  während 

Kzkl.  287.  Damit  das  Seil  nicht  abgleite,  sich  zugleich  ein  zweites,  an  der  Welle  be- 
ist  es  zuweilen  mit  Knoten  versehen,  welche  festigtes  Seil,  welches  die  Last  Q  trftgt,  auf 
hinter  eiserne  Gabeln  fassen  —  Grössere  Ua-  die  Welle  aufwickelt  und  somit  die  Last  io 
schinen  dieser  Art  sind  gewöhnlich  mit  einem   die  Höhe  hebt. 

kleinen  Sperrrad  viersehen,  in  welches  ein  Sperr-    

haken  eingreift,   damit   die  Last  nicht  herab-         ly  gj,j,g  g,^,_  ^. 
fallen  kann. 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Frage  210.  Auf  welchem  Prinzip  beruht 
das  Rad  an  der  Welle  und  wenn  ist  das- 
selbe im  Gleichgewicht? 

Figur  299. 


Antwort.  Das  Rad  an  der  WeUe  beruht 
auf  dem  für  den  Hebel  gültigen  Prinzip, 
denn  die  Leistung  am  Wellrad  ist  genau 
dieselbe,  als  ob  Kraft  und  Last  an  einem 
zweiarmig-ungleicharmigen  Hebel  wirkten, 
dessen  Arme  durch  die  Halbmesser  r  und  R 
dargestellt  werden.  Die  Kraft  P  (siehe 
Fig.  299)  wirkt  am  Radius  R  des  Rades, 
die  Last  Q  am  Radius  der  Welle,  so  dass 
für  den  Fall  des  Gleichgewichts: 


oder: 

oder: 
1).    . 


P.R  =  Q.r 


Qr 


P : Q  =  r :R 


ist,  d.  h.  beim  Rad  an  der  Welle  ist 
Gleichgewicht,  wenn  sich  die  Kraft 
zur  Last  verhält,  wie  der  Radius  der 
Welle  zum  Radius  des  Rades.  Da  die 
Durchmesser  zweier  Kreise  in  demselben 
Verhältnis  stehen  wie  ihre  Radien,  so  kann 
man,  wenn  der  Durchmesser  des  Rades  D 
und  der  Durchmesser  der  Welle  J  heisst, 
auch  setzen: 


Erkl.  238.  Da  sich  das  Rad  an  der  Welle 
nicht  nur  im  Gleichgewicht,  sondern  meist  im 
Zustand  der  Bewegung  befinden  soll,  so  muss 
die  Kraft  beträchtlich  grösser  sein  als  die  neben- 
stehende, fürs  Gleichgewicht  aufgestellte  Glei- 
chung angibt;  denn  die  Kraft  muss  bei  eintre- 
tender Bewegung  nicht  nur  die  Reibung  der 
Zapfen  in  den  Lagern  überwinden,  sondern  es 
wird  auch  durch  die  Bewältigung  des  Gewichts 
und* der  Steifheit  der  Seile  ein  beträchtlicher 
Teil  der  Kraft  verzehrt.  In  der  Praxis  rechnet 
man  den  Reibungs-  und  Steifigkeitswiderstand 
gewöhnlich  zu  V39  in  günstigeren  Fällen  zu  V4 
bis  Vs  dc^  Last  Q.  Eine  genaue  Berechnung 
dieser  Widerstände  folgt  in  dem  Abschnitt, 
welcher  „die  Bewegungshindemisse^'  behandelt. 

Was  das  Gewicht  des  Seiles  anbetrifft,  so 
wird  dasselbe  inmier  geringer,  je  höher  die 
Last  gehöben  wird,  weshalb  die  Kraft  in  ent- 
sprechendem Verhältnis  abnehmen  kann.  Will 
man  aber,  dass  die  am  Rad  wirkende  Kraft 
unverändert  bleibt,  so  kann  man  den  Durch- 
messer der  Welle  in  dem  gleichen  Verhältnis  ver- 
grössern  als  die  Last  durch  Abnahme  der  Seil- 
länge kleiner  wird.  Zu  dem  Zweck  gibt  man  der 
Welle  eine  kegelförmige  oder  konische  Gestalt, 
derart,  dass  beim  Anfang  des  Aufzugs  das  Last- 
seil am  dünnen  Ende  sich  aufzuwickeln  beginnt. 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass  bei  einer  ein- 
maligen UmwickeluDg  des  Lastseiles  um  die 
Welle,  der  Wellenhalbmesser ,  d.  h.  der  Hebel- 
arm der  Last  bis  in  die  Mitte  des  Seiles  zu 
rechnen  ist.  Wenn  sich  das  Seil  in  mehreren 
Lagen  aufwindet,  so  wächst  nun  dieser  Halb- 


oder: 


P:Q  =  -^:D 
P.D  =  Q.^ 


Da  aber  die  Dicke  des  um  die  Welle  sich 
aufwickelnden  Seils  gegen  den  Durchmesser 
derselben  oft  nicht  gering  ist  und  daher  mit 
in  Rechnung  kommen  muss,  so  erhält  man, 
wenn  die  Durchmesser  des  Rades  und  seines 
Seiles  D  und  d,  die  der  Welle  und  ihres 
Seiles  J  und  J  heissen,  für  den  Fall  des 
Gleichgewichts : 

2).   .  .    .   P(D  +  c?)  =  Q(^-|-«r) 

Dieses  durch  die  obigen  beiden  Glei- 
chungen 1).  und  2).  ausgedrückte  Gesetz  hat 
Gültigkeit,  so  lange  die  Richtung  beider 
Seile  mit  der  geometrischen  Achse  des  Rades 
und  der  Welle  zwei  rechte  Winkel  bildet, 
mag  ihre  Richtung  im  übrigen  in  der  hier- 
durch gegebenen  senkrechten  Ebene  auch 
eine  ganz  beliebige  sein,  denn  die  Seilrich- 
tungen werden  sich  stets  als  Tangenten  an 
den  Umfang  des  Rades  und  der  Welle  an- 
legen und  daher  im  Angriffspunkt  mit  dem 
von  der  Achse  aus  an  diesen  Punkt  ge- 
zogenen Radius  allezeit  einen  rechten  Win- 
kel bilden,  gleichwie  die  Richtung  der  Kraft 
P^  (siehe  Figur  299)  mit  dem  Radius  hc. 
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in  Frankfart  a.  M.  1881. 


Der  ansfQhr'Ilche  Prospekt  nnd  das  ausführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „Tollständig  gelösten  Aufgabensammlung  von 
Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  you  jeder  Buchhandlung,  sowie  von  der 
Verlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert  um  den  sofortigen  und  dftuem« 
den  Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
nnd  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

8).  Auf  Jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8—4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
fttr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  Überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formehi  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  ftlr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
8um  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  fttr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 

Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  TOB  Oarl  HAmmor  in  Stuttgart. 
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Statik 

ler  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester 
Körper  (Geostatik). 

Foi^.  ▼.  Heft  372.  —  Seite  353—368. 

Mit  27  Figuraxi. 


Vollständig  gelöste 


Aufgaben  -  Sammlung 


-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

iB^be  oBd  Entiicklmii  der  bflnDtxten  Sitze,  Formeln,  Re|{eln  In  Fngen  nnd  intw orten 

erl&ntert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

aas  allen  Zweigen 
der  BeekeiikDBSty  der  Miederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  a.  sphirischen 
Trifonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  hSheren  Matbemattk  (höhere  Analysis, 
Differential-  o.  Integral-Bechnnng,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Raumes  etc.);  — 
ans  aUen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Griq^hestotik,  Chemie,  Geodlsie,  Nautik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Kaschinen-,  StraÜMn-,  EisenlMÜin-,  Wasser-, 
Brfleken-  u.  Hoehban's;  der  KoBstmkttonslehren  ab:  darstelL  Geometrie,  Polar-  n. 

Parallel-PerspeetiTe,  Seliatteiikonstmktionen  etc.  etc. 

f&r 

Schiller,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  riclitigen  und  erfolgreiclien 

Stadiiun,  zur  Forthfilfla  bei  Schalarbeiten  nnd  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  Yon 

JDr«  Adolph  Hleyer^ 

Math«iii«tiker,  vereideter  königl.  preui.  Feldmeeeer,  Tereideier  gxoHh.  heteieoher  GeonMter  L  KlMte 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zar  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  sa  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  nnd  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ^  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie ^  Astronomie,  des  Maschinen- ,  Strassen- ,  Eisenbahn-, 
Brficken-  nnd  Hochbanes,  des  konstruktiren  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  zwar  in  TOllstSndlg 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklärnngen  nebst  Angabe  und  Entwiekelong  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  LösuDg 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grdssere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  LOsnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläntemde  Erklärungen  Aber  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschnlen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleich' 
berechtigten  hlRieren  Bfirgerschnlen,  Privatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschnlen, 
Gewerbeschnlen,  Handelsschnlen,  techn.  Torbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen,  Alcademien,  Universitäten,  Lan^  nnd  Forstwissenschaflsschulen, 
Militärschnlen,  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig-Frei^ 
vrillige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Präfüngen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schal- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflfeen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  ISsen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Uebe 
und  Terständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Bernfe- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  nnd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreifen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt 

Stuttgart  Die  Yerlagshaiidliiiig. 
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messer  um  ebensoviel  ganze  Seildicken  und  es 
muss  alsdann  auch  die  bewegende  Kraft  zu- 
nehmen. Wirkt  auch  die  Kraft  an  einem  Seil, 
so  ist  ihrem  Hebelarm  gleichfalls  die  halbe  Seil- 
dicke auf  beiden  Seiten,  also  einmal  die  ganze 
Seildicke  zuzuzählen,  wie  es  in  nebenstehender 
Gleichung  2).  geschehen  ist. 

Erkl.  239.  Ans  dem  in  nebenstehender  Ant- 
wort enthaltenen  Gesetz  folgt,  dass  man  am 
Wellrad  um  so  weniger  Kraft  gebraucht,  je 
grösser  R  und  je  kleiner  r,  d.  h.  je  grösser 
der  Radius  des  Rades,  an  welchem  die  Kraft 
wirkt,  im  Verhältnis  zum  Radius  der  Welle, 
an  welcher  die  Last  wirkt,  ist.  Durch  das  Well- 
rad wird  also  an  Kraft  gespart,  aber  ebensoviel 
geht  am  Weg  verloren. 


Frage  211.  Gilt  das  in  der  yorigen  Ant- 
wort enthaltene  Gesetz  fttr  das  Wellrad  auch 
dann,  wenn  Rad  und  Welle  nicht  anmittel- 
bar aneinander,  sondern  in  endlicher  Ent- 
fernung voneinander  auf  gemeinsamer  Achse 
befestigt  sind,  oder  erleidet  dann  dieses 
Gesetz  eine  Abänderung? 


Figur  300. 


Antwort.  Das  in  der  vorigen  Antwort 
enthaltene  Gesetz  fttr  das  Wellrad  gilt  auch 
dann,  wenn  Rad  und  Welle  oder  Kraftrolle 
und  Lastrolle  in  endlicher  Entfernung  von- 
einander auf  gemeinschaftlicher  Achse  be- 
festigt sind,  wie  folgende  mathematische 
Untersachang  beweist: 

Es  mögen  zunächst  Kraft  und  Last  pa- 
rallel gerichtet  sein  und  zwar  die  Kraft  P 
in  a  am  Umfang  der*Rolle  oder  des  Rades 
m  und  die  Last  Q  in  &  am  Umfang  der 
Rolle  oder  der  Welle  n  angreifen  (siehe 
Fig.  800).  Verbindet  man  a  mit  &,  so  muss 
ab  die  Achse  mn  schneiden,  denn  die  Ebenen 
der  Rollen  sind  parallel,  da  beide  senkrecht 
zu  rnn  stehen;  femer  ist  P  ||  Q  und  2i  maP 
=  4w6Q,  da  jeder  =  90*  jn  diesen 
Ebenen,  daher  ämWhn,  folglich  am  und  hn 
in  einer  Ebene,  in  der  auch  mn  und  ah 
liegen.  Da  nun  a  und  b  auf  verschiedenen 
Seiten  von  mit  liegen,  so  muss  ab  die  Achse 
mii  in  c  schneiden. 

Soll  nun  das  Wellrad  im  Gleichgewicht 
sein,  so  muss  die  Resultierende  von  P  und 
Q  durch  den  festen  Punkt  c  der  Achse 
gehen;  hierzu  ist  aber  erforderlich,   dass 


ist;  da  aber 
also: 


P  :  Q  =  cb:  ac 

/^  amc  9^  Jl^  bnc 
cb  :  ac  =  nb  :  am 


so  heisst  die  Bedingung: 

P  :  Q  =  nb  :  am 
oder: 

P:Q  =  r:R 

wie  behauptet  wurde. 


Klimpert,  Statik. 
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Figur  301. 


Wirken  die  Kräfte  P  und  Q  nicht  pa- 
rallel, wie  in  Fig.  301,  so  verlängere^ man 
P  bis  zum  Dnrehschnitt  mit  der  za  nh  pa- 
rallelen Geraden  _mai  in  d,  verlege  die 
Kraft  P  nach  d  (de  =  P)  nnd  zerlege  die- 
selbe nach  dem  Kräfteparallelo^amm  m 
zwei  Seitenkräfte  df\\  Q  nnd  dg.  in  der 
Richtung  mai  wirkend.  Die  Seitenkraft 
dg  wird,  da  sie  dorch  m  geht,  aufgehoben. 
Damit  also  das  Wellrad_in  Ruhe  ist,  mnss 
die  Resnltierende  von  df  und  Q  die  Achse 
mn  schneiden.  Zieht  man  hd^  so  mnss,  weil 
mdWnh  gezogen  ist,  also  beide  Linien  in 
einer  Ebene  und  d  und  h  jMf  verschiedenen 
Seiten  von  mn  liegen,  db  die  Achse  mn 
schneiden.  Die  Bedingung  dafür,  dass  der 
Schnittpunkt  c  der  Angriffspunkt  der  Resul- 
tierenden von  Jf  und  Q  ist,  lautet  wiederum: 


Erkl.  240.    Aus  dem  durch  die  Proportion: 

P:Q  =  r:R 

ausgedrückten  Gesetz  ergibt  sich,  dass  an  irgend 
einem  Punkt  des  Umfangs  des  Rades  eine  Kraft 


oder,  weil 

ist: 

oder  auch: 


Da  nun: 


df:  Q  =  beide 
"^  enh  CS9  ^  dme 


df:  Q  =  nb:  tnd 

df.md  =  Q.n6 
/\def  9^  ^amd 


P  =  Q 


R 


wirken  muss,  um  der  Last  Q  das  Gleichgewicht 
zu  halten.  Es  erzeugt  daher  der  Druck  Q, 
welcher  am  Umfang  der  Welle  wirkt,  auf  einen 
beliebigen  Punkt  des  Radumfangs  einen  Druck 

von  der  Grösse  Q-^;  ebenso  erzeugt  ein  am 

Umfang  des  Rades  wirkender  Druck  P  auf 
einen  beliebigen  Punkt  des  Wellenumfangs  einen 

Druck  von  der  Grösse  P  •  — • 

In  beiden  Fällen  sagt  man,  dass  man  den 
gegebenen  Druck ,  Q  oder  P ,  auf  einen  be- 
stimmten Punkt  des  Rad-  oder  Wellenumfangs 
reduziere.  Man  hat  dabei  nur  zu  beachten, 
dass  eine  in  einer  bestimmten  Entfernung  =  r 
vom  Mittelpunkt  der  Radwelle  wirkende  Kraft 
Q  in  Punkten,  die  eine  grössere  Entfernung 
=  R  vom  Mittelpunkt  haben,  einen  nach  dem 
Verhältnis  dieser  Entfernung  (Hebelarm)  klei- 
ner werdenden  Druck  erzeugt,  und  umgekehrt. 
Im  ersteren  Fall,  bei  weiter  entfernten  Angriffs- 
punkten, hat  man  daher  bei  der  Reduktion  der 
Kraft  Q  diese  mit  einem  aus  den  Radien  r  und 
R  zu  bildenden  echten  Bruch  zu  multiplizieren 

Tq  .  ^\  im  letzteren  Fall,  wenn  die  Kraft  auf 

einen  dem  Mittelpunkt  näher  liegenden  Punkt 
zu  reduzieren  ist,  muss  dieselbe  mit  einem  aus 
den  Radien  zu  bildenden    unechten    Bruch 

multipliziert  werden  fP  •  -J- 


(2^a  =  2i.f=  90°  und  2iadm  =  2ideff 

so  folgt:       __ 

dm  :  am  =  de  :  df 

also: 


dm,df=  de.  am  =  P.aiw 
folglich  nach  Gleichung  a).: 

Q.nft  =  P  .  awi 

oder  auch:  

P : Q    =  nb : am 

oder,  da  nb  =  r,  am  =  R 

P  :  Q  =  r  :  R 

wie  behauptet  wurde. 


Die  verschiedenen  Arten  dea  Wellrades. 


EtU.  241.  Es  vird  von  dem  Weilrad  der 
vielseitigste  Gebrauch  gemacht,  wonach  das- 
selbe  dann  verschiedene  Ab&ndeningen  erleidet, 
die  einzeln  besondere  Namen  erhalteo,  im  ganzen 
aber  in  2  Klassen,  in  WellrSder  mit  horizon- 
taler 11.  vertikaler  Welle  zerfallen,  obgleich 
es  auch  in  seltenen  Fällen  gegen  den  Horizont 
geneigte  Weilen  gibt.  Alle  diese  Apparate  aber 
sind  anf  das  nämliche  Prinzip  gegründet  und 
gestatten  daher  eine  gleiche  Berechnung  desTer- 
hUtnisses  der  Kraft  und  der  Last  wie  das  oben 
beschriebene  Wellrad  in  seiner  einfachsten  Form, 

Ist  die  Welle  horizontal,  so  heiut  das  Well- 
rsd  Haspel;  ist  dieselbe  vertikal,  so  nennt 
man  das  Wellrad  Winde  oder  GOpel.  Immer 
greift  die  Kraft  am  Umfang  des  grossen  Krei- 
ses, des  Rades  au,  ganz  einerlei,  ob  das  Rad 
vollständig  ist  oder  ob  nur  einige  Radien  des- 
selben in  Form  sog.  Speichen  vorhanden  sind, 
um  der  Kraft  Angriffspunkte  zu  gehen. 

Zu  den  Wellrldern  mit  horizontaler  Welle 
gehört  das  Spillenrad  oder  der  Spillen-  oder 
R&dhaspel  (siehe  Fig.  302),  bei  welchem  an 
daa  eine  Ende  der  Welle  ein  mit  Handhaben 
oder  Spillen  besetztes  Rad  befestigt  ist,  dnrcb 
dessen  Drehung  die  Welle  sich  ebenfalls  dreht. 
Die  Hand  fasst  eine  Spille  nach  der  andern  and 
drückt  sie  Stets  in  derselben  Richtung  fort,  oder 
die  beiden  H&nde  fassen  zwei  diametral  gegen- 
aberstehende  Spillen  und  drücken  darauf  in 
entgegengesetzter  Richtung .  In  dieser  Form 
begegnen  wir  dem  Wellrad  unter  anderem  bei 
dem  Steuerrad,  welches  dazu  dient,  das  Steuer- 
ruder auf  den  Dampfschiffen  zu  bewegen. 

Beim  Krenzhaspel  [siebe  Fig.  303)  sind  an 
Stelle  des  Rades  durch  das  eine  oder  durch 
beide  Enden  der  Welle  4  sich  kreuzende  oder 
rechtwinklig  treffende  Baume,  sogenannte  Hebe- 
arme, gesteckt. 

In  sehr  vielen  Fällen,  namentlich  bei  Bmn- 
neuwinden,  bei  den  Aufzügen,  die  dazu  dienen, 
um  aus  nicht  bedentenden  Tiefen  Materialien 
heraufzuholen,  versieht  man  die  Welle,  wie  in 
Fig.  304,  statt  mit  Speichen,  an  einem,  in  der 
Regel  aber  an  beiden  Enden,  mit  Kurbeln  F,  G, 
die  nichts  weiter  sind  als  Speichen,  welche  in 
senkrechter  Richtung  auf  der  Achse  der  Welle 
befestigt  und  mit  besonderen  Handgriffen  ver- 
sehen sind.  In  der  Zeicbnung  steht  der  Haspel 
über  der  Oeffnung  dea  Schachtes  oder  des 
Brunnens,  aus  welchem  die  Last  in  dem  Eimer 
E  heranfgeschafft  werden  soll.  Das  Seil  ist 
dabei  einige  Male  um  die  Welle  geschlungen, 
jedoch  keines  der  Enden  auf  der  Welle  be- 
festigt. An  jedem  Ende  hängt  ein  Eimer,  von 
denen  der  eine  leere  immer  herabgeht,  während 
der  andere  gefüllte  in  die  Höhe  steigt.  Da  die 
beiden  Eimer  nach  entgegengesetzter  Rich- 
tung auf  die  Welle  wirken ,  so  beben  die 
aus  ihrem  Gewicht  hervorgehenden  Kräfte  sich 
gegenseitig  auf,  SO  dass  die  an  den  Kurbeln 
arbeitenden  Kräfte  nur  das  Gewicht  der  in  dem 
vollen  Eimer  befindlichen  Materialien  zu  be- 
wältigen haben.    Da  es  bei  den  verschiedenen 


356 


Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Stellungen,  welche  die  Arbeiter  beim  Drehen 
an  den  beiden  Kurbeln  annehmen  müssen,  un- 
möglich ist,  unausgesetzt  eine  gleiche  Kraft 
anzuwenden,  so  pflegt  man  die  an  beiden  Sei- 
ten der  Welle  anzubringenden  Kurbeln  in  einem 
Winkel  von  180®  gegeneinander  zu  richten,  so 
dass  die  geringsten  und  grössten  Kraftäusserun- 
gen  beider  zusammenfallen  und  einander  aus- 
gleichen oder  kompensieren. 

Wenn  die  Kurbel  BD  (siehe  Fig.  305)  nicht 
von  der  Hand,  sondern  von  einer  Treibstange 
oder  Bläuelstange  BE  ergriffen  wird,  oder  wenn 
man  beabsichtigt,  vermittelst  einer  auf  dem  Rad 
R  befestigten  und  mit  diesem  sich  drehenden 
Kurbel  eine  Stange  B  £  geradelinig  auf  und  ab 
zu  bewegen,  so  gibt  man  der  Kurbel  die 
Einrichtung  der  Fig.  305,  die  man  Krumm- 
zapfen nennt.  Derartige  Vorrichtungen  finden 
wir  ausser  bei  Kaffeetrommeln,  Kaffeemühlen, 
Drehorgeln  etc.,  wo  die  Hand  oder  Kraft  direkt 
auf  die  Kurbel  wirkt,  bei  Schleifsteinen,  Näh- 
maschinen, Spinnrädern,  Drehbänken  u.  Dampf- 
maschinen, wo  die  bewegende  Kraft  zunächst 
eine  hin-  und  hergehende  oder  eine  auf-  und 
niedersteigende  Bewegung  hervorbringt,  welche 
dann  mittels  einer  Bläuelstange  und  eines 
Krummzapfens  in  eine  Radbewegung  umge- 
wandelt wird. 

Es  kann  ferner  an  der  Welle  ein  hohles  Rad, 
eine  sogen.  Trommel  befestigt  sein,  in  wel- 
chem auf  dem  inneren  Umfang  Menschen  oder 
Tiere  fortwährend  weiter  zu  gehen  versuchen 
und  so  eine  Raddrehung  bewerkstelligen.  Zu 
diesem  Zweck  werden  zweimal  4  bis  8  Speichen 
einander  parallel  in  die  Welle  eingelassen,  deren 
äussere  Enden  durch  zwei  gleichfalls  parallele 
Ringe  verbunden  sind.  Werden  dann  über  diese 
Ringe  Bretter  genagelt,  so  gibt  dieses  den  Rad- 
kranz, in  welchem  Menschen  oder  Tiere  sich 
bewegen  (siehe  Fig.  306)  und  durch  ihr  Gewicht 
das  Rad  umdrehen.  Damit  diese  nicht  heraus- 
fallen, gehen  die  genannten  Ringe  hoch  an  den 
Speichen  herauf  oder  es  sind  an  beiden  Seiten 
zwei  parallele  Barrieren  oder  Schutzwände  an- 
gebracht. Um  das  Verhältnis  der  Kraft  zur 
Last  bei  dem  eben  beschriebenen  Laufrad 
zu  finden,  sei  Q  die  zu  hebende  Last,  P  die 
bewegende  Kraft,  welche  in  der  Richtung  AP 
wirkt;  es  ist  somit  nach  dem  allgemeinen  Ge- 
setz des  Hebels: 


oder: 


Q.CB  =  P.CA 
Q:P  =  CÄ:CB 


Eigentlich  sollte  die  Umdrehung  des  Rades  wie 
beim  Wellrad  in  seiner  einfachsten  Form  am 
Hebelarm  CD  geschehen,  sie  geschieht  am 
Laufrad  aber  nur  durch  den  Hebelarm  CA, 
mithin  verhält  sich  die  wirklich  zur  Ausübung 
kommende  Kraftäusserung  zur  absoluten,  wie 

CÄ:C^ 

Wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  CAD 
und  C^A^Di  ist  also   die  Arbeit  die  nämliche, 


Figur  306. 


Figur  307. 
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als  ob  der  Mensch  oder  daa  Tier  sein  eigenes 
Gewicht  auf  der  geneigten  Ebene  0,0,  bewegt, 
Dud  da  diese  Art  der  Kraftanwendung  keines- 
wegs die  vorteilhafteste  ist,  so  folgt  darans, 
dasa  auch  die  Laufrader  keinen  besonderen 
Vorteil  gewahren. 

Dasselbe  gilt  von  dem  Tretrad  (siehe  Fig. 
307),  bei  welchem  anf  dem  Radumfang  Tritt- 
bretter oder  Stufen  nn  angebracht  sind,  anf 
welche  gewöhnlich  ein  Arbeiter  tritt  nnd  durch 
sein  Gewicht  G  die  Maschine  in  Bewegung  setzt. 

Sind  aber  anstatt  der  Tritte  Sprossen  1 1 
(siehe  Fig.  808)  angebracht,  an  welchen  man 
wie  an  einer  Leiter  emporklettert,  so  heisst 
die  Maschine  Sprossenrad. 

Aus  den  bisherigen  Untersnchnngen  hat  sich 
ergeben,  dass  man  mit  einer  um  so  kleineren 
Kraft  selbst  einer  sehr  bedeutenden  Last  am 
Haspel  das  Gleichgewicht  halten  kann,  Je  klei- 
ner der  Halbmesser  der  Welle  ist  im  Terhält- 
nis  zn  der  Länge  des  Hebelarms,  an  welchem 
die  Kraft  arbeitet.  Durch  fortw&hrende  Ver- 
kleinerung Jenes  Halbmessers  würde  man  abo 
eine  beständige  Vermehrung  des  Kraftgewiones 
erhalten;  in  der  Wirklichkeit  aber  kommt  man 
dabei  sehr  bald  zu  einer  gewissen  Grenze,  wel- 
che man  nicht  überschreitea  darf,  wenn  man 
die  Festigkeit  der  Welle  nicht  gefährden  will. 
Ist  d^er  die  dnrch  einen  Haspel  zn  hebende 
Last  sehr  bedeutend  und  steht  zu  deren  För- 
derung nur  eine  verbälbiis  massig  kleine  Kraft 
zu  Gebot,  so  gibt  man  der  Welle,  wie  es  in 
Fig.  309  abgebildet  ist,  in  ihren  beiden  Hälften 
verschiedene  Durchmesser.  Die  Last  Q  hängt 
an  dem  Haken  einer  losen  Rolle  A  und  die 
Seilenden  sind  in  entgegengesetztem  Sinn  nm 
die  beiden  ungleich  dicken  Wellenhälften  ge- 
schlungen, so  dass  bei  erfolgter  Drehung  mit- 
tels der  Knrbeln  D  D  sich  das  Sei)  anf  dem 
dickeren  Cjlinder  auf-  und  von  dem  dünneren 
abwickelt,  wodurch  ein  Heben  der  Lest  erfolgt. 
Mao  nennt  eine  solche  Vorrichtung  Differen- 
tialwelle oder  chinesische  Winde. 

Bezeichnet  man  nun  den  Radius  des  stArkeren 
Cjlinders  B  mit  R,  den  des  dUnneren  C  mit  r 
and  die  KnrbellAnge  mit  K,  nnd  zieht  man  in 
Erwägung,  dass  die  am  kleineren  Cylinder  sich 
abwickelnde  Last  ^  Q  in  der  Richtung  der^aft 
wirkt,  dieselbe  also  unterstützt,  so  muss  nach 
dem  Hebelgesetz  fttr  den  Fall  des  Gleichgewichts 

sein  (siehe  Fig.  310).  Hieraus  ergibt  sich  fur 
die  Kraft: 

äQ(R-r) 


Oll  P-G 


Dasselbe  Resultat  ergibt  sich,  wenn  man  die 
Wege  vergleicht,  welche  bei  einer  Knrbelum- 
drehung  von  der  Kraft  und  Last  zurückgelegt 
werden.  Ist  wieder  K  die  Kurbellange,  so  ist 
der  Weg  der  Kraft  bei  einer  Umdrehung  =: 
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2K?[.  Während  dieser  Umdrehnng  hebt  Bich 
aber  die  Last  nur  um  eine  HShe,  welche  die 
H&lfte  des  Unterschieds  der  beiden  Wellenum- 
fänpe  beträgt,  denn  es  wickelt  sich  bei  einer 
UmdrehoQg  die  Seillänge  3iti  von  der  dtümeren 
Welle  ab,  dagegen  die  SeiUänge  2Rn  auf  die 
dickere  Welle  auf.  Dos  Seil  wickelt  sich  also 
am  ein  Stock 

2Rj»  — 2rji  =  2)i(R  — r) 
auf.  Bei  Betrachtnug  der  beweg- 
lichen Rolle  wurde  aber  bemerkt, 
dasB  sich  der  Mittelpunkt  einer 
solchen  Rolle,  also  in  diesem  Fall 
auch  die  an  der  losen  Rolle  Ä  hftn- 
geude  Last  Q  nur  um  die  Hälfte 
der  aufgewundenen  Seill&nge  hebt 
und  somit  ist  der  Weg  der  Last 
bei  einer  Umdrehung  =  ii(R  —  r) 
und  es  musB  folglich: 

P.2K?i  ^  Q.Ji(R  — r) 
also  „ 

2K       ^ 
sein,  was  der  mit  Hilfe  des  Hebelgesetzes  ent- 
wickelten Formel  vollkommen  entspricht. 
Je  kleiner  also  der  unterschied  (K  —  r) 

der  beiden  Wellenhalbmesser  ist,  desto 
kleiner  ist  dieKraft  P,  welche  der  Last 
Q  das  Gleichgewicht  halten  kann,  wobei 
es  ganz  gleichgiltig  ist,  wie  gross  diese  Halb- 
messer seihst  sind.  Man  kann  daher  die  Welle 
so  stark  machen,  ala  es  die  Orassc  der  Last 
erfordert,  und  doch  reicht  eine  kleine  Kraft 
ans,  um  damit  diese  Last  zu  heben.  Freilich 
ist  hierbei,  wie  immer  und  überall,  zu  berOck- 
sichtigen,  dass  jeder  Gewinn  an  Kraft  mit 
einer  Einbusse  an  Geschwindigkeit  und  Zeit 
verbanden  ist. 

Yon  den  WellrAdem  mit  vertikal  stehender 
Welle  sind  besonders  erwähnenswert : 

1).  Die  Brdwinde,  Gang-  oder  Laufspille, 
welche  Fig.  311  zeigt  Die  Welle  ist  aber  das 
Gestell  hinaos  verlängert  und  hat  an  ihrem 
Ende  einen  viereckigen  Kopf,  dnrch  welchen 
vier  oder  mehr  Arme  gesteckt  sind,  um  als 
Handhaben  for  die  Arbeiter  zu  dienen.  Das 
Gestell  selbst  wird  einfach  auf  den  Boden  ge- 
stellt und  daselbst  mit  Stricken  an  fest  einge- 
rammte Pfähle  gebunden.  Da  die  vertikale 
Welle  nicht  sehr  hoch,  und  das  Tau,  auf  wei- 
ches man  den  horizontalen  Zug  auszuüben  hat, 
meist  sehr  lang  ist,  so  würde  es  mit  Schwierig- 
keiten verbunden  sein,  das  ganze  Seil  auf  die 
Welle  aufzuwickeln ;  man  verfährt  daher  bei 
der  Winde  in  anderer  Weise  als  beim  Haspel. 
Anstatt  das  eine  Seilende  an  der  Welle  zu  be- 
festigen, schlingt  man  das  Seil  nur  einige  Male 
um  diese  herum  und  lässt  an  seinem  freien 
Ende  durch  einen  Arbeiter  einen  so  starken 
Zug  auf  dasselbe  ausüben,  dass  es  auf  der 
Welle  nicht  gleiten  oder  rutschen  kann.  Beim 
Drehen  der  Winde  befindet  sich  stets  eine 
gleiche  Seilmenge  auf  der  Welle,  weil  sich  bei 
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der  vorhandenen  SpanniuiE  der  beiden  Seil- 
enden immer  bo  viel  anf  der  einen  Seite  neu 
aufwindet,  als  anf  der  anderen  abgewickelt 
wird.  Um  das  Seil  mit  geringer  Kraft  am 
Gleiten  za  verhindern,  versieht  man  hAnfig  die 
Welle  mit  Llngsrippen. 

Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  Isssen 
sich  in  ähnlicher  Art,  wie  bei  dem  Haspel, 
leicht  anfstellen.  Der  Zug,  welchen  der  eine 
Arbeiter  am  freien  Ende  des  Seiles  angabt, 
hfilt  einem  gleich  grossen  Zuge  der  Last  am 
andern  Seile  das  Gleichgewicht,  da  fQr  beide 
die  Hebelarme,  n&mlich  der  Halbmesser  der 
Welle,  gleich  sind;  der  abrige  Teil  der  Last 
muss  durch  die  Kraft,  welche  an  den  Hebeln 
wirkt,  im  Gleichgewicht  gehalten  werden. 

Bezeichnet  man  daher  die  Last  mit  Q,  die 
Kraft,  mit  welcher  der  Arbeiter  das  freie  Seil- 
ende zieht,  mit  q,  die  Kraft,  mit  welcher  ein 
Arbeiter  an  einem  Hebel  arbeitet,  mit  P,  den 
Halbmesser  der  Welle  mit  r.  die  Länge  eines 
Hebels  mit  K,  so  hat  die  Kraft  P  nur  noch 
einer  Last  (Q  —  9)  daa  Gleichgewicht  zu  halten. 
Letztere  Kraft  wirkt  an  dem  Hebelarm  f,  wo- 
gegen die  Kraft  P  an  dem  Hebelarm  B  ar- 
beitet; es  ist  daher  an  der  Erdwinde 
Gleichgewicht  vorhanden,  wenn 

P.R  =  (Q-9).r 
woraus  folgt: 

p  =  («-,)•;- 

2).  Die  am  meisten  gebrinchliche Winde 
ist   die  Schiffswinde,  deren  man  sich 
hauptsächlich  anf  den  Schiffen  znm  Heben 
der  schwersten  IiBsten,  namentlich  der  An- 
ker bedient,  weshalb  sie  sehr  stark  und 
meistens  von  Eisen  zu  sein  pflegt.  Sie  be- 
steht aus  einem  starben  nnten  auf  einem 
eisernen  Zapfen  ruhenden  Kegel  A,  wel- 
cher bis   an   das  Verdeck   reicht,   dort 
einen  ziemlich  breiten,  die  Oeffnnng  ganz 
bedeckenden  Ring  hat,  aber  welchem  ein  Cylin- 
der  oder  meistens   ein  nach  oben  etwas  ver- 
jOngter  abgekOrzter  Kegel  befindlich  ist,  dessen 
oberer  Teil  abermals  einen  mit  vielen  Löchern 
versehenen  Kranz  trägt,  nm  die  zur  Ersparong 
des   Baumes  bloss  eingesteckten  Stangen  auf- 
zunehmen, Termittelst  deren  die  Winde  umge- 
dreht wird. 

3).  Der  GOpel,  meistens  Fferdegöpel  ge- 
nannt, siehe  Fig.  313,  wird  vielfach  zum  Auf- 
winden grosser  Lasten  ans  der  Tiefe,  nament- 
lich der  Erze  aus  den  Bergwerken  angewandt 
und  meistens  durch  Pferde,  zuweilen  aber  auch 
durch  Wasser  betrieben.  Derselbe  besteht  ge- 
wöhnlich aus  einer  um  ihre  Achse  drehbaren 
Säule,  dem  Spindelbaum,  oben  mit  einer 
Trommel,  dem  Treibkorbe,  unten  mit  einem 
oder  mehreren  Hebelarmen,  den  Kreuz  bäumen, 
versehen,  vermittelst  deren  die  Maschine  zaerst 
nach  der  einen  und  dann  nach  der  entgegen- 
gesetzten Seite  abwechselnd  umgedreht  wird. 
Um  den  Treibkorb  sind  Seile  oder  Ketten  nach 
entgegengesetzten  Seiten  gewunden,  so  dass  das 
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eine  auf  und  das  andre  gleichzeitig  abgewickelt 
wird  und  die  Tonne  des  einen  heraufsteigt, 
wenn  die  des  andern  herabsinkt.  Indem  hier- 
durch dem  Zeitverlust  des  nutzlosen  Herab- 
lassens  vorgebeugt,  auch  die  erforderliche  Kraft 
durch  das  Gewicht  der  leer  herabgehenden 
Tonne  vermindert  wird,  beide  Seile  aber  vom 
Treibkorbe  aus  in  nahe  horizontaler  Richtung 
bis  zur  Oeffnung  fortlaufen  und  dort  über  Bol- 
len oder  Walzen  herabhängen,  deren  Höhe  bis 
zur  Mitte  des  ihrem  Seil  zugehörigen  Teils  des 
Treibkorbs  reicht,  so  ist  hiermit  alles  zweck- 
mässig genug  eingerichtet;  allein  bei  sehr  be- 
deutenden Tiefen  kommt  durch  das  Gewicht 
des  einen  Seils,  woran  die  beladene  Tonne  vom 
tiefsten  Punkt  an  aufgewunden  werden  soll, 
während  die  leere  Tonne  herabzugehen  anfängt, 
ein  bedeutendes  üebergewicht  auf  die  eine  Seite, 
nimmt  allmählich  mit  der  Verlängerung  des  Seils 
an  der  leeren  Tonne  und  Verkürzung  des  an 
der  beladenen  ab,  bis  beide  sich  ausgleichen 
und  die  erforderliche  bewegende  Kraft  K  =  0 
wird;  von  hier  an  wird  das  Seil  der  leeren 
Tonne  schwerer  und  wächst  als  negatives  K. 
Um  diesem  üebelstand  abzuhelfen,  hat  man  die 
Treibkörbe  konisch  gemacht,  wobei  die  zur 
Ausgleichung  erforderlichen  Halbmesser  der 
Kegel  leicht  bestimmbar  sind. 


ß).  Von  den  Verbindungen  des  Wellrads  oder  den  Räderwerken. 


Frage  212.  Was  versteht  man  im  allge- 
meinen  unter  einem  Bäderwerk  und  wel- 
chen Zweck  hat  dasselbe? 


Antwort.  Um  grosse  Lasten  zu  heben 
oder  auch  am  eine  bedeutende  Geschwindig- 
keit zu  erzeugen,  verbindet  man  häufig  meh- 
rere Wellräder  so  miteinander,  dass  von 
dem  Radumfang  des  einen  auf  den  Wellen- 
umfang des  andern  oder  auch  umgekehrt 
eine  Kraftübertragung  stattfindet  Eine 
solche  Verbindung  von  Welbrädem  wird  ge- 
meinhin ein  Räderwerk  genannt. 


Frage  213.r  Auf  welche  Art  und  Weise 
geschieht  die  Kraftübertragung  bei  einem 
solchen  Räderwerk? 


Antwort.  Die  Kraftübertragung  bei  einem 
solchen  Räderwerk  geschieht  entweder: 

1).  mittels  Riemenscheiben,  oder 
2).  mittels  der  Friktions-  oder  Rei- 
bungsräder, oder 
3).  mittels  der  Zahnräder. 


Frage  214.  Unter  welchen  Umständen 
wendet  man  zur  Kraft-  oder  Bewegungs- 
übertragnng  von  einem  Wellrad  zum  andern 
Riemenscheiben  an  und  wie  geht  bei 
denselben  die  Bewegungsübertragung  vor 
sich? 


Antwort.  Wenn  man  die  Drehung  eines 
Wellrads  auf  ein  anderes  nahezu  in  der- 
selben Ebene  liegendes  übertragen  will 
wobei   die  Entfernung  der   Wellen  gross, 
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SrkL  242.  In  Amerika  wird  der  Riemen- 
betrieb viel  mehr  als  bei  uns  und  auch  für 
grosse  Kraftübertragungen  bis  über  500  Pferde- 
stärken angewandt.  Die  hierbei  verwendeten 
Riemen  müssen  aber  eine  bedeutende  Breite 
(bis  1,5. m)  haben.  Selbst  Uebertragungen  bis 
zu  1000  Pferdekräften  kommen  mit  Anwendung 
von  mehreren  Riemen  vor.  Solche  bedeutende 
uebertragungen  sind  dadurch  erklärlich,  dass 
infolge  der  auf  der  Innenseite  des  Riemens 
ein^etenden  Luftverdünnung  aussen  der  At- 
mosphärendruck zur  Wirkung  gelangt. 

Figur  814. 


ff 


die  zu  übertragende  Kraft  aber  nicht  zu 
gross  ist*),  so  wendet  man  zwei  Riemen- 
scheiben oder  Trommeln  an,  die  auf 
den  beiden  Wellen  befestigt  sind  und  von 
einem  Riemen,  einem  Seil  oder  einer  Kette 
ohne  Ende  so  fest  umschlangen  sind,  dass 
bei  eintretender  Bewegung  der  einen  Welle 
dnrch  die  in  dem  Riemen  eintretende  Span- 
nung eine  solche  Reibang  zwischen  ihm  und 
dem  RoUennmfang  entsteht,  dass  das  Gleiten 
des  Riemens  dadurch  verhindert  und  ein 
Drehen  der  zweiten  Scheibe  veranlasst  wird. 

Sollen  sich  hierbei  beide  Wellen  in  der- 
selben Richtung  umdrehen,  so  wendet  man 
sog.  offene  Riemen  an  (siehe  Fig.  314),  soll 
dagegen  die  Drehrichtung  beider  Wellen  eine 
entgegengesetzte  sein,  so  wendet  man  ge- 
kreuzte Riemen  an  (siehe  Fig.315),  die  zwi- 
schen den  Riemenscheiben  verschränkt  sind. 


rn 


>).  Siehe  Erkl.  242. 


Figur  815. 


Frage  215.  Unter  welchen  Bedingungen 
findet  zwischen  den  Kräften,  die  auf  zwei 
durch  einen  Riemen  verbundene  Rollen 
wirken,  Gleichgewicht  statt? 

Erkl.  248.  Man  findet  diese  Art  der  Bewe- 
gUDgsübertragung  sehr  häufig  in  Werkstätten, 
in  welchen  eine  Reihe  von  verschiedenen  Ar- 
beitsmaschinen durch  eine  einzige  Kraft- 
maschine, z.  B.  ein  Wasserrad  oder  eine  Dampf- 
maschine, in  Bewegung  gesetzt  werden  sollen. 
Die  Arbeitsmaschine  setzt  dann  zunächst  eine 
oder  mehrere  sehr  lange  Wellen  in  Bewegung, 
welche  durch  die  ganze  Länge  des  Maschinen- 
raumes laufen  und  meistens  an  der  Decke  des- 
selben befestigt  sind.  Auf  diesen  sogenannten 
Transmissionswellen  sind  von  Strecke  zu 
Strecke  Rollen  befestigt,  von  denen  die  Bewe- 
gung mittels  Riemen  auf  die  Arbeitsmaschinen, 
z.  B.  Webstühle,  Drehbänke,  Hobel-  oder  Bohr- 
maschinen übertragen  wird« 


Antwort.  Um  die  Bedingungen  zu  er- 
fahren, unter  welchen  zwischen  den  auf 
zwei  Riemenscheiben  wirkenden  Kräften 
Gleichgewicht  stattfindet,  nehmen  wir  an, 
dass  die  Rolle  a  (Fig.  316)  durch  eine 
Kurbel  af  =  R|  umgedreht,  und  die  Be- 
wegung derselben  durch  einen  Treibriemen 
auf  das  Rad  bd  flbertragen  wird,  um  hier 
eine  an  der  Welle  h  wirkende  Last  Q  zu 
heben.  Hält  nun  die  am  Ende  /  der  Kur- 
bel wirkende  Kraft  P  der  Last  Q  das 
Gleichgewicht,  so  ist  zunächst  zu  beachten, 
dass  dhc  einen  Winkelhebel  bildet,  dessen 
Arme  db  =  R  und  bc  =  r  sind  und  der 
in  b  seinen  Drehpunkt  hat.  Es  würde  so- 
mit zur  Herstellung  des  Gleichgewichts  eine 
im  Punkt  d  oder  e  wirkende  Kraft  von  der 
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ErkL  244.  Ist  die  za  Qbertragende  Kraft 
serisg,  so  wendet  man  Btatt  der  Riemen  Seile, 
ScbnOre  oder  Suiten  an,  wie  bei  den  kleineren 
Drehbänken ;  die  Rolle  bekommt  dann  als 
Sdmvrlanf  eine  Rinne ,  wogegen  die  Riemen- 
acheiben gegen  das  Abgleiten  des  Riemens  an 
ihrem  Umfang  etwas  gewOibt  sein  müssen, 
wie  ea  an  jedem  Spinnrad  oder  jeder  Näh- 
maschine deutlich  zu  sehen  ist.  Wenn  die  zu 
übertragende  Kraft  sehr  gross  ist,  wendet  man 
statt  der  Riemen  Ketten  an,  die  sich  mit  ihren 
besonders  geformten  Gliedern  Ober  Zfthne  oder 
Stege  legen,  mit  denen  die  Rollen  (Ketten- 
räder) besetzt  sind.  


Grdsse  Q  ■  •«-  genügen.  Bedoziert  man  diese 
in  Ponkt  e  erforderliche  Kraft  auf  den 
Punkt  f  (siehe  Erkl.  240),  so  erhUt  man 
als  Bedingimg  dea  Gleichgewichts: 

Wie  schon  bemerkt,  moss  an  dem  Riemen 
e  d  eine  Kraft  Q  -  „-  wirken ;  man  nennt 
daher  dieses  Riemenstück  das  ziehende 
oder  treibende,  wogegen  das  Sttlck  hi 
das  gezogene  genannt  wird. 

Die  vorstehende  Formel  lehrt,  dass  die  An- 
wendong  zweier  Riemenacheiben  zur  Ueber- 
nindnng  einer  Last  gleich  bedeutend  ist 
mit  einer  Tergrössernng  des  Eehelarms  der 
bewegenden  Kraft,  wie  aie  aicfa  ans  dem 
Verhältnis  der  Rollenhalbmesser  ergibt.  Ist 
z.  B.  der  Halbmesser  der  Rolle  bd  das 
2-,  3-  oder  »fache  dea  Halbmessers  der 
Rolle  ae,  so  kann  die  an  der  Kurbel  wir- 
kende Kraft  P  auch  ein  2-,  3-  oder  «imal 
so  grosses  Gewicht  Q  heben,  als  wenn  sie 
mittels  derselben  Kurbel  direkt  aaf  die 
Welle  bc  wirkte. 


Frage  216.     Unter  welchen  Umstanden 
wendet  man  znr  BewegnngsObertragvng  von       Antwort.   Wenn  die  Achsen  zweier  Well- 
einem    Wellrad   zum    andern    Friktions-  räder  einander  parallel  sind  nnd  sehr  nahe 
oder  Reibnngsrader   an  nnd  wie  findet  zusammenliegen,   so  werden  bei  nicht  be- 
be!   denselben    die    Bewegnngsabertragnng  deutenden  EraftObertragungen  Friktions- 
statt? oder    Reibnugarader    angewandt    (siebe 
Fignr  317.  Fig.  317),  d.  h.  die  beiden  Achaen  werden 
mit  zwei  Scheiben  veraehen,  welche  sich  ss 
ihren  Umfangen  berühren  nnd  durch  eineo 
IüdI&d glich    starken   Dnick   so   aneinander 
gepresst  werden,  dass  an  der  BerOhrungs- 
stelle  eine  Reibung  entsteht,   vermöge  wel- 
cher  das   Rad   sich    nicht  bewegen   kaan, 
ohne    die   Welle    mitznnehmen   (z.  B.   der 
Spnler  an  der  Nühmascbice,  dessen  Umfang 
znr  Vergrössemng  der  Reibung  von  einem 
Gummiring  umgeben  ist').   Die  Richtnugen 

•).  Slehs  ETk].Z45. 
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ErkL  248.  Der  graueren  Reibung  wegen  der  Bevregang  Bind  hierbei  einander  ent- 
erhalten  dieee  Friktionggcheiben  un  Dmf&ng  gegengesetzt. 
der  Eiftnze  oft  keil-  oder  fttgeBchnittartige  Ein- 
schnitte, welche  mit  dem  Umfang  par&Uel  lau- 
fen und  ineinandergreifen.  —  Die  Friktionsrlider 
zeichnen  sich  heaooderB  durch  einen  ruhigen 
sanften  Gang  ans.  ^^^^^^^^^^ 

Frage  217.    Unter   welchen   ünutAnden 
wendet  man   znr  Kraft-   oder  Bewegung»-       Antwort.    Wenn  bedentende  Er&fte  von 
flbertragnng  Ton  einem  Wellrad  znm  andern  einem  Rad  anf  das  andere,  dessen  Abstand 
sog.  Zahnräder  an?  nnr  gering  ist,    abertragen  werden  sollen, 

so  wendet  man  Zahnräder  an.  Wollte  man 
in  diesem  Fall  FriktionsrAder  in  Anwendong 
bringen,  so  würde  infolge  des  zn  grossen 
Widerstandes  die  Reibung  nicht  mehr  stark 
genag  sein,  nm  eine  Drehung  der  zweiten 
Scheibe  hervorznbringen ,  vielmehr  wtlrde 
sich  die  eine  Scheibe  allein  drehen  und  anf 
dem  Umfang  der  andern  bloss  schleifen. 
Um  solches  zn  verhindern  nnd  ein  stärkeres 
Aneinanderhaften  der  Scheibennm fange  ZD 
bewirken,  versieht  man  letztere  mit  Er- 
höhungen nnd  Vertiefungen,  die  ineinander 
greifen.  Die  Erhöhungen  nennt  man  Zähne, 
die  Vertiefungen  Lflcken,  nnd  die  mit  sol- 
chen Zähnen  und  Locken  versehenen  Schei- 
ben heissen  Zahnräder.  Das  kleinere  der 
im  Eingriff  stehenden  Räder  heisst  gewöhn* 
Heb  Getriebe  oder  Trieb. 


SrkL  240.  Die  Räder  sind  fast  ohne  Aus- 
nahme kreisförmig  und  bestehen  aus  einer  auf 
ihrer  Welle  sitzenden  Scheibe,  oder  sind  durch- 
brochen und  mit  einer  beliebigen  Menge  Spei- 
chen versehen,  auf  welchen  der  Kranz,  ein 
Ring,  znr  Bildung  des  Radumfangs  befestigt  ist. 


Frage  218.    Je  nach  der  Art  der  Be- 
wegnngsmitteilnngvon  einer  Welle  zor  andern       Antwort.  Je  nach  der  Art  der  Bewegnngs- 
kommen  welche  besonderen  Arten  von  Zahn-  mitteilnng  von  einer  Welle  znr  andern  wen- 
rädem  znr  Anwendung?  det  man  entweder 

1).  Stirn-,  Stern-  oder  Sporenräder, 
oder 

2).  Krön-  oder  Eammräder,  oder 
3).  konische  oder  Winkelr&der  an. 


Frage  219.  Wie  sind  die  Stirn-,  Stern- 
oder Sporenräder  eingerichtet  nnd  unter 
welchen  Umständen  finden  dieselben  An- 
wendung ? 

Figur  818. 


Antwort.  Bei  den  Stirn-,  Stern-  oder 
SporenrAdern  stehen  die  Zähne  immer 
in  der  Richtung  der  verlängerten  Radhalb- 
messer, also  senkrecht  znr  Radachse  und 
zwar  können  die  Zähne  sowohl  anf  dem 
äusseren  Radumfang,  wie  in  Fig.  318,  als 
auch  aof  der  Innenseite  des  cylindrischen 
Radkranzes,  wie  in  Fig.  319,  angebracht 
sein.  Solche  Räder  werden  angewandt, 
wenn  irgend  eine  Bewegung  einer  Welle 
oder  eines  sog.  Wellbanms  auf  einen 
andern  Wellbanm,  welcher  dem  ersteren 
parallel  ist,  übertragen  werden  soll. 
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tigur  318. 


dieselben  Anwendung? 
Figur 


Frage  220.    Wie  Bind  die  Krön-  oder 
Eammräder  eingerichtet  nnd  wenn  finden       Antwort.    Bei  den  Krön-  oder  Kamm- 

■       ~  rädern  stehen  die  Z&hne  oder  Kämme  K 

(Fig.  320)  ringfl  nm  den  Kranz  des  Rades 
heram  senkrecht  auf  der  Radälche,  also 
parallel  zur  Radachse.  Man  wendet  diese 
Art  Zahnräder  an,  wenn  die  Bewegung  von 
einer  Welle  aof  eine  andere,  welche  zc 
jener  eine  senkrechte  Lage  hat,  fibertragec 
werden  soll  nnd  Usst  zn  diesem  Zweck  dat 
Kammrad  in  ein  Stirnrad  eingreifen,  wie  es 
Fig.  320  zeigt,  oder  man  wendet  anch  oft 
ein  Kanunrad  mit  einem  sog.  Trilling  oder 
einer  Laterne  an,  d.  L  eine  YorrichtoDg, 
welche  ans  zwei  parallelen,  in  einem  ge- 
wissen Abstand  Toneinander  befestigten 
Scheiben  mit  lotrecht  zvrischen  beiden  ste* 
henden  Spillen  oder  Triebstfickeu  be- 
steht, wie  es  Fig.  221  zeigt. 


Frage  221.     Wie  sind  die  konischen 
oder    Kegel- Winkelräder    eingerichtet, 
"und  wenn  finden  dieselben  Anwendung? 


Antwort.  Bei  den  konischen  oder 
Kegel-Winkelrädern  (siehe  Fig.  322) 
stehen  die  Zähne  anf  dem  kegeUCrmigeii 
Radkranz  schräg  znr  Achse  nnd  schräg  zum 
Radins  des  Rades.  Aach  die  Kegelräder 
finden  gleich  den  Eammrädem  Anwendung, 
wenn  die  Achsen  zweier  Wellräder  senk- 
recht zueinander  stehen,  wobei  aber  die 
konischen  Räder  wegen  ihrer  Festigkeit  den 
Vorzug  vor  den  Eammrädem  Tenüenen  nod 
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sich  auch  got  verwendeo  lagseD,  wenn  zwei 
Radacfasen  eine  schiefe  StelloDg  zaeinander 
eionehmen,  wie  es  Fig.  323  zeigt.  Man 
verlängert  alsdann  die  gegebenen  geometri- 
schen Achsen  der  beiden  Räder  bis  zu  ihrem 
Dorchschnitt  in  Ä,  zieht  dann  senkrecht  zn 
den  Achsen  die  Geraden  1>B  nnd  EB,  vel- 
che  die  Ebenen  der  Rader  angeben,  macht 
D5  =  DB  nnd  EH  =  EB  nnd  zieht  die 
Linien  ÄG,  AB  nnd  AH,  wodurch  die  bei- 
den Kegel  bestimmt  sind,  anf  deren  Mantel- 
abschnitten  die  Zähne  in  gleichen  Abstanden 
BO  anzubringen  sind,  dass  die  Verlängerungen 
derselben  sich  in  A  treffen.  Soll  das  klei- 
nere Rad  n  mal  so  viel  Umgänge  machen 
als  das  grosse,  somUssen  sich  die  Abstände 
von  den  Achsen  D B :  Eb  =  n :  1  verhalten. 


Frage  223.  In  welchem  Verhältnis  steht 
die  Anzahl  der  Zähne  anf  zwei  ineinander- 
greifenden Rädern  nnd  warum  ist  dieses  Ver- 
hältnis notwendig? 

Figur  324. 


Antwort.  Die  Anzahl  der  Zähne  auf 
zwei  ineinandergreifenden  Rädern 
steht  in  demselben  Verhältnis  wiedie 
Umfange  oder  die  Halbmesser  der 
Räder. 

Der  Beweis  nnd  die  Begründung  dieses 
Satzes  ergibt  sich  ans  folgender  Betrachtung; 

Wenn  die  Zähne  eines  Rades  A  in  die 
Zahnlücken  eines  andern  Rades  B  eingrei- 
fen, so  folgt  umgekehrt,  dass  die  Zähne  des 
Rades  B  in  die  Zahnlucken  des  Rades  A 
eingreifen  müssen.  Diese  Wechselwirkung 
ist  aber  nur  dann  mOglich,  wenn  die  Zähne 
eines  jeden  Rades  nnter  sich  alle  einander 
gleich  nnd  anf  dem  ganzen  Radumfang  in 
gleichen  Abständen  regelmässig  verteilt  sind 
and  wenn  die  Zahne  nnd  Lücken  des  einen 
Rades  genau  so  gross  sind  als  die  des  andern. 
Man  sagt:  Die  in  einander  eingreifenden 
Zahnräder  mOsBen  gleiche  Schrift  oder 
Teilung  haben.  Baraus  folgt  aber  an- 
mittelbar,  dass   die  Zähneanzahl  von  der 
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ErkL  247.  Oft  greift  auch,  wie  in  Fig.  324, 
ein  gezahntes  Rad  in  eine  mit  Zähnen  versehene 
gerade  Stange,  Zahnstange  genannt,  ein,  wo- 
durch die  drehende  Bewegung  des  Rades  in 
eine  geradlinige  Bewegung  der  Stange  umge- 
wandelt wird.  Der  Widerstand,  welcher  sich 
der  Bewegung  der  Stange  entgegensetzt,  wirkt 
unverändert  am  Umfang  des  Rades,  so  dass 
ganz  wie  bei  der  Radwelle  der  Gleichgewichts- 
zustand eintritt,  wenn  sich  die  an  der  Kurbel 
wirkende  Kraft  P  zu  dem  Widerstände  Q  der 
Stange  verhält  wie  der  Halbmesser  des  Rades 
zu  der  Länge  der  Kurbel.  Ist  z.  B.  der  Halb- 
messer des  Rades  r,  die  Länge  der  Kurbel  R, 
so  ist  beim  Gleichgewicht 


oder: 


P.R  =  Q.r 
P:Q  =  r:R 


Grösse  des  Radnmfangs  abhängig  ist.  Hat 
ein  Rad  den  Umfang  oder  die  Peripherie  |7| 
und  entspricht  diesem  Umfang  die  Zähne- 
anzahl Z|,  nnd  hat  ein  anderes  Rad  den 
Umfang  p^  nnd  bei  gleicher  Schrift  die 
Zähneanzahl  Z,,  so  mnss  folgende  Propor- 
tion riditig  sein: 

Nnn  ist  aber,  wenn  wir  die  entsprechen- 
den Radien  mit  r^  resp.  r,  bezeichnen: 

Pi  =  2rin 
und      P2  =  2r2n 

daher  lautet  vorstehende  Proportion  auch: 

2  r^  TT  :  2  fj  TT  ^  Z| :  Z} 
oder  einfacher 

♦"t  •  **2  ^^  Zi :  Z2 

was  zu  beweisen  war. 


Frage  223.  Wie  verhält  sich  die  Anzahl 
der  Umdrehungen  oder  Tonren  zweier  in- 
einandergreifender Räder? 


Erkl.  248.  D.  h.  wenn  ein  Rad  48  Zähne 
und  der  in  dasselbe  eingreifende  Trieb  8  Zähne 
hat,  so  dreht  sich  letzterer  6  mal  so  oft  um, 
als  ersteres.  Daher  finden  solche  Räderver- 
bindungen  nicht  allein  Anwendung  um  durch 
verhältnismässig  geringen  Kraftaufwand  grosse 
Lasten  zu  heben  oder  um  rotierende  Bewegung 
zu  übertragen  oder  ihr  eine  andere  Richtung 
zu  geben,  sondern  auch  um  grosse  Umfangs- 
geschwindigkeiten auf  Kosten  der  Kraft,  als 
auch  eine  bedeutende  Kraft  mit  Verlust  von 
Geschwindigkeit  zu  erzeugen. 

Im  ersteren  Fall  greifen  grosse,  auf  der 
Kraftwelle  sitzende  gezahnte  Räder  in  kleine 
ein,  im  letzteren  Fall  kleine  auf  der  Kraftwelle 
sitzende  Räder  in  grosse.  So  müssen  z.  B.  bei 
der  Wassermühle  die  langsamen  Drehungen 
des  Wasserrades  durch  die  eingeschalteten 
Wellenräder  in  schnelle  Umdrehungen  des  Läu- 
fers umgewandelt  werden,  während  umgekehrt 


Antwort.  Die  Anzahl  der  Umdrehun- 
gen oder  Tonren  zweier  ineinander- 
greifender Räder  verhält  sich  umge- 
kehrt wie  ihre  Radien  oder  ihre 
Zähneanzahl. 

Angenommen  man  habe  die  beiden  Schei- 
ben A  und  B  (Fig.  325)  von  gleichen  oder 
verschiedenen  Radien,  die  sich  im  Punkt  d 
berühren.  Wird  die  eine  derselben  nm  ihre 
Achse  gedreht,  so  länft  auch  die  andere  um 
nnd  beider  Peripherien  legen  sich  aneinander 
so  an,  dass  gleiche  Längen  derselben  fort- 
während miteinander  in  BerOhrong  kommen; 
folglich  müssen  die  Peripherie- oder  Um- 
fangsgeschwindigkeiten zweier  ineinan- 
dergreifender Zahnräder  stets  gleich  sein; 
ebenso  ist  es  bei  Friktionsrädem  und  Schei- 
ben der  Fall,  die  durch  Riemen  nnd  Ketten 
umspannt  sind. 

Dagegen  macht  ein  kleines  Rad  oder  Ge- 
triebe mit  seiner  Welle  sovielmal  so  viele 
Umgänge  als  das  von  ihm  getriebene  Rad, 
so  oft  sein  Umfang  oder,  was  dasselbe  ist, 
sein  Radius  in  dem  des  getriebenen  ent- 
halten ist. 

Hat  aber  ein  Zahnrad  einen  2-,  3-,  n-mal 
grösseren  Umfang  als  ein  anderes  in  das- 
selbe eingreifendes  Rad,  so  hat  es  nach 
Antwort  auf  Frage  222  auch  2-,  3-,  n-mal 
soviel  Zähne,  und  so  kann  man  dieses  Gesetz 
für  die  Zahnräder  besser  so  aussprechen: 
Das  kleinere  Zahnrad  dreht  sich  so  oft  am 
seine  Achse,  während  sich  das  grössere  ein- 
mal dreht,    als   seine  Zähneanzahl  in  der 
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bei  der  Gewichts-  oder  Pendeluhr  die  Be-  Anzahl  der  Zähne  des  grösseren  enthalten 

wegung  des  abwärts  fallenden  Gewichts  so  um-  igt  i\ 

gewandelt  werden  muss,  dass  sich  das  Stunden-       '^^^^   ^jg  auf  einer  und  derselben  WeUe 

m^VuSelrar^^^^^^^  sitzen     machen  gleich  viel   ümdreh^^^^^^^^^ 

düng  eines   Räderwerks   die   Kraft   oder   im  \^\^  Umfangsgeschwindigkeiten  yer- 

Gegenteil  die  Geschwindigkeit  um  das  n-fache  halten   sich  aber  wie   ihre  Kadien 

vermehrt  werden,  so  muss  das  eine  Rad  ein-  oder  auch  wie  ihre  Zähneanzahlen. 

mal,    das  andere  —mal  umlaufen,  mithin  der  

T>    j'        j  **  1     ji       n   A— •  v  1   «^-  *)•  Sieh«  Erkl.  248. 

Radius  des  einen  =1,  des  Getriebes  =  —  sein.         ' 

Wäre  z.  B.  n  =  10,  so  wäre  der  Radius  des 

Rades  =  1,  des  Getriebes  =  -^  oder   besser 

jener  =  10,  dieser  =  1,  woraus  dann  folgt, 
dass  bei  so  grossen  Verhältnissen  die  Zfthhe 
des  Getriebes  mindestens  =  6,  die  des  Rades 
=  60  zu  nehmen  wären.  Ist  der  Wert  von  n 
zu  gross,  z.  B.  =  100,  so  würde  das  Bad  im 
Verhältnis  zum  Getriebe  zu  gross,  und  es  lassen 
sich  dann  mehrere  Räder  miteinander  zu  einem 
sog.  Räderwerk  verbinden. 

Frage  224.   In  welchen  Beziehungen  ste- 
hen die  auf  zwei  ineinandergreifende  Räder 

wirkenden  Kräfte  zu  einander,  sobald  Gleich-      Antwort.    Die  Kräfte,  welche  auf  zwei 

gewicht  stattfindet?  ineinandergreifende  Räder  wirken,    haben 

dieselben  Beziehungen  zu  einander,  wie  bei 
den  Riemenscheiben  (siehe  Antw.  auf  Frage 

Erkl.  249.    Wenn  man  das  Verhältnis  der  215).    Nehmen  wir  an,  dass  die  Kraft  P, 

an  einem  Räderwerk  wirkenden  Kräfte  bestim-  pjg  326^  an  einer  Kurbel  p  wirkt,  um  mit- 

men  wül,  so  ist  zugehst  zu  bedenken,  dass  tels*  der  beiden  Zahnräder  c  und  a  die  Welle 

^Lr^&l^nJlä^^^^^^^^^  l  -  <^ehen  -d  dadurch   die  Last  Q  zu 

nicht  unmittelbar  auf  dem  Radkranz,  auch  nicht  ^^ben,    80   bewirkt  die  Kraft  P  zunächst, 

an   der  Spitze  der  Zähne ,  sondern  ungefähr  dass  die  Zähne  des  Rades  c  einen  Druck  x 

nahe  am  Mittel  der  Zahnlänge  sein  muss.   Der  auf  die  Zähne  des  Rades  a  ausüben,  welcher 

eigentliche  Ort  dieses  Angriffspunktes  wird  durch  der  Last  Q  das   Gleichgemcht  hält;  um- 

den  sog.  Teilkreis  angegeben,  d.i.  derjenige  gekehrt  bringt  aber  die   Last   Q  auf  die 

Kreis,   auf  welchem  die  Radzähne   eingeteilt  Zähne  des  Rades  c  einen  entgegengesetzt 

werden.    Derselbe  liegt  immer  zwischen  dem  gerichteten  Druck  y  hervor.    Diese  beiden 

äusseren  Umfang  des  Rades  und  dem  Radkranz,  S^««**«  ^  ««^   -,  «««0«^««   tm»  a^w^  i?«ii   a^^ 

aber  nicht  gerade  in  der  Mitte  der  Zahnlänge  ^f^^^  o?  und  y  müssen  für  den  Fall  des 

sondern  meistens  etwas  über  derselben.  Gleichgewichts   einander  gleich   sein,   und 

In  Fig.  326  stellen  mOn  und  JkOZ  die  Teil-  ^^^  l^at  daher,  wenn  die  Kurbellänge  mit 

kreise  zweier  ineinandergreifender  Räder  vor,  p,  der  Halbmesser  des  Rades  c  mit  r^,  der 

und  wie  man  dort  sieht,  berühren  sich  dieselben  Halbmesser  des  Rades  a   mit   r^  und  der 

immer  in  derjenigen  geraden  Linie  XY,  welche  Radius  der  Welle  mit  q  bezeichnet  wird: 
die   beiden   Radmittelpunkte   miteinander  ver-  p   ^ 

bindet.    Der  Ort  0  dieses  Berührungspunktes  1),    .    .  x.r^  =  T .p  oder  x  =  — — 
ergibt  sich  sowohl  aus  den  zum  voraus  berech-  ^t 

neten  Zähneanzahlen,  als  auch  aus  den  Halb-  „.  _  n   /»  n^ior  J  —  Q*  ^ 

messern  der  eingreifenden  Räder.  ^^-    *    •  y  •  ''2  -  Vi  •  2  oaer  V  -     ^^ 

Vermittelst   der  Zähneanzahl  bestimmt  man  f^igu^h   da  a;  =  v  ist- 
den  Berührungspunkt  und  damit  auch  die  Grösse        ©       >  Sß       - 

der  einzelnen  Räder  so,  dass  man  den  Abstand  P  «P    __   Q  ■  g 

der  beiden  Wellbäume,  d.  i.  die  sog.  Zentral-  ^1      ~     ^2 

linie  XY,  in  so  viele  Teile  teilt,  als  die  beiden  oder: 

Räder  zusammen  Zähne  erhalten  sollen.    Soll  P  :  Q  =  r.  .  g  :  r,  .  p 

z.  B.  das  Rad  X  24  und  das  Rad  Y  36  Zähne       r,      .        ,u       t.         11  .  j      i. 

erhalten,  so  teile  man  XY  in  24  +  36  =  60  _  Zu  derselben  Formel  kommt  man  durch 

Teile;  es  muss  alsdann  XO  24  und  YO   36  Reduktion   der   Kräfte    (siehe   Erkl.   240). 

Teile  erhalten.  Die  Kraft  P  am  Ende  der  Kurbel  p  redu- 
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Statt  24  und  36  Teilen  macht  man  kürzer  ziert  sich   für  die  Zahoe  des  Rades  e  anf 

XO  =  2  und  XY  =  3  TeUe,  also  die  Zentral-  P.p        ,    ,.  tv      ,.    ^  u  ■      r, 

linie  XY  =  5  Teile  lang.  ■■■-■-  und  dieser  Drack,  der  anch  im-  üm- 

Am  einfachsten  findet  man  die  Halbmesser  fong  jes  Zahnrades  O  wirkt,  reduziert  sich 

zweier  meinandergreifenden  Räder  aus  der  sog.  (^^  j       p^^^j  j^    ^^^f         j„  -^^^^ 
Lebersetznngszalil ,  d.  h.  aus  der  Zahl,  welche  °  ' 

angibt,  wieviel  Umgänge  das  eine  Rad  in  welcher  die  Last  Q  hängt,  anf   P  ■ -£ '- 

der  Zeit  macht,  in  welcher  das  andere  einen  .  ,  >*<     ! 

Umgang  vollendet.  woraus   folgt ,   wenn    die    Last 


„       Figur  326. 


Dmck  das  Gleichgewicht  halten  soll: 
oder  wie  oben:  ' 

Da  sich  die  Zähneauzabl  beider  Rader 
verh&lt  wie  die  Radien  derselben,  so  ver- 
hEÜt  sich,  wenn  die  Anzahl  der  Zähne  dee 
Radea  c  mit  b,  die  des  Rades  a  mit  Z 
bezeichnet  wird, 

r.  :r,  =  ä:Z 
nnd  man  kann  in  vorstehender  Formel  fOr 

— ^  anch  -T^  setzen  nnd  erhält  so  anstatt 
fj  Z 

so  daes  die  Wirknng  der  Kraft  P  in  dem- 
selben Yerhältnis  zunimmt,  in  welchem  die 
Anzahl  der  Zähne  des  Bades  a  grösser  ist 
aU  die  des  Bades  c.  Hätte  das  Rad  a 
2-,  3-,  oder  n-mal  soviel  Zähne  als  das 
Rad  c,  so  würde  die  Kraft  P  vermittelst 
der  Räder  anch  eine  2-,  3-  oder  n-mal  so 
grosse  Last  Q  heben  können,  als  wenn  die- 
selbe Kraft  P  mit  ihrer  Enrbel  p  direkt 
anf  die  Lastwelle  einwirkte. 


Soll  z.  B.  ein  Rad  einen  Umlauf  macheu, 
während  das  eingreifende  Getriebe  fOnf  Um- 
gange macht,  soll  also  das  erstere  Had  fünf- 
mal grösser  seiu,  als  das  letztere,  so  teile  man 
den  Abstand  der  beiden  Radmittel  in  5-fl  = 
ü  Teile;  alsdann  ist  der  Halbmesser  des  Eades 
5  und  der  des  Getriebes  1  solcher  Teile  lang. 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansführllche  Prospekt  und  das  ausführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „YoUständig  gelösten  Anfgabensammlnng  Yon 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  Yon  jeder  ßnchhandlung,  sowie  Yon  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert  um  den  «ofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

8).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  Jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  Überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  fOr  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
8um  Selbststudium«  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Bachhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen   Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 

Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


) 


Oniok  Ton  Carl  Hammer  in  Stuttgart 
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Statik 

oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester 

KOrper  (Geostatik). 
Forts.  V.  Heft  373.  —  Seite  309— 38  i. 

Mit  11  Figuren. 


lg  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

iigabe  md  EDtwlcUnng  der  benntzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  In  Fragen  nnd  intiorten 

erl&utert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

aag  allen  Zweigen 
der  BeehenkHiisty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  BphftriBchen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  a.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  o.  Integnd-Bechnang,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Baomes  ^tc.)^^^ 
am  allen  Zweiir^n  der  -      -     —  .      ^  —^ 

nuUJieniat.  Geographie, 
Brileken-  o.  Hoehbau's 

ParaUel-PerspeetlTey  Schattenkonstrnktlonen  ctc  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidat^,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreiclien 

Studium,  zur  Forthülfe  bei  Schal  arbeiten  nnd  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

JUbT.  Adolph  Kleyer, 

Math«mfttiker,  rereldater  königl.  preuii.  Feldmesser,  vereideter  grofeh.  heeeiicher  Geometer  L  Klasse 

in  Frankfurt  a.  H. 
anter  Mitwirkong  der  bewährtesten  Er&fte. 

Statik 

oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper  (Geostatik) 

nach  System  Kleyer  bearbeitet 
von  B,  Klimpert,  Seminarlehrer  u.  Physiker  in  Bremen. 

Fortsetzung  v.  Heft  373.  —  Seite  369—384.    Mit  11  Figuren. 

Inhalt: 

Die  Verbindungen  des  Wellrads:    Die  Fuhrmanns-  und  Seilwinde,    der  feste  und  transportable  Kraha ,  das 

Baderwerk  der  WassermOhle.  —  Gelöste  Aufgaben. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis^S^t  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnlickes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  8 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten and  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Pbjsiky 
Mechanik,  math«  Geographie ,  Astronomie ^  des  Maschinen- ,  Strassen- ,  Eisenbahn-, 
Brfleken*  nnd  Hochbanes^  des  konstruktifen  Zeielinens  etc.  etc.  and  zwar  in  yollständlg 
gelöster  Form,  mit  fielen  Figuren,  Erkl&rnngen  nebst  Angabe  and  Entwlekelnng  der 
benntiten  Sfttze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  aach  alle 
Teile  der  reinen  and  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
fiberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  spftter  in  besonderen  Heften  ffir  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtignngen  und  erllntemde  ErkUrungen  Aber  das  betrelTende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehulen  I.  nnd  II*  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Privatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Prc- 
gymnasien,  Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugevrerkschulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereithngssohulen  aUer  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaltsscholen, 
Militftrschnlen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Airten  als  z.  B.  für  das  Eii^&hrig-FreU 
willige-  und  Offlaiers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  IBr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  eta 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Präfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfltie  ffir  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Aullösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
fibrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schfiler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anauwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Libbe 
und  Torständnis  ffir  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  BemlB» 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wfinsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thnnlichst  berficksichtigt 

stattgaxt  Die  Terlagshandlung. 


Von  den  Verbindoiigen  des  Wellrads. 


HieiituB  ergibt  sich  fQr  die  Halbmesser  zweier 
im  Eingriff  stehenden  Räder  und  also  für  die 
Bestimmung  des  Berührungspunktes  0,  Fig.  326, 
folgende  allgemeine  LOanng: 

Ist  a  der  Abstand  der  beiden  Wellbanme, 
R  der  Halbm^ser  des  grösseren  Rades,  und 
sollen  n  ümltufe  des  kleinen  Rades  auf  einen 
Umgang  des  grosseren  kommen,  so  hat  man,  da 
der  Halbmesser  des  kleineren  Rades  =  a  — R  ist: 


R: 

i  sich  ergibt : 


-R  = 


-i:  1 


und  hieraas:   R(ii'|-1)  e=  na 


Ebenso  findet  man  für  denkleineren  Halbmesser: 


und  hierans:    r  = 


■Ind  dlajnlgen. 


Frage  225.  Wie  lässt  sich  das  Gleich- 
genichtsgesetz  für  das  zusammengesetzte 
Rftderwerk  rein  theoretisch  entwickeln  und 
wie  laatet  dasselbe? 

Figur  327. 


». 


Illmp«it,  Stfttik. 


Antwort.  Um  das  Gleichgew ichtsgesetz 
für  das  zusammengesetzte  Räderwerk  zu- 
nächst rein  theoretisch,  also  ohne  Bucksicht 
auf  die  Benegongsniderstande  zu  entwickeln, 
stellen  wir  uns  in  Fig.  327  eine  Räderver- 
bindnng  so  vor,  daas  an  dem  Hebelarm  A 
eine  Kraft  P  wirkt,  welche  die  Welle  a 
und  durch  diese  das  Rad  B,  mit  dem  darauf 
sitzenden  Trieb  b  dreht;  letzterer  steht  wie- 
der im  Eingriff  mit  dem  Rad  C,  so  dass 
auch  dieses  mit  der  Trommel  c,  auf  welche 
die  Last  wirkt,  umgedreht  und  dadnrch  die 
Last  Q  gehoben  wird. 

Ist  nun  der  Druck,  welchen  die  Welle  a 
aaf  das  Rad  B  aasfiht  =  D,,  der  Druck 
aber,  welchen  die  Welle  b  auf  das  Rad  C 
ansttbt  =  D,,  so  gilt  D,  nicht  bloss  als 
Last  fDr  das  -  Wellenrad  Aa,  sondern  zu- 
gleich als  Kraft  für  das  Rad  B  b.  Der  von 
der  Welle  b  aaf  das  Rad  C  ausgeübte  Druck 
D,  ist  nicht  nur  Last  fSr  das  Rad  Bfr,  son- 
dern zugleich  Kraft  für  das  Rad  Cc,  wel- 
ches die  Last  Q  heben  soll.  Sind  nun  die 
Radien  der  Räder  A,  B  und  C  bezw.  =  R,, 
R,  und  R,  and  die  Radien  der  Wellen  a, 
b  und  c  bezw.  =  r,,  r^  und  r,,  so  ist  nach 
dem  Gleichgewichtsgesetz  für  das  einfache 
Wellenrad  (siehe  Antwort  auf  Frage  210) 
Gleichgewicht  vorhanden: 

beim  1.  Rade,  wenn  P  .  Ri  =  D, .  r, 
,  2.  ,  „  D,.I^=  D,.r, 
„3.      „         „      D, .  R,  =  Q  .  fj  ist 

Nun  soll  aber  Gleichgewicht  beim  ganzen 
Räderwerk  herrschen.     Folglich  moss   das 
24 
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Erkl.  250.    Je  kleiner  die  Radien  r  und  je  Produkt  aas  allen  vor  den  Gleichheitszei- 

grösser  die  Radien  R ,    desto  kleiner  ist  die  chen  stehenden  Ausdrücken  gleich  sein  dem 

Kraft  im  Verhältnis  zur  Last.  Produkt  aus  allen  nach  den  Gleichheitszei- 

Ist  ri  =  r2  =  r3=r4  und  Ri  =  R2=R3  =  R4  chen  stehenden  Werten,     und  dies  ist: 

80    ist* 

p  ^  Q  (/i_)*  P .  Rt .  Dl .  Rj .  Dj .  R3  =  D^ .  fi .  Dj .  Tj .  Q  .fj 

^^i'  Hebt  man  in  dieser  Gleichung  die  gleichen 

Für  n  kombinierte  Wellräder  wäre:  Faktoren  auf  beiden  Seiten  fort,  so  hat  man 

P  =  q(^-)"  P.R1.R2.R3  =  Q.n.rj.r, 

Wäre  z.B.:                   ^  ßi^d  hieraus  ergibt  sich: 

r^  =  — Ri  !)•   •    •   P  :  Q  =  r^ .  rj  .  rj  :  Ri .  R,  .  R3 

und  würden  4  Wellräder  kombiniert,  so  wäre:  ^  ^  ^  '                 -     -     ..     n 

\10/  ^          10000  ^  „nH 


Mit  einer  Kraft  von  1  Zentner  könnte  man   «x  n  __   ^i  •  -^2  •  ^3  •  ^ 

also  ohne  die  Reibung  10000  Zentner  heben.      ^)-   •   •     • 


f  j .  r2  .  f  3 


ErU.  251.    Bei   zwei   ineinandergreifenden  I>iese  Gleichungen  lauten  in  Worten: 

Rädern  nemit  man  dasjenige  R^d,  welches  die  ^y   ^^  verhält  sich  die  Kraft   zur 

Drehung  des  andern  verursacht,  das  treibende,  t  «/♦  .„i^  ^«.  d.^^„i.^  »««  ok.»»i:/.k.it> 

dieses  das  getriebene  Rad.  In  der  vorstehen-  ^ast^  wie  das  Produkt  aus  sftmtlicheB 

den  Fig.  327,  wo  die  Drehung  von  der  Kurbel  Wellenradien  zu  dem  Produkt  aus 

A  ausgeht,   sind  also  a  und  b  die  treibenden,  sämtlichen  Radradien, 

dagegen  B  und  C  die  getriebenen  Räder.    Da  2).  Man  findet  die  Kraft,   indem 

nun  in  nebenstehender  Gleichung   1).  die  im  man  das  Produkt  aus  der  Last   und 

dritten  Glied  stehenden  Zähnezahlen  den  tr ei-  sämtlichen  Wellenradien  durch  das 

b enden,  die  im  vierten  Glied  stehenden  Zähne-  t)«^j„u*    „.,„    «K.«*ii«i,««    'D^A^€,Aiar^ 

zahlen  den  getriebenen  Rädern   angehören,  J?'^.^'?^^  *'''    sämtlichen    Radradien 

so  kann  man  allgemein  für  die  zusammenge-  dividiert. 

setzten  Räderwerke  die  Bedingungen  des  Gleich-  3).  Man  findet  die  Last,  wenn  man 

gewichts  folgendermassen  ausdrücken:  das  Produkt  aus  der  Kraft  undsämt- 

Wenn  an  dem  einen  Ende  eines  zusam-  liehen  Radradien  durch  das  Produkt 

mengesetzten  Räderwerkes  eine  Kraft  P,  aus  sämtlichen  Wellenradien   divi- 

an  dem  andern  eine  Last  Q  wirkt,  so  ist  diert. 

zwischen  diesen  Kräften  Gleichgewicht  ^  .'       ...        ,          -i»    j      t»vj        1- 

vorhanden,  wenn  sich  die  Kraft  P  zur  Bei  zwei  ineinandergreifenden  Rädern  ha- 

Last  Q  verhält,  wie  das  Produkt  aus  ben  aber  nach  Antwort  auf  Frage  222  die 

dem  Hebelarm  (r,)  der  Last  in  das  Pro-  Zähnezahlen   dasselbe   Verhältnis   wie  die 

dukt  aus  den  Zähnezahlen    aller  trei-  Halbmesser  der  entsprechenden  Räder,  so 

benden  Räder,  zu  dem  Produkt  aus  dem  dass ,    wenn    man    die    Zähnezahlen    der 

Hebelarm  (Ri)  der  Kraft  P  in  das  Pro-  Triebe  a  und  b  mit  z.  und  g.,  und  ebenso 

dukt  aus  den  Zähnezahlen  aller  getrie-  ^^^  Zähnezahlen   der  Räder  B  und  C  mit 

benen  iiaaer.  Z^   und   Z,   bezeichnet,    man  vorstehende 

Erkl.  252.    Ohne  auf  die  Konstruktion  der  Gleichungen  auch  so  schreiben  kann: 

Räderwerke   hier   näher  einzugehen,    sei  nur   -%  p-n ^     «     #••!?     7     7 

noch  bemerkt ,   dass   es  nach  den  gemachten  ^-'*   '   '    ^  •  V5  —  *i  •  *2  •  »^s  •  ^i  •  ^i  •  ^2 

Erfahrungen    beim    Betrieb    von    regelmässig  e^  .is^.r^.Q, 

gehenden  Maschinen  nicht  gut  ist,  wenn  zwei  2).   .    .    .     P  =  — ^ — ^ — 2 — 

ineinandergreifende     Räder    zu     verschiedene  *  *    ^ '    * 

Durchmesser  haben.    Es  stehen  nämlich  sonst  Rj .  Zi .  Z, .  P 

zu  wenig  Zähne  in  gegenseitigem  Eingriff  und  3).   .    .    .     Q  =  — - — ~ — — — 

die  Wirkung  verteilt  sich  nur  auf  wenige  Zähne,  «i .  ^2 .  3 
so  dass  der  Druck  auf  einen  Zahn  zu  bedeu- 
tend wird.  Höchstens  soll  ein  Rad  einen  6  mal 
grösseren  Durchmesser  oder  6  mal  mehr  Zähne 
erhalten,  als  das  eingreifende  kleinere  Rad. 
Das  gewöhnliche  Verhältnis  übersteigt  aber  das 
von  3 : 1  nicht.  Man  muss  darum  bei  eiuQm 
grossen  Unterschied  zwischen  Kraft  und  Last, 
oder  zwischen  der  Umdrehungszahl  der  Kraft- 


lieber  die  Ftthrmi 


Aladann  soll  mui  die  Einrichtung  treffen, 
dass  die  UmdrehnngB&uzahl  jedes  folgenden 
'VVellbamneB  nngef&hr  um  das  Gleiche  grOaser 
oder  kleiner  wird. 

Auch  Bollen  die  Zfthneztihlen  zweier  inein- 
andergreifender Kader  in  einem  aolchen  Ver- 
bültnis  stehen,  daBs  sie  sich  nicht  durcheinander 
dividieren  lassen,  und  Qberhanpt  keinen  gemein- 
schaftlichen Teiler  haben.  Dadurch  wird  be- 
wirkt, Aus  lieh  die  nämlichen  Zähne  nicht  zu 
oft  berühren  und  zu  stark  abarbeiten.  Dies 
kann  natürlich  aber  nur  für  solche  Mechanis- 
men gelten,  bei  welchen  ein  beatimmtes  Ter- 
hUtnie  in  den  ümdrehui^Bzahlen  der  Bftder 
nicht  ganz  genau  einzuhalten  ist.  Man  erreicht 
dies  so,  dass  wenn  das  kleinere  Rad  z.  B. 
12  Zähne  bat  und  das  grössere  etwa  4  mal 
grösser  werden  soll,  man  demselben  statt  48 
ZUinen  deren  4B  gibt.  Bei  Uhren  etc.  aber, 
bei  welchen  Immer  auf  eine  gewisse  Anzahl 
UmdrebiuiKen  eines  Getriebes  eine  Umdrehung 
des  eingreifenden  Rades  kommen  soll,  darf  das 
genannte  Verfahren  natOrlich  nicht  befolgt 
werden,  sondern  es  roOsseu  die  Zbhnezablen 
genau  im  Verhältnis,  ond  zwar  im  omgekehrten, 
zu  den  Umdrehnngszahlen  stehen.  Bei  Winkel- 
rädern  Oberhaupt  auch  kann  man  die  Zahl  der 
Zähne  nicht  wiUkarlich  abändern,  da  sich  die 
scfaiefe  Stellung  der  Zähne  des  einen  Rades 
genau  nach  der  Grösse  des  andern  richtet. 

IrU.  283.  AU  allbekannte  Beispiele  zu  des 
vorstehenden  Erörterungen  Ober  die  zusammen- 
gesetzten Räderwerke  seien  hier  nur  erwähnt: 
1).  die  Fuhrmanns  winde,  2).  der  Haspel  mit 
Vorgelege,  3).  der  Krshn  und  4).  das  Räder- 
werk der  Wassennühle. 

1).  Die  Fuhrmanns-  oder  Wagenwinde 
(Fig-  328)  findet  ihre  Anwendung,  wenn  man 
sehr  grosse  Lasten  auf  eine  geringe  Höhe 
heben  will.  Sie  besteht  aus  einer  gezahnten 
ätajige  A,  in  welche  das  Getriebe  C  eingreift. 
Auf  der  Achse  dieses  Getnebei  befindet  sich 
ein  Rad  B,  welches  in  ein  zweites  Getriebe  D 
eingreift;  mit  D  ist  die  Kurbel  E  fest  ver- 
buoden.  Wird  daher  die  Kurbel  E  in  der 
Richtung  des  Pfeils  gedreht,  so  dreht  der  Trieb 
D  zunächst  das  Rad  B  in  entgegengesetzter 
Richtung ;  der  mit  B  fest  Terbundene  und  in 
die  Zahnstange  eingreifende  Trieb  C  bewegt 
dann  die  Stange  A  aufwärts  und  hebt  den 
Wagen  oder  dergl.,  unter  den  man  die  Winde 
gestemmt  hat,  in  die  Höhe.  —  Die  Stange 
sowie  die  Räder  der  Winde  sind  von  einem 
starken  Gehäuse  von  Holz  umgeben.  Um  zu 
verhindern,  dass  die  Zahnstange  A,  wenn  die 
Kraft  an  der  Kurbel  zu  wirken  aufhört,  durch 
das  Gewicht  des  darauf  lastenden  Körpers 
herabgedrQckt  und  dadurch  die  Kurbel  in  der 
entgegengesetzten  ßichtung  gedreht  wird,  ist 
mit  der  Kurbel  eine  Sperrvorrichtnng  ver- 
bunden, wie  sie    nachstehend  beschrieben  ist. 
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2).  Die  Seilwinde,  Bockwinde  oder  der 
Aufzug  oder  Haspel  mit  Vorgelege  (Fig. 329) 
dient  hauptBächlich  zum  Aufwinden  von' Bau- 
material u.  dgl.  m.  und  besteht  aus  einer  Welle 
D,  die  mit  einem  Zahnrad  H  vergehen  ist,  in 
welches   das    durch    die  Kurbel   in  Bewegung 

gesetzte  Getriebe  eingreift    Die  Karbel  nebBt  Figur  329. 

Getriebe  wird  das  Vorgelege  ge- 
uannt.  Um  eine  rückwärtsgehende 
Bewegung  der  Last  zn  verhindern, 
wenn  die  an  der  Kurbel  wirkende 
Kraft  etwa  aufhört  zu  wirken, 
hangt  bei  s  an  dem  Querstab  BB, 
eine  federnde  Zunge  herab,  welche 
die  Bewegung  des  Getriebes  nach 
der  einen  Richtung  frei  gestattet, 
bei  einer  Backbewegnng  aber  sich 
sofort  gegen  den  gerade  vor  ihr 
liegenden  Zahn  anstemmt,  oder 
aber  es  ist  auf  der  Achse  C  des 
Vorgeleges  eine  gezahnte  Scheibe 
AB  (Fig.  330)  befestigt,  welche 
sich  mit  der  Achse  C  dreht  Ge- 
trennt von  dieser  Scheibe  sitzt  auf 
dem  Gerüst  des  Haspels  eine  nm 
die  Achse  D  bewegliche  starke 
Zunge  G,  der  sog.  Sperrkegel,  wel- 
che durch  eine  Feder  F  gegen  die 
Zähne  der  Sperrscheibe  AB  ge- 
druckt wird.  Dreht  sich  das  Ge- 
triebe in  der  Richtung,  in  welcher 
die  Last  aufgewunden  wird,  so  glei- 
tet die  Zunge  G  über  die  Rücken 
der  schrägen  Zähne  der  Sperrscheibe,  und  ge- 
stattet die  freie  Drehnng  des  Getriebes;  sobald 
aber  die  Bewegung  eine  rückgängige  wird,  legt 
sich  der  Sperrkegel  zwischen  zwei  Zähne  der 
Sperrscheibe  und  hält  die  Drehung  des  Getrie- 
bes auf.  —  Die  Seilwinde  ist  auch  häufig 
mit  zweifacher  Räderttbersetzung   konstruiert. 

3).  Der  Krabn  dient,  ähnlich  wie  der  vorige  Figur  330. 

Apparat,  zum  Heben  sehr  grosser  Lasten  und 
wird  allgemein  da  augewanat,  wo  Schiffe  ein- 
und  ausgeladen  werden  oder  wo  in  Maschinen- 
Werkstätten  und  Giessereien  schwere  Maschinen- 
teile von  einem  Ort  zum  andern  zu  bringen  sind. 
Ein  notwendiges  Erfordernis  des  Krahns  ist 
ein  etwas  gegen  den  Horizont  geneigter  Balken 
mit  einer  RoUe.  aber  welche  das  Tragseil  geht, 
und  eine  Einrichtung  zur  Umdrehung  der  ganzen 
Maschine,  um  die  gehobenen  Lasten  auf  kurze 
Strecken  in  horizontaler  Ebene  zu  bewegen. 

Fig.  331  zeigt  einen  grosseren  Krahn  mit  Bad 
und  Getriebe,  wie  er  hauptsächlich  auf  Schiffs- 
werften gebraucht  wird,  und  Fig.332  veranschau- 
licht das  Räderwerk  eines  solchen  Krahns  von 
der  Ruckseite  gesehen.  A  ist  die  Seiltrommel,  mit 
welcher  auf  der  nämlichen  Achse  das  Rad  B  fest 
verbunden  ist,  in  welches  ein  Getriebe  C  ein- 
greift; auf  der  Achse  des  letzteren  sitzt  ausser- 
dem ein  Rad  D,  in  welches  das  Getriebe  E 
eingreift;  in  der  Figur  ist  das  Rad  D  nur  teil- 
weise sichtbar;  es  liegt  hinter  dem  Trieb  £. 
Auf  der  Achse  des  Getriebes  E  sitzt  ein  Rad  F. 


Von  dem  Krahn. 


Da  die  beiden  Wellen  der  Rider  genau  in 
gleicher  Hohe  liegen,  so  ist  in  der  Fig.  832 
nur  eine  derselben  sichtbar,  indem  die  Welle 
des  Bades  D  durch  die  des  ßades  F  rerdeckt 
wird.  Unter  diesen  beiden  Rsdem  F. und  D 
befindet  sich  eine  Achse  HG,  die  vor  dem 
unteren  Teil  des  Rades  D  und  hinter  dem  un- 
teren Teil  des  Rades  F  vorbeigeht ;  dieselbe 
trägt  die  beiden  Getriebe  K  und  L,  jedes  von 
9  Z&hnen,  und  ist  an  beiden  Enden  mit  Kurbeln 
TOD  40  cm  Lange  versehen. 

In  der  Stellung,  in  welcher  die  Fig.  382  diese 
letzteren  Getriebe  K  und  L  zeigt,  stehen  diese 
weder  mit  dem  Rad  D  noch  mit  F  im  Eingriff; 
verschiebt  man  aber  die  Achse  HG  in  ihrer 
L&ngeitrichtung,  z.  B.  nach  rechts,  so  werden 
die  Z&hne  des  Getriebes  E  in  die  des  Rades  D 
eingreifen;  verschiebt  man  dagegen  die  Achse 
HG  nach  links,  so  kommt  das  Getriebe  L  mit 
dem  Rad  F  in  Eingriff.  Vermittelst  eines  mit 
einem  Gesengevicht  M  versehenen  Hebels,  der 
sich  nm  die  Achse  S  drehen  llsst,  kann  man 
die  Achse  HO  nach  Belieben  in  einer  der  drei 
bezeichneten  Lagen  erhalten,  indem  das  eine 
Ende  desselben  hakenförmig  gekrümmt  ist,  und 


Wenn  die  Achse  HG  die  Stellung  hat,  wie 
in  der  Fig.  332,  so  kann  man  die  Kurbel  drehen, 
ohne  eines  der  Räder  zu  bewegen;  die  Seil- 
troDunel  A  steht  dann  ebenfalls  still.  Steht  das 
Getriebe  K  mit  dem  Rad  D  im  Eingriff,  so  hat 
eine  Drehung  der  Kurbeln  die  Drehung  des 
Oetriebes  E,  damit  anch  des  Rades  D  und  des 
Getriebes  C,  und  infolge  hiervon  eine  Drehung 
des  Rades  fi  und  der  äetltrommel  A  zur  Folge; 
es  dreht  sich  zwar  anch  das  Getriebe  E  und 
das  Rad  F,  allein  ohne  auf  die  Bewegungs- 
Qbertragung,  also  ohne  auf  das  Verhältnis  zwi- 
schen der  Kraft  und  der  Last  eihen  Eintluss 
BusznQben;  sie  laufen  leer  und  wirken  nicht 
zur  Bewegung  der  Trommel  A  mit.  Greift  da- 
gegen das  Getriebe  L  in  das  Rad  F-  ein ,  so  Figur  332. 
wird  die  Bewegung  der  Kurbeln  durch  die 
sämtlichen  Rfider  B,  D,  F  und  die  Getriebe  C, 
E,  L  auf  die  Trommel  A  Obertragen;  es  wirkt 
n&mtich  L  auf  F  und  damit  auf  E,  E  auf  D 
und  damit  auf  C ,  C  auf  B  und  damit  auf  A. 

Das  GuBSstQck  BP  der  Maschine  bildet  die 
vertikale  Achse,  um  welche  der  ganze  Krahn 
sich  drehen  lässt;  dieselbe  hat  an  ihrem  unteren 
Teil  einen  Zapfen,  mit  welchem  sie  in  einer 
Pfanne  ruht,  wahrend  sie  am  oberen  Teil  bei 
R,  wo  sie  ans  dem  Mauerwerk  hervortritt,  von 
allen  Seiten  rings  umfasst  und  auf  diese  Weise 
in  einer  nnverrdckbaren,  vertikalen  Stellang 
gehalten  wird.  , 

Um  die  Reibung  des  oberen  Teiles  B  des 
vertikalen  Standers  PP  möglichst  zu  vermin- 
dern, versieht  man  den  Zwischenraum,  der  sich 
zwischen  dem  cjlindrisch  abgedrehten  Teil  E 
und  dem  umgebenden  Mauerwerk  befindet,  mit 
einigen  sogenannten  Priktionsrollen,  deren 
Achsen  vertikal  stehen  und  die  den  Zweck  ha- 
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ben,  daa  Schleifen  des  Teiles  E  auf  dem  Mauer- 
werk zu  verhindern.  Mit  der  Achse  PP  ist 
am  oberen  Ende  der  Auslader  UT  stark  ver- 
bunden, der  gegen  das  Abbrechen  durch  eine 
starke  Seit«nBtUtze  V  mit  dem  Ständer  verstrebt 
ist.  Auf  der  Achse  PP  ist  das  vorhin  bescbrie- 
beue  Riderwerk  befestigt;  von  der  Trommel  A 
geht  das  Seil  oder  eine  starke  eiserne  Kette 
zanBchst  über  die  feste  RichtnngsroUe  U,  dann 
Ober  die  lose  Rolle  W  und  ist  endlich  an  dem 
Ansiader  im  Punkt  Z  gehörig  befestigt.  An 
den  Haken  der  losen  Rolle  wird  die  Last  an- 
gehängt. 
Es  ist  leicht  einzusehen,  das s  die  bei  W  auf- 

Sehllngte  Last  das  Bestreben  hat,  den  ganzen 
irahn  auf  die  Seite  zu  ziehen  und  ihn  nmzu- 
stürzen;  es  würde  dieses  auch  unfehlbar  ge- 
schehen, wenn  daa  die  Achse  PP  umgebende 
Mauerwerk  nicht  genDgenden  Widerstand  leistete. 

Einen  transportabelu 
Krahn,   mit  dessen  Hilfe 
man  bereits  gehobene  Lasten 
in  einer  horizontalen  Rich- 
tung auf  grossere  Strecken 
fortbewegen  kann,  zeigt  Fig. 
äSS.     Die  vertikale  Achse 
des   Krahns    ist    mit    dem 
Wagen  EE  derartig  verbun- 
den, dasB  er  sich  um  einen 
bei  d  befestigten  vertikalen 
Pfosten  drehen  kann.    F  ist 
der  Auslader,  der  durch  die 
obere  ätange  G  gegen  die 
Achse  gehörig  verstrebt  ist 
Die  Kette ,  welche  die  zu 
hebende  Last   tragen  soll,  . 
geht  über  die    feste  Rolle  ' 
am  Ende  des  Analaders  und 
ist    unmittelbar   Über    dem 
Haken   mit   einer   eisernen 
Kugel  K  versehen,  damit  sie 
nicht  ganz  Ober  die  Rolle  weggezogen  werden 
kann.  Die  Kette  lauft  über  zwei  Leitrollen  e,  die 
von  der  Strebe  G  getragen  werden.   Das  Räder- 
werk ist,  wenn  anch  anders  disponiert,  ganz  wie 
bei  den  übrigen  Krahnen.    Dm  den  Krahn,  wenn 
er  belastet  ist,  gegen  das  umstürzen  zu  sichern, 
musB  dafür  gesorgt  werden,  dass  die  Vertikale, 
welche   durch   den    gemeinsamen   Schwerpunkt 
geht,  die  von  den  Berührungspunkten  der  Rftder 
auf  dem    Erdboden   gebildete   Unterstütznngs- 
flftche  schneidet,  oder,  was  offenbar  am  besten 
ist,  dass  diese  Vertikale  stets  durch  die  Achse 
d  geht    Zu   diesem   Zweck   ist   ein   schweres 
Gegengewicht  C  an  dem  Ende  eines  um  f  dreh- 
baren Hebels  DC  augebracht,  welches  vermit- 
telst der  Kette  c  höher  nnd  tiefer  gestellt  wer- 
den kann;  im  ersten  Fall  rQckt  der  Schwer- 
punkt der  ganzen  Maschine  der  Achse  d  näher, 
im  andern  Fall  entfernt  er  sich  von  der  Achse. 
Je  nach  der  Grosse  der  bei  K  anzuhängenden 
Last  wird  mau  daher  das  Uebergewicht  C  tiefer 
oder  hoher  stellen.    Die  Bewegung  des  Ueber- 
gewichts  C  geschieht  durch  die  Kurbel  H  nnd 
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deren  Getriebe,  wenn  dieses  vorher  durch  Ver- 
schieben seiner  Achse  mit  dem  Rad  b  io  Ein- 
griff gebracht  norden  ist;  die  Kette  c  schlingt 
sich  zuerst  Ober  eine  feste  Leitrotle  m  und  ist 
dann  auf  der  Welle  des  Rades  D  befestigt. 
Wenn  die  Last  auf  die  erforderliche  Höhe  ge- 
bracht ist,  l&sst  sich  der  ganze  Krahn  vermit- 
telst des  Wasens  EE  an  die  Stelle  bringen,  wo 
die  Last  niedergelegt  werden  soll, 

4).  Anch  die  ^bekanntenWind-undWasser- 
iD  ü  h  1  e  n  sind  dem  Wesen  nach  zasammensesetzte 
Rüderwerke.    Auf  den  Muhlenflügel  oder  das 
Wasserrad  wirkt  die  treibende  Kraft  des  Windes 
oder  Wassers  und  der  rotierende  Mahlstein  leistet 
die  Arbeit.    Wasserrad  oder  Muhlenüagel  be- 
wegen eine  wagerecbte  Welle ,   welche  in  daa 
Innere  der  Mahle  tritt  nnd  vermittelst  der  ko- 
nischen Räder  RR  ihre  Kraft  an  eine  stehende 
Welle  D  abgibt,  die  ein  grösseres 
horizontales  ätimrad  trägt,  welches 
in  di»  beiden  seitwärts  stehenden 
Getriebe  C  and    G  eingreift  und 
hierdurch  die  Mahlspindeln  >'  and 
X  in  raschen  Umtrieb  setzt  (siehe 
Fig.  334).     Damit  ein  oder  beide 
Mahlgänge   beliebig  in  Stillstand 
nnd  wieder  in  Gang  gesetzt  wer- 
den können,  sind  die  Getriebe  C 
nnd   G    auf   ihren  Spindeln   ver- 
schiebbar,   und   in   Fig.  3ä4    er- 
scheint der  rechte  Mahlgang  aus- 
gerückt, d.  h.   das  Getriebe  G  ist 
durch  HerunterrUcken  ausser  Ein- 
griff mit  der  Triebscheibe  E  ge- 
setzt   Das  Mahlen  geschieht  zwi- 
schen den   beiden  horizontal  lie- 
genden runden  Mahlsteinen,   von 
welchen  der  untere  festliegt  und 
Bodenstein  genannt  wird,  wäh- 
rend sich  der  obere  L  Ober  dem 
uuteren  nm  seine  senkrechte  Achse  umdreht  und 
Läufer  heisst.    In  der  Mitte  hat  der  Läufer  iu 
der  Richtung  seiner  Achse  einLoch,  das  Lauf  er- 
äuge, durch  welches  das  Getreide  zwischen  die 
Mühlsteine  eingefQhrt  wird ;  auch  der  Bodenstein 
hat  in  seiner  Mitte  ein  rundes  Loch,  welches  so 
mit  Holz  ausgefüttert  ist,  dass  sich  die  Spindel 
oder  das  Mahl  eisen  F,  durch  welches  der  Läu- 
fer herumgedreht  wird ,  eben  noch  leicht  darin 
umdrehen  kann.    Um  das  Getreide  zwischen  die 
Mühlsteine  zu  bringen,  dient  der  Rumpf  K, 
welcher  Ober  denaelben  befestigt  ist  und  in  den 
das  Getreide  geschüttet  wird.    Der  Rumpf  hat 
die  Gestalt  eines  viereckigen  Trichters,  dessen 
untere  Oeffnung  der  Schuh  Z  umschliesst;  das 
ist  ein  Kasten  mit  niedrigem  Rande,   welcher 
unter  dem  Rumpf  hängt  und  gehoben  werden 
kann.    Vorn  hat  der  Schuh  eine  durch  einen 
Schieber   mehr    oder    weniger    verschliessbare 
Oeffnung,  aus  welcher  das  Getreide  durch  das 
Läuferange  auf  den  Bodenstein  fällt.     Damit 
das    Getreide   gleich  massig  er    aus   dem    Schuh 
falle,    erteilt  man  demselben  eine  regelmässig 
rüttelnde  Bewegung   durch    den,  vorn  an  ihm 
angebrachten  RQhrstock  A,  welcher  bis  in  das 
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Läuferauge  reicht  und  hier  an  einen  hölzernen, 
mit  drei  Zacken  versehenen  Bing  durch  eine 
Feder  angedrückt  und  so  hin  und  her  bewegt 
wird.  Der  Läufer  treibt  nach  und  nach  das 
gemahlene  Getreide  an  den  Rand  der  Steine 
und  aus  denselben  heraus;  damit  das  Mehl  aber 
nicht  nach  allen  Seiten  herausgeworfen  werde, 
sind  die  Steine  mit  einer  hölzernen  Umhüllung 
umgeben.  Durch  eine  Oeffnung  derselben  kommt 
das  gemahlene  Getreide  in  das  Beutelwerk,  wo 
das  Mehl  von  der  Kleie  durch  ein  besonderes 
Sieb  gesichtet  wird.  Da  das  Beutelwerk  bestän- 
dig durch  den  an  einer  senkrechten  Welle  be- 
findlichen Beutelarm  erschüttert  wird,  so  fällt 
das  feine  Mehl  durch  denselben  in  den  Mehl- 
kasten, welcher  mit  dem  Windetuch  verhängt 
ist,  damit  das  Mehl  nicht  herausfliegt.  Die 
Kleie  geht  durch  eine  andere  Oefifnung  des 
Beutelsiebes  und  fällt  in  den  Verkästen.  Ist 
fast  alles  Getreide  aus  dem  Rumpf  herausge- 
laufen, so  ertönt  eine  Glocke  a  und  ruft  den 
Maller  zu  erneutem  Aufschütten.  £s  liegt 
nämlich  auf  dem  Grund  des  Rumpfes  ein  leich- 
tes Stück  Holz,  welches  an  eine  Schnur  gebun- 
den ist,  die  über  eine  Rolle  zu  dem  Pflock  e 
führt.  Von  dem  im  Rumpf  befindlichen  Getreide 
wird  dieses  Holzstückchen  festgehalten,  so  lange 
der  Rumpf  noch  nicht  ganz  leer  ist,  dann  aber 
sinkt  der  Pflock  e  herab  und  wird  von  dem  an 
der  Welle  befindlichen  Stab  b  angestossen,  so 
dass  die  Glocke  ertönt. 


y).  Gelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  279.  Der  Halbmesser  des  Rades 

an  einer  Welle  beträgt  80  cm,  der  Radius  AnflÖBung.    Nach  Gleichung  1).  in  Ant- 

der  Welle  12  cm.    In  welchem  Verhältnis  wort  auf  Frage  210  ist: 

steht  für  den  Fall  des  Gleichgewichts  die  P  :  Q  =  r :  R 

Kraft  zur  Last  und  welche  Kraft  vermag  q^q^  ^^  gegebenen  Zahlen  werte  eingesetzt: 

einer  Last  von  580  kg  das  Gleichgewicht  p  •  Q  =  12  -  80 

zuhalten?  ^^der:                p'.Q^^g.^o 

d.  h.  die  Kraft  verhält  sich  zur  Last  wie 
3  :  20  oder  wie  1  :  6V$.     Beträgt  nun  die 
Hilfsrechnang.  Last  580  kg,  so  beträgt  die  Kraft 

580  580 . 3         ^^   ^        ^„  P  =    ^^^ 


-j-  =  —SÄ —  =  29.3  =  87  gl 

ög-  oder:  _        ^_  3 


P  =  87 

d.  h.  eine  Kraft  von  87  kg  hält  einer  Last 
von  580  kg  das  Gleichgewicht. 


Aufgabe  280.  Der  Halbmesser  eines  Well- 
rades beträgt  1,2  m,  der  Radius  der  Welle  Anflösiing.    Nach  Gleichung  2).  in  Ant- 
16  cm,  die  Dicke  des  Lastseils  beträgt  4cm,  ^^ort  auf  Frage  210  ist: 
die  Dicke  des  Seils,  an  welchem  die  Kraft  v{n-\-d\ 
wirkt,  1 V2  cm.   Welcher  Last  kann  man  mit  Q  =   ^     *"  ^ 
einer  Kraft  von  24  kg  das  Gleichgewicht  (^  +  <') 
halten  ?  oder  da  P  =  24,  D  =  2 . 1,2  =  2,4,  d  =  0,015, 
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Q  = 


HiUsreohnimg. 

2,4  +  0,015  =  2,415 
0,32  +  0,04  =  0,36 

24 . 2,415  ^         2 . 0,805 


0,36       '         ^  ~      0,01 
oder:       Q  =  1,610 : 0,01 
oder:       Q  =  161 


^  =  2  •  0,16  =  0,32  und  <r  =  0,04  ist,  so  er- 
hält man  für: 

_   24(2,4  +  0,015) 

"^  "     (0,32  +  0.04) 
oder:  ^ 

Q  =  161     (siehe  Hilferechn.) 

d.  h.  mit  einer  Kraft  von  24  kg  kann  man 
einer  Last  Von  161  kg  das  Gleichgewicht 
halten.    Ohne  Rücksicht  auf  die  Dicke  der 

Seüe  würde  Q  =  ^^j^  =  180  sein. 


Aufgabe  281.  Mittels  eines  Spillenrades 
(siehe  Fig.  302)  Ton  3  m  Durchmesser  soll 
eine  Last  von  750  kg  durch  48  kg  Kraft 
im  Gleichgewicht  erhalten  werden. 

a).  Wie  gross  muss  der  Wellendnrch- 
messer  sein,  wenn  die  Dicke  des  Lastseils 
3,5  cm  beträgt  ? 

b).  Wie  gross  muss  bei  denselben  Dimen- 
sionen die  Kraft  sein,  wenn  bei  eintretender 
Bewegung  die  Bewegungshindemisse  Vs  der 
Last  betragen? 


Auflöeang.  a).  Die  Kraft  P  =  48  kg  wirkt 

an  einem  Hebelarm  von  j  .  3  =  l-^m  Länge. 

Die  Last  Q  =  750  kg  wirkt  an  einem  Hebel- 
arm von 

Länge,  folglich  ist  bei  Gleichgewicht: 

48  .  ly  =  750  (I «  +  0,0175) 

72  =  875a; +13,125  (s.HiifBr.i) 
oder:  375«  =  72  —  13,125 

72  — 18,125 


oder: 


1)- 


2). 


Hilisrechnangen : 

750.0,0175  =  0,175.75 


und  somit: 


X  = 


875 


72 
— 13,125 


875 
1225 


13,125 


58,875  :  375  =  0,157 

2137 
1875 


2625 
2625 


3).    .    .    1-0,157  =  0,0785 


0,0175 


also  ist: 


0,0960 

p  _   4 .  750 . 2  . 0,096 
""  8.3 


oder: 

P  =  4  .  250 . 2 . 0,032  =  1000 .  0,064 


=  64 


oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechnuog  2). 
"*•  X  =  0,157 

d.  h.   der  Durchmesser   der  Welle   muss 
15,7  cm  betragen. 

b).  Ohne  Bewegungshindemisse  ist  nach 
Antwort  auf  Frage  210: 

R 
Betragen  aber  die  Bewegungshindernisse 
=  vQi  80  muss: 

^  -y'B" 

sein,  oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte 
eingesetzt,  gibt: 

4      750  (y.  0,157 +  0,0175) 
8^ II 

2 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  3). : 

P  =  64 

Dasselbe  Resultat  wflrde  sich  auf  einfache 
Weise  ergeben  haben,  wenn  man  die  ge- 
gebene li^aft  P  =  48  mit  Vs  multipliziert 
hätte.  Da  beide  Resultate  genau  miteinan- 
der ttbereinstimmen,  so  ist  damit  der  Be- 
weis geliefert,  dass  die  für  den  Wellen- 
durchmesser berechnete  Grösse  richtig  ist. 


P  = 
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Aufgabe  282.  Welche  Last  können  zwei 
Männer  vermittelst  eines  Ereazhaspels  (siehe 
Fig.  308)  aufwinden,  wenn  jeder  mit  einer 
Ejraft  von  25  kg  arbeitet  und  wenn  die 
Länge  eines  Hebelarms  bis  zom  Angriffs- 
punkt der  Kraft  =:  90  cm  and  der  Halb- 
messer der  Welle  samt  der  halben  Seildicke 
=  772  cm  beträgt.  Die  Bewegnngshinder- 
nisse  sollen  zu  Vs  der  Last  berechnet  werden. 


Hilisrechnimg. 

4.15« 


3.2 


=  IOä 


also: 


Aaflösnng.    Die  an  einem  90  cm  langen 
Hebelarm  wirkende  Kraft  beträgt: 

V  =  2.2b  oder  50 kg. 

Die  an  einem  Hebelarm  von  7V2cm  wirkende 
Last  ist  X.  Nach  Antwort  auf  Frage  210  ist: 

P.R  =  Q.r 

oder  mit  Berücksichtigung  der  Reibung  etc. 
ist: 

P.R  =  i-Q.r 
oder  die  gegebenen  Zahlenwerte  eingesetzt: 


lö«  =  4500 
X  =  450 


oder: 


50.90  =  4**^T 


4500  = 


4.15« 


oder: 


3.2 

X  =   450    (Biehe  Hilftrechn.) 

d.  h.  die  Last  darf  450  kg  betragen. 


Aufgabe  283.  An  einem  zweimän- 
n  i  s  c  h  e  n  (d.  h.  mit  zwei  Kurbeln  ver- 
sehenen) Kurbelhaspel  (siehe  Fig.  304)  ar- 
beiten zwei  Mann  mit  je  18  kg  Kraft  an 
45  cm  langen  Kurbeln.  Die  Wellen-  und 
Seildicke  beträgt  zusammen  12  cm. 

a).  Welche  Last  kann  im  Gleichgewicht 
erhalten  werden? 

b).  Welche  Last  kann  gehoben  werden, 
wenn  die  Bewegungshindernisse  =  Vs  Q  sind? 

c).  Wieviel  Umdrehungen  sind  erforderlich, 
um  die  Last  6  m  hoch  zu  heben? 


1). 


Hilfsrechnuxigen : 

3 .  270  3  .  135 


4 
3.135 


2 

405 


=  20275 


2).    . 
3)     . 


3,14 .  12 

=  37,68 


600  :  37,68  =  60000  :  3768 

3768 

"22320 
22608 


=  16 


Aollosang.  Es  wirkt  an  einem  45  cm 
langen  Hebelarm  eine  Kraft  P  =  2.18 
oder  36  kg.  Die  Last  x  wirkt  an  einem 
6  cm  langen  Arm,  folglich  wird  fOr  den 
Fall  des  Gleichgewichts: 

36.45  =  x.Q 

oder: 

36.45 

X  = 

6 

oder: 

aj  =r  6 .  45  =  270 

sein,  d.  h.  die  Last  Q  =  270  kg. 

b).  Betragen  die  Bewegungshindemisse 
=  VaQ»  so' darf  die  zu  hebende  Last  bei 
demselben  Kraftaufwand  nur 

oder :      Q  =  202V2  kg  betragen. 

c).  Bei  einer  Umdrehung  wird  die  Last  um 
s  =  12. 3,14  oder  37,68  cm 
gehoben.    Soll  nun  die  Last  um  6  m  ge- 
hoben werden,  so  sind  -^q-  Umdrehungen 

oder  nach  Hilfsrechnung  3).  circa  16  Um- 
drehungen nötig. 


GelOBte  Aufgaben  aber  das  Wellntd. 


Anfgftbe  284.  Welche  Last  kaoo  ein 
Mann  a).  mittels  eines  Laufrads,  b).  mit- 
tels eines  Sprossenrads  aofwindeo,  wenn 
der  Halbmesser  des  Rades  oder  der  Kraft- 
arm in  beiden  F&llen  1,5  m,  der  Wellen- 
balbmesser  nebst  halber  Seildicke  12  cm, 
das  Gewicht  des  Arbeiters  65  kg  beträgt 
and  die  Bewegnngshindemisse  zunächst  nn- 
berflcksichtigt  bleiben  und  wenn  beim  Lauf- 
rad der  vom  Ängriffspankt  der  Kraft  aus- 
gehende Radius  mit  der  Kraftrichtang  einen 
Winkel  a  =  85'  einschUesst  (a.  Fig.  835). 

Figar  335. 


AnQSsims.  a).  Die  unbekannte  Last  x 
wirkt  an  einem  12  cm  langen  Hebelarm, 
die  Kraft  P  =  66  kg  an  einem  Hebelarm 
CA,  welcher  erst  berechnet  werden  mnss, 
nnd  es  ist  somit  für  den  Fall  des  Gleich- 
gewichts: 

12a;  =■-  65.  CA 
Nun  ist: 

CA 


alBo: 
oder: 

nnd  somit: 
oder: 


CA  =  150.  sin  35« 
12a:  =  65. 150.  Bin  3 


ffiUanchniuig. 

65  .  150  65  .  25 


"162572  =  812,5 
j .  Bin  35°  =  log  812,5  +  log  sin  35« 
log  312,5  =     2,9098234 
+  log  sin  35«  =     9.7585913-10 
logs  =     2,T6S4H7 


oder  nach  nebenstehender  Hilfsrecbnong: 

X  =  586,7 
d.  h.  die  zo  bewältigende  Last  beträgt  ohne 
ROcksiefat  auf  die  Bewegangshindemisse : 

586,7  kg. 

b).  Wirkt  dieselbe  Kraft  dagegen  am 
Sprossenrad,  so  ist  der  Hebelarm  der  Kraft 
gleich  dem  Radins  ^  150  cm  and  somit 
fflr  den  Fall  des  Gleichgewichts: 

65.150 


12 


2,5  kg  (..B 


Anigftbe  286.  An  dem  96  cm  langen 
Hebelarm  einer  Differentialwelle  wirkt  eine 
Kraft  von  64  kg.  a).  Welche  Last  wird  mit- 
tels derselben  gehoben  werden  kennen,  wenn 
der  Durchmesser  des  stärkeren  Teils  der 
Welle  32  cm,  der  des  dünneren  Teils  28  cm 

beträgt  und  die  Reibangswiderstände  za  V»       AnflSsimg.    Nach  der  auf  Seite  357  ge- 
der  Last  angenommen  werden?   b).  Welchen  gebenen  Gleicbnng  ist  die  Last: 
Weg  mnss  die  Kraft  zarOcklegen,  wenn  die  2KP 

Last  5  m  hoch  gehoben  werten  soll?  Q  =    g_y 


da  aber  die  Bewegnngshindemisse  : 
betragen,  so  ist  fttr  diesen  Fall: 


V,Q 


380 


Statik  oder  die  Lehre  vom  Oleichgewicht  fester  Körper. 


Q  =  l- 


2KP 


HilfBrechnimgen. 

l). 

.  .  ^•^^^•«^  =2.8.64.6 

2 . 64  =  128 

8.5  =   40 

5120 

2).  . 

.  2 .  96 .  3,14  =  192 . 3,14 

768 
192 
576 

602,88 

8).  . 

.  500  :  6,28  =  50000  :  628  ==  79,6 

4396 

6040 
5652 

• 

3880 
3768 

6     (R  — r) 
oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt: 


oder: 


Q  _  ^      2.96.64 
\2        2  / 


Q  = 


2  2 

5.2.96.64 


oder: 


4).   .   .    80.6,03  =  482,4 

echnang  kein 

602,88 .  79,6 


bei  genauer  Bechnang  kommen  rund  480  m  heraus, 
denn: 


361728 
542592 
422016 


479,89248 


6.2 

Q  =   5120  kg    (siehe  Hilfsrechn.  1) 

b).  Nach  ErkL  241  ist  bei  einer  Um- 
drehong : 

der  Eraftweg  «i  =  2K7r 

der  Lastweg   «2  =  ^  (^  —  *") 
oder  die  entspr.  Zahlenwerte  eingesetzt,  ist: 

8i  =  2 .  96 . 8,14 
oder  nach  Hilfsrechn.  2). : 

8.  =  602,88  oder  ca.  603  cm 
und 

82  =  3,14 . 2  oder  6,28  cm 

Soll  nun  die  Last  5  m  =  500  cm  hoch 
gehoben  werden,  so  sind,  da  die  Last  bei 
einer  IJmdrehang  sich  6,28  cm  hebt,  im 

ganzen  -^  =  ca.  80  Umdrehangen  nötig 

(siehe  Hilfsrechnang  3).  Mithin  hat  die 
kraft  einen  Weg  von  80 . 6»03  m  oder  nmd 
480  m  zorttckznlegen  (siehe  Hilfsrechn.  4). 


Aufgabe  286.  An  einer  Differentialwinde, 
deren  dünnerer  Wellenteil  12V2  c™  ^^^ 
deren  dickerer  Wellenteil  20  cm  Halbmesser 
hat,  hängt  eine  Last  von  200  kg  nnd  soll 
dnrch  eine  Kraft  von  20  kg  im  Gleichgewicht 
erhalten  werden.  Welche  Länge  mnss  die 
Kurbel  haben? 


HiUsrechnang. 


200 .  7y 

40 


=  5.7y  =  37^cm 


AnflöBong.   Da  bei  der  Differentialwinde 
nach  £rkl.  241 : 

Q(R  — r)  =2P.K 

ist,  so  ergibt  sich  hieraus  ftlr: 

Q(R-r) 


K  = 


2P 


oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  ein- 
gesetzt :  .  . 

200  (20  —  12y) 


K  = 


2.20 


oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechnang: 
d.  h.  die  Kurbell&nge  beträgt  37  Vi  cm. 


Aufgaben  über  das  Wellrad. 
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Aufgabe  287.  Mittels  einer  Erdwinde, 
deren  Welle  22  cm  Durchmesser  hat ,  soll 
eine  Last  von  400  kg  dnrch  2272  kg  Kraft 
gezogen  werden. 

a).  Wie  lang  mnss  die  Kurbel  sein,  wenn 
die  Bewegungshindernisse  unberücksichtigt 
bleiben? 

b).  Wie  lang  muss  die  Kurbel  sein,  wenn 
die  Bewegungshindemisse  V^  der  Last  gleich 
gerechnet  werden? 

c).  Wie  gross  ist  in  jedem  der  beiden 
Fälle  der  Weg,  den  die  Kraft  zurücklegen 
muss,  um  die  Last  4  m  weit  zu  rollen  ? 


AufloBung.     a).   Die   Last  von  400  kg 

wirkt  an  einem  Arm  von  y'22  =  11  cm 

Länge,  und  die  Kraft  von  22  V2  kg  an  einem 
Arm  von  x  m  Länge,  somit  ist  für  den  Fall 
des  Gleichgewichts: 


1). 


2). 

3). 


5). 


6). 


HiUarnehnungen. 

400.11.2   _    80.11.2 
45  ^  9 

80.22 


=  1760  :  9  =  195% 
9 

86 


50 


.    .    ^'\,^^  =  5.0,49  =  2,45 
.  .  22.3,14        4). 


628 
628 


.  40000:6908 
41448 


=  6 


69,08 


6.1,96  .  2.3,14  = 


11,76 


6,28 


9408 
2352 
7056 


73,8528 
6.2,45   .   2.3,14   = 


14,70 


6,28 


4396 
8792 


oder: 


22^a;  =  400.11 


X  = 


400.11.2 
45 


92,316 


oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  1).: 
X  =  195-T-  oder  ca.  196  cm 

b).  Werden  aber  die  Bewegungshinder- 
nisse berücksichtigt  und  zu  V»  der  Last 
berechnet,  so  muss  die  Kurbel  entsprechend 

länger  und  zwar: 
5 

-^  •  1,96  m  =  2,45  m    (s.  mUirechn.  2> 
4 

lang  genommen  werden. 

c).  Bei  jeder  Umdrehung  wird  die  Last  um 

22.3,14  =  69,08  cm 

gefördert  (siehe  Eülfsrechn.  3),  folglich  sind, 
wenn  der  Lastweg  4  m  beträgt: 

^Q^^  =  ca.  6  Umdrehungen 

nötig  und  somit  beträgt  der  Kraftweg  bei 
einer  Kurbellänge  von  1,96  m: 

6.1,96.2.3,14  =  73.85  m 

(siehe  Hilfsrechnuog  5) 

bei  einer  Kurbellänge  von  2,45  m  aber: 
6.2,45.2.3,14  =  92,32  m 

(siehe  Hilfsrechnung  6). 


Aufgabe  288.  Wieviel  Mann  ä  30  kg 
Kraft  sind  erforderlich,  um  an  einer  Schiffs- 
winde, deren  Halbmesser  nebst  der  halben 
Taudicke  22 V2  cm  beträgt,  mittels  Hand- 
spaaken,   deren  Länge  bis  zur  Mitte  der 


Auflösung.    Die  Last  beträgt  unter  Be- 


Welle  1,5  m  ist,  eine  Last  von  1000  kg  zu  rücksichtigung  der  Beibung 
heben,   wenn  die   Beibung   Vs    der  Kraft  4 

mehr  nötig  macht?  Q  =  y  1000 


und  wirkt  an  einem  22  V2  cm  langen  Arm* 
Die  Kraft  beträgt  x .  30  und  greift  an  einem 
1,5  m  langen  Arm  an.    Folglich  ist: 


382  Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 

-i.  1000.22,5  =  150.30a; 
mUsreohnong.  ^^®^  •.  4 ,  jqOO  .  22,5 

4.1000.22,5    _   40.25    _    40   _     2  •  3.150.80 

3.150.30     ""     150     "~    6    ^    3        oder  nach  nebenstehender  Hilfisrechnung: 

a:=6| 

d.  h.  es  sind  za  der  zu  leistenden  Arbeit 
7  Mann  erforderlich. 


Aufgabe  289.    An   einer  Erdwinde  mit 
einer  Welle  von  227?  cm  Durchmesser  ar-  .  tx      -»-^  j  ^ 

beiten  6  Mann  mit  je  80  kg  Kraft,  aber      Auflösung.    Das  Moment  der  4  Mann 
4  von  ihnen  in  einer  Entfernung  von  1,5  m,  ^  30  kg  bei  1,5  m  Entfernung  ist: 
die  beiden  flbrigen  von  1  m;  welcher  Last  4.30.1,5  =  180  mkg 

werden  sie  das  Gleichgewicht  halten?  ^^  Moment  der  2  Mann  ä  30  kg  bei  1  m 

Entfernung  ist: 

2 .  30 . 1  =  60  mkg 

also   das  Gesamtmoment  der  Arbeiter  = 
240  :  0,1125  ==  2400000  :  1125  =  213373        240  mkg,   der  Halbmesser  der  Welle  ist 

2250  0,1125  m,  folglich  das  Moment  der  Last  x 

1500  =  0,1125  a;  und  somit  für  den  Fall  des 

1125  Gleichgewichts : 

^'^^^  0,1125«  =  240 

^^"^^  oder: 

3750  ^  _     240 


Hillareohnung. 


3375  •"  ""    0,1125 

3^^  oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechnong: 

X  =  2133V3  kg. 

Autgabe  290.  Ein  Pferdegöpel  wird  durch 
zwei  Pferde  in  Bewegung  gesetzt,  die  dia- 

metral  gegenüber  an  einem  Arm  von  5  m      Auflösung.    Das  Moment  der  2  Pferde 
Länge  ziehen  und  so  eine  Last  von  1200  kg  ^  ^^  kg  bei  5  m  Entfernung  ist : 

mit  einem  Kraftaufwand  von  je  60  kg  heben,  2 .  60 . 5  =  600  mkg 

wobei  die  Bßweflni]iffshiiidemis8e  ^zz   '/    dpt*  

Last  betragen.  Welchen  Durchmesser  Srird  ««e  Last  nnter  Berücksichtigung  der  Wider- 
die  Seiltrommel  besitzen?  «**"**«  hetr&gt: 

Q  =  4-  •  1200  =  1600  kg 

und  wirkt,   wenn  der  unbekannte  Durch- 
messer der  Seiltrommel  mit  x  bezeichnet 

« 

wird,  an  dem  Hebelarm  ^-,  folglich  ist  für 
den  Fall  des  Gleichgewichts: 

oder: 
oder: 


1600- 

X 

2 

—  600 

800« 

= 

600 

X 

= 

600 
800- 

X 

— 

0,75  m 

Gelöste  Aufgaben  Aber  das  Wellrad.  383 

Aufgabe  291.  Es  sei  bei  emem  Riemen 
ohne  £nde  (siehe  Fig.  336)  die  aufzuwin- 
dende Lagt  Q  =  1000  kg,  der  Halbmesser 
der  Lastwelle  r^  =  6  cm,  der  Halbmesser 
des  dazu  gehörigen  Rades  R^  =  30  cm,  die 
Kurbel,  an  welcher  die  Kraft  P  wirkt,  = 
60  cm  und  die  an  derselben  Achse  sitzende 
Welle  im  Halbmesser  =12  cm.    a).  Wie 

gross   muss  die   an  der  Kurbel  wirkende      Anflösiing.     Nach  der  in  Antwort  auf 
Kraft  P  sein,  um  der  Last  das  Gleichgewicht  Frage  215  gegebenen  Gleichung  ist: 
zu  halten;   b).  wie  gross  müsste  die  Kraft  ^      ^ 

P^  sein,   wenn   die  Kurbel  direkt  an  der  P  =  ^'~n'^ 

Achse  der  Lastwelle  wirkte?  ^ 

oder  wenn  wir  die  entsprechenden  Zahlen- 
werte einsetzen: 

Figur  336. 


oder: 

-  =  •«««•14 

J^ 

? 

p  -  1000 '    . : 

5   5 

R 

oder: 
oder: 

_  1000 
25 

P  =  40  kg 

b).  Würde  die  Kurbel  direkt  an  der  Last- 
welle wirken,  dann  wäre: 

P . 60  =  1000 . 6 
oder: 

p  _    1000.6 

60 
oder. 

P  =  100  kg 


Aufgabe  292.  a).  Welche  Kraft  P  muss 
bei  einem  Räderwerk,  so  konstruiert  wie  es 
Fig.  337  zeigt,  an  der  Kurbel  R,  wirken, 
wenn  dieselbe  150  cm  lang  ist,  die  Halb- 
messer der  drei  Räder  R,  =  120,  R,  =  90, 
R4  =  90  und  die  Halbmesser  der  vier  Wel- 
len r^,  r,,  Tg  je  10  und  r^  =  7 Vi  cm  be- 
tragen, um  einer  Last  von  500  000  kg  das 
Gleichgewicht  zu  halten?   b).  Welche  Kraft 

ist  aber  zum  Heben  der  Last  nötig,  wenn       .   «.•  v    xt    1.   /^i  .  i.        ft^    • 

die  Gesamtreibungswiderstände  zu   V4  der   ,  AuHosung.     a).  Nach   Gleichung  2).   m 
Last   angenommen  werden?     c).   Wie   oft  ^twort  aal  Frage  225  ist: 
muss  die  Kurbel  umgedreht  werden,  wenn  n.rj.rj.r^.  Q 

die  Last  Vini  gehoben  werden  soll?  ^  =   r  .r  .r,.rT 

oder  wenn  wir  die  entsprechenden  Zahlen- 
werte einsetzen,  ist: 

_    10.10.10.15.500000 

"■      150.120.90.2.90 
oder: 

P  =   25,75  kg     (siehe  Hilfarechn.  1). 
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Figur  337. 


1).    . 


HilfBreclmaiigen. 

500000 .  1000 .  15    _    6250 
150.120.90,180    —     243 

243 I 6250  =  25,72 
486 

1390 
1215 


1750 
1701 

490 
486 


2). 


5 .  25,72 


=  5 . 6,43  =  32,15 


„.      1      500000 
^^'    "2""25;72" 


25000000 :  2572  ==  9720 
23148 

18520 
18004 


5160 
5144 


4).  .  .  9720  :  9,42  = 


16 

972000 :  942 
942 


=  1032 


3000 
2826 

1760 
1884 


5).    .   .   3,14  .  2 .  0,075  =  3,14  .^,15 


6). 


=  0,4710 


Q70    1  29  972  .  500 


972 .  500 

=  48600ÖTT71 
471 

1500 
1413 

870 
041 


471 


=  1032 


b).  Wenn  die  Gesamtreibangswider- 
Stände  aber  za  V«  der  Last  aDgenom- 
p   men  werden,  so  mnss  die  Kraft  IV4- 
mal  80  gross  sein,  also: 

_    5 .  25,72 

5— 

oder: 

P^  =  32,15  kg   (■•  Hilf».  2) 

c).  Da  sich  ohne  Mcksicht  auf  die 
Bewegongshindernisse  die  Kraft  zur 
Last  verhält  wie  25,72:500000,  so 
wird  der  Kraft  weg  soviel  mal  so  gross 
sein  mtlssen  wie  der  Lastweg,  als  die 
Zahl  25,72  in  500000  enthalten  ist.  SoU  also 
die  Last  Vz  m  gehoben  werden,  dann  hat 
die  Kraft  P  einen  Weg  von 

1      500000 

. .  ^——^.^^—^^ 

2 


25,72 


=  9720  m 

(siehe  Hilftrechn.  3) 


zorttckznlegen. 

Da  nnn  bei  jeder  Umdrehung  der  Kurbel 
die  Kraft  P  einen  Weg  von  2 . 1,5 . 3,14  = 
9,42  m  zurücklegt,  so  sind  ^soviel  Um- 
drehungen nötig  als  9,42  in  9720  enthalten 
ist,  also  nach  Hilfsrechn.  4).  =  1032  Um- 
drehungen. 

Zur  Probe  muss  sich  dasselbe  Resultat  auch 
noch  auf  anderem  Wege  ergeben.  Soll  nämlich 
die  Last  %  m  gehoben  werden ,  so  l&sst  sich 
zunächst  aus  dem  Halbmesser  der  Lastwelle  be- 
rechnen, wie  oft  sich  letztere  umdrehen  muss. 
Da  der  Halbmesser  7V2cm  =  0,075  m  beträgt, 
so  wird  die  Last  bei  einer  Umdrehung  ihrer 
Welle  um  3,14 .  2 . 0,075  =  0,471  m  gehoben. 
Die  Last  soll  aber  0,500  m  gehoben  werden, 

folglich  muss  die  Lastwelle  -^  =  1-yj-  Um- 
drehungen machen.  Dreht  sich  aber  die  Last- 
welle mit  dem  Rad  R^  einmal  um,  so  muss  das 

90 

Rad  Rj  schon  —  =  9,  das  Rad  R,  aber 
9.-^-=81unddieKurbelendUch81.-^  = 
972  Umdrehungen  zurücklegen.     Da  sich  nun 

29 

die  Lastwelle  l-^mal  umdrehen  muss,  so  muss 


471 


29 


die  Kurbel  972 .  l^^^mal  oder  nach  Hilfsrech- 
nung 6).  =  1032  umgedreht  werden,  was  dem 
vorigen  Resultat  entspricht. 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausffihrliclie  Prospekt  nnd  das  ansführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „yollständig  gelösten  Aufgabensammlung  Yon 
Dr,  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  Ton  der 
Verlagshandlung  gratis  und  poii»frei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aafgeschnitten  und  gut  brochiert  um  den  sofortigexi  nnd  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
nnd  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtUch,  ohne  jede  Bedeutung 
fflr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  Überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaft« 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  fOr  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  fttr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsuglichste  Lehrbuch 
Eum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Naohschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Heite 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  v^erden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


DriMk  Toa  Oarl  Hammer  in  Stuttgart 


I       onrfc     TT   #►/.       1  ^^^^    i  Statik 
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oder  dte  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester 
Körper  (Geostatik). 

Forts.  V.  Heft  381.  —  Seite  385—400. 

Mit  7  Figuren. 


Vollständig  gelöste 

Aufgaben-  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

io^lw  and  EntwicUnng  der  bflnntzten  Sätie,  FomelD,  Regeln,  In  Fragen  nnd  Antworten 

erl&atert  durch 

viele  Holzsclmitte  &  litliograplL  Tafeln, 

aal  allen  Zweigen 

der  KeebenkiuiBty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  Bph&rischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Gieometrie  etc.)  n.  hOheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Dinerential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Ranmes  etc.);  — 
ana  allen  Zweigen  der  Physik ,  Meehanik^^  Graphestatlky  Chemie  ^  Geodlsie^  Nautik, 
Btathemat.  Geograpilie,  Astronomie;  des  Jüisehinen-,  Strassen-,  EisentNÜin-,  Wasser-, 
BrAeken-  n«  Hoehhan's;  der  Konstrnktionsleliren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 

ParaHel-PerspektiTe,  SehattenkonstmktioDeii  etc.  etc. 

fftr 

Sclitiler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Stadium,  zur  Vorthfilfla  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  Ton 

Ilr#  Adolpb  Hleyer^ 

Mathematiker,  ▼ereideter  kOnlgL  preuis.  Feldmesser,  rereideter  grossh.  hessischer  Oeometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  IL 
unter  Ifitwirkung  der  bewährtesten  Kr&fte. 


Li.  ,^-t,:.L,j._  i_j  -  f-L_}_  J  -L  I    ^    v^    \  -.-^-  I 
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odBP  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Kfirper  (Geostatik) 

nach  System  Kleyer  bearbeitet 
von  R.  Klimpert,  Seminarlehrer  u.  Physiker  In  Bremen. 

Fortsetzung  v.  Heft  381.  —  Seite  385—400.    Mit  7  Figuren. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Oesamtgebiete  der  Mathematik ,  Physiliy 
Mechanik 9  math*  Geographie  ^  Astronomie  ^  des  Maschinen- ^  Strassen*,  Eisenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hoolibanes,  des  konstrnktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUstSndig 
gelöster  Form,  mit  vielen  Figuren,  Erklärnngen  nebst  Angabe  und  Eatirickelung  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelÖsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
ttberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  L  und  II.  Ordn.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Fri ratsch nlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Raugewerksehulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissensehaftsschnlen, 
Militärschnlen ,  Torbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  nnd  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  Überaus  grosso  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schill- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disciplinen  —  zum  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschnngen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Kedaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfei dstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandlimg. 
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Aufgabe  2d3.  Ein  System  von  Rädern 
(siehe  Fig.  337)  ist  so  beschaffen,  dass  die 
Rftder  R,,  R,  und  R4  beziehungsweise  120, 
80,  96  Z&hne  and  die  Getriebe  r^,  r,  und 

r,  beziehungsweise  40,  36  nnd  40  Zähne  Aoflösimg.   a).  Analog  der  Gleichung  2). 
haben,    a).  Welche  Kraft  P  mnss  an  dem  in  Antwort  auf  Frage  225  ist: 
72  cm  langen  Hebelarm  R^  wirken,  um  eine  z    z    z«  r    Q 
an  der  Welle  r^  hängende  Last  von  500  P  =  "r^^zzTz" 
Zentner  zu  heben,  wenn  der  Radius  dieser  ^*   ^'^'   * 
Welle  18  cm  misst  und  die  Reibungswider-  oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  ein- 
stände zu  Vb  der  Last  angenommen  werden?  gesetzt  und  in  Rücksicht  auf  die  Reibung 
b).  Welche  Last  kann  an  der  Welle  ange-  den  Wert  für  die  Kraft  mit  %  multipli- 
bracht  werden,   wenn  die  Reibungswider-  ziert,  gibt: 

stände  zu  %  der  Last  angenommen  werden  ^  _  40 .  86 .  40 .  18 .  500 .  50 . 6 

und   an  dem  72  cm  langen  Hebelarm  R^  72 .  120 .  80 .  96 . 5 

^  oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  1). : 

Hilisrechnimgen.  P  =  468  j  kg 

1).   .    .     ^0>B6,40.18.500.50.6  ^  I,)   ^^^^  Gleichung  3).  in  Antwort  auf 

72 .  120 .  80 .  96 . 5  Frage  225  ist: 

3 .  125 . 5            ^  y  V         P  •  Ri  •  Z« .  Za  •  Z« 

/         =    15 .  125 : 4  Q  =  ^  \,  \    l 

4               — Zi .  Zo .  z« .  rj, 

=  1875  :  4  =  468»/4  -t     2  -3     4 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eiuge- 

51     40  ■  72 .  120 .  80  .  96 . 4   __  -^  ^^  setzt,  und  den  für  Q  gefundenen  Wert  in- 

^'        40 . 36 . 40 .  18 . 5       —  16.32.4  fQjg^  ^g^  Reibung  mit  Vs  multipliziert,  gibt: 

=  64 .  32 


_    40.72.120.80.96.4 
252  ^  ""        40  .  36 .  40 .  18  . 5 

2648"  oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  2). : 

Q  =  2648  kg 

Aufgabe  294.  Mittels  einer  Seilwinde 
sollen  vier  Männer,  deren  jeder  mit  15  kg 
Kraft  an  einer  1  m  langen  Kurbel  drückt, 

eine  Last  von  1 1  =-  1000  kg  heben.    Die       Auflösnng.  a).  Das  Moment  der  Kraft  ist: 
Windetrommel  bat  30  cm  Durchmesser.  Wie  4.15.1  =  60 

kann  man  die  Zahnräder  wählen,  welche  die  das  Moment  der  Last : 
Kraft  von  der  Kurbel  auf  die  Seiltrommel  i 

abertragen,  wenn  man  1000 . -s- •  0,30  =  150 

a).  nur  eine,  q         ^^q  15 

b).  zwei  üebersetzungen  aus  -^  =  -g^r  ^^®^  ~  "«"  folgt,  dass  bei 

anwenden  will  ?   (Eine  Seilwinde  mit  zwei-  ^     Uebersetzung  ein  mit  der  Lastwelle 

facher  Räderübersetzung   ist   m   Fig.  338  ^^^^  verbundenes  4d  benutzt  werden  muss, 

schematisch  dargestellt.  ^^^^^^  ,,,^  ^^^^  gV^mal  soviel  Zähne  hat, 

als  das  an  der  Kraftwelle  sitzende  Getriebe. 
Hat  also  das  Getriebe  oder  der  Trieb  bei- 
spielsweise 12  Zähne,  so  muss  derselbe  in 
ein  Rad  von  30  Zähnen  eingreifen. 

b).  Bei  zwei  üebersetzungen  dagegen  ver- 
wandelt man  Zähler  und  Nenner  des  Bruches 
^V«  in  je  2  Faktoren,  welche  an  Grösse 
möglichst   wenig   voneinander    verschieden 

sma,  wie  z.  d.     o  3 

Klimpert,   Stotik.  25 
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Wendet  man  also  ein  Getriebe  Ton  8  = 
2.4  Zähnen  an,  so  mnss  das  zweite  Ge- 
triebe 3.4  =  12  Zähne,  das  erste  Rad 
dV4.4  =  15  and  das  zweite  Rad  4.4  = 
16  Zähne  erhalten. 


Aufgabe  296.  Eine  Kraft  P  =  20  kg 
soll  mit  einer  Last  Q  =  7200  kg  durch 
ein  System  von  4  Wellrädem  ins  Gleich- 
gewicht gebracht  werden;  welche  Grösse 
der  Räder  und  Wellen  wird  dieser  Be- 
dingung genügen? 


Anflöaang.    Ans 

^  _    7200 
P   ~ 
oder  auch: 


20 


8.9.10.10 
1.2.2.5 


360 


8.4.5.6 


u.  s.  w. 


1  l.I.l.l 

folgt,  dass,  wenn  die  Räder  die  Halbmesser 
8,  9,  10,  10  erhalten,  die  Wellen  die  Halb- 
messer 1,  2,  2,  5  erhalten  mflssen.  Hat 
also  der  kleinste  Trieb  6  Zähne,  so  haben 
die  folgenden  drei  resp.  12,  12  und  30 
Zähne,  während  die  4  lUder  resp.  48,  54, 
60  und  60  Zähne  erhalten  mflssen,  oder 
aber,  wenn  3,  4,  5,  6  die  Halbmesser  der 
Räder  sind,  dann  ist  der  Halbmesser  jeder 
Welle  =  1;  hat  also  jeder  Trieb  6  Zähne, 
so  haben  die  4  Räder  beziehungsweise  18, 
24,  30  und  36  Zähne. 


Aufgabe  296.  Bei  einer  Seilwinde  mit 
zweifacher  Räderübersetzung  (s.  Fig.  338) 
wirkt  die  Kraft  P  an  einer  Kurbel  von 
37 V?  cm  Länge,  an  deren  Achse  zugleich 
ein  Getriebe  r^  mit  11  Zähnen  sitzt,  wel- 
ches in  ein  Rad  R^  von  74  Zähnen  eingreift, 
an  dessen  Welle  ein  Getriebe  von  12  Zähnen 
in  ein  Rad  von  60  Zähnen  eingreift,  an 
dessen  Welle  W  von  22V2  cm  Radius  eine 
Last  aufgewunden  werden  soll. 

a).  In  welchem  Verhältnis  stehen  Kraft 
und  Last  zueinander,  abgesehen  von  allen 
Hindernissen? 

b).  Wie  gross  müssen  die  Radien  von  r, 
R^  und  R  sein,  wenn  der  Halbmesser  des 
an  der  Kurbel  sitzenden  Triebes  8,8  cm  ist? 

c).  Wie  oft  muss  die  Kurbel  gedreht  wer- 
den, wenn  die  Last  3m  gehoben  werden  soll? 


Figur  338. 


Auflösung,   a).  Nach  Antwort  auf  Frage 
225  besteht  folgende  Proportion: 
P  :  Q  =  r^ .  r, .  fg :  Ri ,  Rj .  R3 
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887 


1). 


HUIsreohnnngen. 

11.12.45 


=    11.6.45 


=  66.45 

330 
264 

2970 


75.74.60 


=  75 .  74 .  80 

=  75 .  2220 

150 
150 
150 


166500 


2970 :  166500  =  297  :  16650  =  83 :  1850 

2 


1850  :  33  =  56 
165 


83 


2).    .    . 


3). 


4).. 


200 

198 

•  2 

3 . 1850 
33    "^ 

1850 :  11  = 
75 

90 

20 

90 

2 .  75  . 3,14 
2 

=  3,14  . 0,75 
1570 

2198 

2,3550 

,18 : 2,355  = 

168180 :  2355 

16485 

3330 

2355 

9650 

9520 

=  168,18 


=  71,4 


oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  ein- 
gesetzt: 

P :  Q  =  11 .  12 .  22^ :  37-^- .  74  .  60 


oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  1). : 

P :  Q  =  83 :  1850 

2 


oder: 


P  :  Q  =  l :  56 


33 


b).  Da  nach  Antwort  anf  Frage  222  die 
Anzahl  der  Zähne  bei  ineinandergreifenden 
Rädern  in  demselben  Verhältnis  steht  wie 
ihre  Halbmesser,  so  wird  der  Trieb  von  12 
Zähnen:        _ 

-rj  •  8,8  =  9,6  cm 

Radius  haben,   während  das  Rad  von  74 

^'^'^'-         74.8.8         ,,, 

— rj-^—  =  59,2  cm 

und  das  Rad  von  60  Zähnen: 

60 . 8,8 


11 


=  48  cm 


Radius  hat. 


c).  Soll  die  Last  3  m  hoch  gehoben  wer- 
den, so  mnss  die  Kraft  einen  Weg  von: 

3.56^  =  168,18  m 

zurücklegen  (s.  Hilfsrechn.  2). 

Nun   beträgt   der  Eraftweg   bei    einer 
Kurbelumdrehung : 

2 .  37y .  3,14  =  2,355  m 

(i.  mifireohiu  8) 

folglich  sind  bei  einem  Wege  von  168,18  m: 

168,18   _ 
T355"  "  ^**  ^^ 

Umdrehungen  nötig  (siehe  mifirechn.). 


Aufgabe  297.  Es  soll  die  Anzahl  der 
Zähne  (oder  auch  das  Verhältnis  der  Rad- 
halbmesser) ermittelt  werden,  wenn  die  Be- 
triebswelle (z.  B.  die  Welle  des  Wasser- 
rads bei  der  Mühle)  12  und  die  letzte  oder 
Arbeitswelle  720  Umdrehungen  oder  Touren 
per  Minute  macht. 


Auflösung.    Die  Uebersetzungszahl  zwi- 
schen der  ersten  und  letzten  Welle  ist  im 

gegebenen  Fall  ^.    Bezeichnet  man  nun 

mit  fi^,  ftj  etc.  die  Anzahl  der  Zähne  der 
Getriebe,  mit  N^,  N,  etc.  die  Anzahl  der 
Zähne  der  Räder,  so  hat  man,  wenn  nur 
eine  zweifache  Uebersetzung  angewandt 
werden  soll: 

720   _    Ni.Nj 


12 


n«  .n, 
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Figur  339. 


man  braucht  also  720  nnd  12  nur  in  je  zwei 
Faktoren  zu  zerlegen  und  bat  dann  z.  B. 
wenn  man  ftlr  N^  and  N,  die  Zahlen  24  nnd 
30  nimmt,  für  n^  nnd  n,  die  Zahlen  3  nnd 
4  zn  nehmen.  Es  müssten  also  die  Getriebe 
mindestens  6  und  8,  die  beiden  Räder  aber 
48  und  60  Zähne  erhalten. 

Will  man  aber,  damit  die  einzelnen  Räder 
nicht  zu  gross  werden,  eine  dreifache 
Uebersetzung  anwenden,  so  hat  man  den 


Zähler  und  Nenner  des  Bruchs 


780 
12 


m  je 


drei  Faktoren  zu  zerlegen;  diese  können 

z.  B.  ^Tä'TT-  8«^^'  ^^8  ^^  I  (^i«-  23^) 
kann  dann  32,  das  Rad  II  36  und  das 
Rad  lU  40  Zähne  haben,  wenn  der  Trieb 
a  =  8,  &  =  8  und  c  =  12  Zähne  trägt, 
nnd  es  wird  dann,  wenn  das  Rad  I  eine 
Umdrehung  macht. 

Trieb  a  nebst  Rad  n  =  4  Umdrehungen, 
n     h     n       »    ni  =  -^-^Vj  =  18  Umdreh. 
und  „     c  =  4.4V2«3V3  =  60  Umdrehungen, 

also  auch  Trieb  c  720  Umdrehungen  zorflek- 
legen,  wenn  sich  Rad  I  12  mal  umdreht 


Aufgabe  298.  Bei  dem  in  Fig.  339  dar- 
gestellten Räderwerk  soll  die  Achse  W^  von 
der  Achse  W,  20  cm  Entfernung  haben,  wie 
gross  sind  demnach  die  Entfemungeii  4er 
flbrigen  Achsen  unter  sich  und  wie  gross 
sind  die  Radien  sämtlicher  Räder  und  Triebe, 
wenn  die  Räder,  wie  oben  angegeben,  be- 
ziehungsweise 32,  36  und  40  und  die  Triebe 
beziehungsweise  8,  8  und  12  Zähne  haben? 


Anllösnng.  Nennen  wir  den  Abstand  der 
beiden  Achsen  W^  und  W,  =  a,  und  ist 
die  Uebersetzungszahl  zwischen  Rad  I  und 
Trieb  a  =  n,  dann  ist  nach  Erkl.  249  der 
Radius  des  Rades  I: 

n  +  1 
oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  ein- 
gesetzt :  4  20 

R  =  16  cm 

und  somit  der  Radius  von  dem  Trieb  a  = 
20  —  16  =  4  cm,  da  sich  nun  die  Radien 
der  Räder  wie  ihre  Zähnezahlen  verhalten, 
undRadI:II:III=:8;9:10,  sohatRadll 
einen  Radius  von: 

9.16 


oder: 


8 


=  18  cm 


Rad  III  einen  Radius  von: 
10.16 


8 


=  20  cm 


Trieb  6  =  a  =  4cm  Radius 

12    4- 
und  Trieb  c  =  "F—  =  6cm  Radius 


Gelöste  Aufgaben  Über  das  Wellrad  und  die  B&derwerke, 


und  somit  beträgt  die  Entferaong  zwischen 
den  Achsen  W,  and  Wa: 

18  +  4  =  22  cm 
ond  zwischen  den  Acbsen  W,  nnd  W^: 


Aolgab»  299.  Bei  einem  Seilkrahn,  wie 
er  in  Fig.  340  angedeutet  ist,  sei  die  Ueber- 
setzong  (siehe  Erkl.  249)  an  der  Knrhel  Ä 
ond  der  Seiltrommel  B  =  2Vj,  am  Well- 
rad C  und  der  Seiltrommel  D  =  10.  Mit 
welcher  Kraft  mOssen  2  Arbeiter  an  den 
beiden  Knrbeln  drehen,  wenn  eine  an  der 
losen  Rolle  E  hängende  Last  von  25  Zentner 
gehoben  werden  soll  nnd  wenn  die  Be- 
wegnngBhindemlsEe  za  'U  der  Last  ange- 
nommen werden? 

Figor  840. 


AnllÖaimo.  Die  Uebersetznng  an  Enrbel 
nnd  Seiltrommel  ist  2  Vi  fach,  an  Wellrad 
nnd  Seiltrommel  lOfach  ond  an  der  losen 
Rolle  2fach,  folglich  zosamroen: 

gi-lO-a  =  SOfftch 

folglich  ist  die  Kraft  ohne  Rücksicht  anf 
die  Widerstände; 


werden  dagegen  die  Widerstände  =  V4Q 
in  Rechnung  gebracht,  so  ist: 


P  =  31-^  kg 

folglich  h^t  jeder  der  beiden  Arbeiter  eine 
Kraft  von  15V«  kg  in  Anwendung  zn  bringen. 


Aolgabe  300.  Bei  einem  Krahn  (siehe 
Fig.  341  und  342}  hängt  die  anfznwindende 
Last  an  einer  beweglichen  Rolle  mit  paral- 
lelen Seilen ;  das  Seil  (resp.  die  Kette)  geht 
über  eine  Welle  A  von  dem  Halbmesser 
r,  ^=  22Vi  cm,  an  welcher  ein  Rad  B  mit 
86  Zähnen  sich  befindet;  das  Rad  greift  in 
ein  Getriebe  C  von  II  Zähnen,  welches  mit 
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einem  Rad  D  von  42  Z&hnen  auf  derselben 
Welle  befestigt  ist.  Das  Rad  D  greift 
wieder  in  ein  ein  Getriebe  K  mit  11  Zäh- 
nen, an  dessen  Achse  sich  die  Kurbeln  G 
und  H  befinden,  welche  einem  Halbmesser 
von  37V2  cm  entsprechen.  Zugleich  ist  aber 
auch  ein  Rad  F  mit  74  Z&hnen  vorhanden, 
welches  mit  dem  Trieb  £  von  11  Zähnen 
auf  derselben  Achse  sitzt  und  durch  den 
Trieb  L  von  ebenfaUs  11  Zähnen  in  Be- 
wegung gesetzt  werden  kann.  Wie  verhält 
sich,  abgesehen  von  allen  Hindernissen  die 
Kraft  zur  Last 

a).  wenn  K  und  C  die  treibenden,  D 
und  B  die  getriebenen  Räder  sind, 

b).  wenn  L,  £,  G  die  treibenden,  und  F, 
D,  B  die  getriebenen  Räder  sind? 

c).  Wieviel  Umdrehungen  der  Kurbel  sind 
in  jedem  der  beiden  vorigen  Fälle  nötig,  um 
die  Last  4m  hoch  zu  heben? 


AuflÖBung.  a).  Beim  Eingreifen  des 
Triebes  K  mit  11  Zähnen  in  das  Rad  D 
mit  42  Zähnen  ist: 

P:-1q  =  22^-11.11:86.42.37! 

oder: 

1  45.11.11     86.42.75 

T^  ~"  2         "  2 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  1).: 


1). 


Hillsrechnungen. 

.  45.11.11  =J5.m 

605 

484 


86 .  42 .  75 

210 
294 


86 .  3150 

18900 
25200 

270900 


5445 


2).  .  541800:5445 
49005 

51750 
J9005_ 

2745 


=  99 


3). 


.  45.11.11.11  =  5445.11 


=  59895 


74 .  42 .  86 .  75  =  270900 .  74 


10836 
18963 


4). 


40093200 :  59895 
359370 

415620 
359370 


20046600 


562500 
539055 

23445 


9 


23445 

59885 

2605 
6655 

5). 


521 
1331 


2.0,371/2.3,14  =  3,14.0,75 


1570 
2198 

2,8550 


P:-^Q  ==  5445:270900 

oder: 

P  :  Q   =  5446:541800 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  2).: 

61 


P :  Q  =  1 :  99 


oder  rund: 


121 


P  :  Q  =  1 :  100 


b).  Beim  Eingreifen  des  Triebes  L  von 
11  Zähnen  in  das  Rad  F  von  74  Zähnen  ist: 

P:1q  =  22y.ll.ll.ll:74.42.86.37y 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  3). : 

P:1q  =  59895:20046600 

oder: 

P  :  Q   ==  59895:40093200 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  4). : 

P :  Q  =  1 :  669  ^^^ 

oder  rund: 

P  :  Q  =  1 :  670 

c).  Soll  die  Last  4  m  hoch  gehoben  wer- 
den, so  muss  im  ersten  Fall  die  Kraft 
einen  Weg  von: 

100.4  =  400m 

beschreiben.  Bei  jeder  Umdrehung  der 
Kurbel  von  37  Vi  cm  Länge  legt  die  Hand 
des  Arbeiters  einen  Weg  von: 

2 . 0,37y .  3,14  m  =  2,355  m 


1331 


folglich  sind: 


400 


(b.  Hilfsrechn.  5) 


=  ca.   170    (■.  Hilfsrechn.  6) 


2,355 

Umdrehungen  nötig. 

Im  zweiten  Fall  beträgt  der  Kraftweg: 
670 . 4  =  2680  m 
folglich  die  Zahl  der  Umdrehungen: 

2680 


2,355 


=   1138      (8.  Hilfsrechn.  7) 


Gelöste  Aufgaben  Ober  das  Wellrad  und  die  Rftderweike. 


6).  . 

.  400000  :  2355  =  170 
2355 
IWSO 
16485 

7)  ,. 

.  2680000  :  2355  =  1138 
2355 

3250 
2355 

8950 
7065 

fi).  üngeldsta  Anfgaben. 

Anfgabe  301.    Bei  einem  Wellndmodell  be-       Andmitung.    Die  AußOsuDg  ergibt  sich  analog 
tr&gt  der  Durchmeaaer  des  Rades  37 '/^  cm,  der  der  gelösten  Aufgabe  2Ti). 
Dnrchmesser  der  Welle  5'',  cm.    Welches  Ge- 
wicht   mnBB    an    dem    Rad  umfang    angebracht 
werden,  wenn  an  der  Welle  1kg  hängt? 


AnlgatM  302.  Der  Halbmesser  eines  Well-  AndMilung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
radea  beträgt  1  m,  der  Radius  der  Welle  10  cm.  gelö3t«n  Aufgabe  280. 
Last-  und  Kraftseil  sind  gleich  dick  und  haben 
27j  cm  Durchmesser.  Welche  Kraft  ist  nötig, 
um  einer  Last  von  280  kg  das  Gleichgewicht  zu 
halten,  a).  wenn  die  Dicke  der  Seile  unberück- 
sichtigt bleibt,  b).  wenn  die  Seildicke  mit  in 
Rechnung  gebracht  wird? 
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Aufgabe  303  Mittels  eines  Spillenrades  von  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
80  cm  Halbmesser  soll  einer  Last  von  200  kg  gelösten  Aufgabe  281. 
durch  eine  Kraft  von  28  kg  das  Gleichgewicht 
gehalten  werden,  a).  Wie  gross  muss  der 
Wellendurchmesser  sein,  wenn  die  Seildicke 
2^U  cm  beträgt,  b).  Wie  gross  muss  bei  den- 
selben Dimensionen  die  Kraft  sein,  wenn  bei 
eintretender  Bewegung  die  Bewegungshindemisse 
zu  Vs  d^^  JjiiSt  angenommen  werden? 


Aufgabe  304.  Welche  Last  können  zwei  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
Arbeiter  vermittelst  eines  Kreuzhaspels  auf-  gelösten  Aufgabe  282. 
winden,  wenn  jeder  derselben  mit  22  V2  kg  ar- 
beitet und  wenn  die  Länge  eines  Hebelarms  1  m 
und  der  Halbmesser  der  Welle  8  cm ,  die  Seil- 
dicke 3  cm  ist  und  die  Bewegungshindemisse  V4 
der  Last  betragen?  

Aufgabe  305.  An  einem  mit  2  Kurbeln  ver-  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
sehenen  Haspel  arbeiten  2  Mann  mit  je  20  kg  gelösten  Aufgabe  288. 
Kraft  und  winden  eine  Last  von  300  kg  auf. 
a).  Welche  Länge  haben  die  Kurbeln,  wenn  der 
Durchmesser  der  eisernen  WeUe  10  cm  und 
das  Lastseil  4,2  cm  dick  ist  und  wenn  die  Be- 
wegungshindemisse V4  ^^T^  Last  sind?  b).  Wie- 
viel Umdrehungen  sind  erforderlich,  um  die  Last 
3V2  ni  hoch  zu  heben?  c).  Welche  Last  würde 
durch  die  nämliche  Kraft  unter  sonst  gleichen 
Verhältnissen  im  Gleichgewicht  erhalten,  wenn 
auf  die  Widerstände  keine  Rücksicht  genom- 
men wird?  

Aufgabe  306.    In  einem  Laufrad  von  2  m       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
Halbmesser,  dessen  WeUe  9  cm  Radius  hat  und  gelösten  Aufgabe  284. 
dessen  Lastseil  4  cm  dick  ist,   geht  ein  Mann 
von  80  kg  Gewicht,  so,  dass  der  vom  Angriffs- 
punkt der  Kraft  ausgehende  Radius  mit  einem 
Lote  einen  Winkel  von  40°  bildet. 

a).  Welche  Last  kann  der  Arbeiter  heben, 
wenn  auf  die  Bewegungshindemisse  keine  Rück- 
sicht genommen  wird; 

b).  wenn  die  Widerstände  zu  V3Q  ^^  Rech- 
nung gebracht  werden? 

c]  Welche  Last  würde  der  Mann  aber  in 
beiaen  Fällen  heben,  wenn  er  statt  in  einem 
Laufrad  an  einem  Sprossenrad  von  denselben 
Dimensionen  arbeitete?  

Aufgabe  307.    An  dem  80  cm  langen  Hebel-       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
arm  einer  Differentialwelle  wirkt  eine  Kraft  von   gelösten  Aufgabe  285.   Es  ist  jedoch  zu  berück- 
40  kg.    a).  Welche  Last  wird  mittels  derselben  sichtigen,  dass  hier  bei  b).  der  Weg  der  Last 
gehoben  werden  können,  wenn  sich  die  Wellen-   gesucht  wird, 
radien   zueinander    verhalten   wie   11 :  12   und 
wenn  die  Widerstände  =  V4Q  betragen?  b).  Wie 
hoch  wird  die  Last  gehoben  werden,  wenn  die 
Welle  50  Umdrehungen  macht?  

Aufgabe  308.  Mittels  einer  Erdwinde,  deren       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
Welle  30  cm  Durchmesser  hat,  soll  eine  Last   gelösten  Aufgabe  287,  nur  dass  unter  c).  der 
von  800  kg  durch  35  kg  Kraft  fortgezogen  wer-  Lastweg  und  nicht  der  Kraftweg  zu  berechnen  ist. 
den.    a).  Wie  lang  ist  die  Kurbel  ohne  Rück- 
sicht auf  die  Widerstände;   b).  mit  Rücksicht 
auf  die  Widerstände,    welche   ein    V3Q  sind? 


Ungelöste.  Aufgaben  über  das  Wellrad. 
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c).  Wie  weit  wird  die  Last  bei  10  Umdrehungen 
gefördert? 


Aufgabe  309.  Bei  einem  Pferdegöpel  beträgt 
der  Durchmesser  der  Seiltrommel  125  cm ,  ein 
Pferd  zieht  an  einem  372^  langen  Zugbaum 
mit  44  kg  Kraft  und  die  Widerstände  betragen 
=  V4Q-    Welche  Last  wird  dadurch  gehoben? 


Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
gelösten  Aufgabe  290. 


""Anlgabe  310.  Bei  einer  Zentrifugal-  oder 
Schwungmaschine  hat  das  mit  der  Kurbel  an 
einer  Achse  sitzende  Rad  A  (siehe  Fig.  343) 
einen  Halbmesser  von  20  cm ;  dieses  Rad  greift 
in  ein  Getriebe  b  von  7  72  cm  Halbmesser  ein, 
an  dessen  Achse  ein  Rad  B  Ton  22  7^  cm  Halb- 
messer sitzt,  und  um  dieses  Rad  ist  eine  Schnur 
geschlungen,  durch  welche  ein  kleines  Rädchen 
c  Yon  272  cm  Halbmesser,  das  auf  der  Rota- 
tionsachse zugleich  mit  Rad  d  von  5  cm  Halb- 
messer sitzt,  gedreht  wird. 

a).  Wie  gross  wird  das  in  Q  anzuhängende 
Gewicht  sein  dürfen,  wenn  an  der  Kurbel  K, 
deren  geometrische  Achse  vom  Rande  des  Rades 
A  um  3  cm  entfernt  ist,  mit  8  kg  Kraft  gedreht 
wird? 

b).  Wieviel  Umdrehungen  wird  das  Wellrad 
cd  während  einer  Umdrehung  der  Kurbel 
machen  ? 


Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
gelösten  Aufgabe  282. 

Figur  343. 


Aufgabe  311.    Bei  einem  System  von  Well-       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
rädern  greift  ein  Rad  vom  Halbmesser  R,  =   gelösten  Aufgabe  292,  nur  mit  dem  Unterschied, 
40  cm  in  ein  Getriebe  vom  Halbmesser  r^  =  6  cm  dass  hier  unter  a).  und  b).  nicht  die  Kraft,  son- 
und  das  auf  der  Achse  dieses  Getriebes  sitzende  dem  die  Last  die  unbekannte  Grösse  ist. 
Rad  vom  Halbmesser  R2  =  60  cm  greift  in  ein 
Getriebe  vom  Halbmesser  r,  =  8  cm,  sowie  das 
auf  der  Achse  dieses  Getriebes  sitzende  Rad 
vom  Halbmesser  R9  =  120  cm  Halbmesser  in 
ein  Getriebe  von  dem  Halbmesser  r^  =  18  cm, 
an  welchem   sich  zugleich  die  Lastwelle  von 
demselben  Halbmesser  befindet. 

a).  Welche  Last  Q  am  Umfang  dieser  Welle 
wird  durch  eine  am  Umfang  des  ersten  Rades 
wirkende  Kraft  von  60  kg  im  Gleichgewicht 
erhalten  ? 

b).  Welche  Last  wird  durch  dieselbe  Kraft 
gehoben,  wenn  die  Widerstände  zu  V3  der  Last 
angenommen  werden? 

c).  Wie  oft  muss  das  erste  Rad  umgedreht 
werden  wenn  die  Last  1  m  hoch  gehoben  wer- 
den soll? 

Aufgabe  812.  Ein  System  von'Rädem  (siehe       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
Fig.  337)   ist  so   beschaffen,   dass   die  Räder   gelösten  Aufgabe  293  und  294  c). 
R2,  R3  und  R4  beziehungsweise  60,  54  und  45 
Zähne,   und   die   Getriebe  r^,   r,  und  r,  be- 
ziehungsweise 12,  15  und  9  Zähne  haben. 

a).  Welche  Last  kann  durch  einen  Mann  ge- 
hoben werden,  der  an  einer  Kurbel  von  der 
Länge  R|  =  50  cm  mit  15  kg  Kraft  dreht,  wenn 
der  Radius  r^  der  LastweUe  8  cm  misst  und 
die  Reibungswiderstände  =  74 Q  betragen? 

b).  Wieviel  Umdrehungen  der  Kurbel  sind 
nötig,  wenn  die  Last  1 V:  ni  gehoben  werden  soll  ? 
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Anlgabe  313.    Bei  einem  Haspel  mit  Vor-       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
gelege  werden  durch  40  kg  Kraft,  die  an  einer  gelösten  Aufgabe  294. 
40  cm  langen  Kurbel  wirken,  600  kg  Last,  die 
an  einer  Welle  von  12  cm  Halbmesser  hängen 
im  Gleichgewicht  erhalten.   Welches  Verhältnis 
werden  die  Zahnräder  zueinander  besitzen? 


Aufgabe  314.    Wenn  durch  ein  Räderwerk,       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
wie  es  Fig.  337  zeigt,  die  Kraft  P  einer  300-  gelösten  Aufgabe  295. 
fachen  Last  das  Gleichgewicht  halten  soll,  in 
welchem  Verhältnis   stehen   dann   Räder   und 
Triebe  zueinander? 

Anlgabe  315.    Bei  einer  Seilwinde,  wie  sie      Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt •  analog  der 
in  Fig.  338  dargestellt  ist,  sei  der  Durchmesser  gelösten  Aufgabe  296. 
der  Lastwelle  W  =  15cm,  die  Kurbel  K  ~ 
45  cm  und  die  Uebersetzungszahlen  R :  r  s=  7 
und  Rirrj  =  5. 

a).  Welche  Last  kann  durch  20  kg  Kraft  auf- 
gewunden werden,  wenn  die  Widerstände  unbe- 
rücksichtigt bleiben? 

b).  Wenn  der  Trieb  r  12  Zähne  hat,  wieviel 
Zähne  wird  dann  R,  R^  und  r^  haben? 

c).  Wie  verhalten  sich  die  Wege  von  Kraft 
und  Last  zueinander? 

d).  Wieviel  Umdrehungen  sind  nötig,  wenn 
die  Last  5  m  gehoben  werden  soll? 


Aufgabe  316.   Wie  muss  die  in  Fig.  343  an-       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
gedeutete   Schwungmaschine    eingerichtet  sein,   gelösten  Aufgabe  297. 
wenn  die  Welle  c  sich  15  mal  so  schnell  um- 
drehen soll  wie  das  Rad  A? 

Anlgabe  317.   Wenn  an  der  in  Fig.  343  an-       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
gedeuteten   Schwungmaschine   das  Rad  A   70  gelösten  Aufgabe  208. 
Zähne  und  der  Trieb  &  12  Zähne  hat,  und  die 
Achsen  beider  20  cm  voneinander  entfernt  sind, 
wie  gross  sind  dann  die  Radien  von  A  imd  h7 


Anlgabe  318.  Bei  einem  Seilkrahn  (siehe  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
Fig.  340)  arbeiten  an  je  einer  Kurbel  von  45  cm  gelösten  Aufgabe  299. 
Länge  zwei  Mann,  der  eine  mit  25,  der  andere 
mit  20  kg  Kraft.  Die  an  derselben  Achse  be- 
findliche Seiltrommel  hat  12  cm  Halbmesser, 
das  Rad  C  hat  75  cm  und  die  mit  diesem  Rad 
verbundene  Seiltrommel  abermals  12  cm  Radius. 
Welche  Last  können  die  Leute  heben 

a).  ohne  Rücksicht  der  Widerstände, 

b).  wenn  die  Widerstände  =  VaQ  sind? 


Aufgabe  310.    Bei  einem  Krahn,  wie  er  in       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
Fig.  341  und  342  dargestellt  ist,  habe  die  Seil-    gelösten  Aufgabe  300. 
trommel  A  einen  Halbmesser  von  20  cm,  während 
die  Kurbel,  an  welcher  die  Kraft  wirkt,  40  cm 
lang  ist.  Welche  Kraft  ist  nötig,  um  200  Zent- 
ner Last  zu  heben, 

a).  wenn  die  beiden  treibenden  Räder  K  und 
C  beziehungsweise  9  und  11,  die  beiden  ge- 
triebenen Räder  D  und  B  beziehungsweise  54 
und  66  Zähne  haben, 

b).  wenn  die  treibenden  Räder  L  =  9,  E  =  9 
und  C  =  11   Zähne,    die   beiden   getriebenen 
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Räder  F  =  54,  D  =  54  und  B  =  66  Zähne 
enthalten  and  die  Widerstände  nicht  in  Rech- 
nung gebracht  werden? 

c).  Wieviel  Umdrehungen  der  Kurbel  sind  in 
jedem  der  beiden  vorerwähnten  Fälle  nötig, 
wenn  die  Last  3  m  hoch  gehoben  werden  soll? 


f.   Ueber  die  schiefe  Ebene  und  die  Elementarmaschinen,  welche  sich 

als  schiefe  Ebenen  auffassen  lassen. 

Anmerknng  6.  Um  die  Gesetze  der  schiefen  Ebene,  des  Keils  and  der  Schraube 
verstehen  za  können,  hat  mas  sich  zunächst  vorzustellen,  dass  bei  diesen  einfachen 
Maschinen  keine  Reibung  stattfinde,  und  dass  die  angewandte  Kraft  nur  den  Zweck 
habe,  ein  Hinabgleiten  der  Last  zu  verhindern.  In  Wirklichkeit  ist  freilich  die  Reibung, 
welche  in  dem  Lehrbuch  „Ueber  die  Bewegungshindernisse**  ausführlich  behandelt  wird, 
namentlich  beim  Keil  und  bei  der  Schraube  sehr  gross,  und  ohne  dieselbe  wQrden  die 
genannten  Elementarmaschinen  gar  nicht  angewandt  werden  können.  Ohne  Reibung 
würde  der  durch  einen  Schlag  in  das  Holz  eingetriebene  Keil  plötzlich  wieder  zurück- 
prallen und  ohne  Reibung  würde  sowohl  die  trennende,  als  auch  die  zusammenpressende 
Schraube  ihre  einmal  zurückgelegten  Windungen  sofort  wieder  rückwärts  durchlaufen, 
sobald  die  Kräfteäussemng  aufhörte  zu  wirken. 

Wie  sich  ans  diesen  Thatsachen  unmittelbar  ergibt,  wirkt  die  Reibung  sowohl  der 
Lastäosserung  als  auch  der  bewegenden  Kraft  entgegen  und  kann  daher  im  grossen  und 
ganzen  bei  der  Entwickelung  der  Gleichgewichtsgesetze,  besonders  über  den  Keil 
und  die  Schraube,  als  nicht  vorhanden  betrachtet  werden. 


a).    Von  der  schiefen  Ebene. 

Frage  226.  Was  ist  eine  schiefe  Ebene?       Antwort.   Eine  schiefe  Ebene  ist  eine 

gegen  den  Horizont  unter  irgend  einem  Win- 
kel geneigte  Ebene,  eine  Ebene,  welche 
nicht  mit  der  des  ruhenden  Wasserspiegels 
zusammenfallt. 


Frage  227.    Was  geschieht,  wenn  man 
irgend  eine  Last  auf  die  schiefe  Ebene  legt      Antwort.   Denken  wir  uns  auf  der  schie- 
und  wie  lassen  sich  die  Bedingungen  des  fen  Ebene  irgend  eine  Last,  etwa  eine  Glas- 
Gleichgewichts  ermitteln?  kugel  liegend,  so  wird  dieselbe  infolge  der 

sehr  geringen  Reibung  bestrebt  sein,  von 
der  schiefen  Ebene  herabzurollen,  und  es 
lässt  sich  nach  dem  Satz  vom  Parallelogramm 
der  Kräfte  aus  dem  Gewicht  der  Kugel  eine 
Kraft  ermitteln,  welche  im  stände  ist,  das 
Herabrollen  der  Last  zu  verhindern  und 
welche,  um  ein  geringes  vermehrt,  fähig  ist, 
die  Kugel  auf  der  schiefen  Ebene  empor- 
zurollen. 


Frage  228.    Wie  verfährt  man,  um  die 
zur  Herstellung  des  Gleichgewichts  erfor- 
derliche Kraft  mit  Hilfe   der  Mathematik      Antwort.     Um  die  zur  Herstellung  des 
zu  finden?  Gleichgewichts  erforderliche  Kraft  auf  ma- 

thematischem Weg  zu  finden,  denken  wir 
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Figur  344. 


Erkl.  254.  Dass  es  willkOrlicli  ist,  von  wel- 
chem Punkt  der  schiefen  Ebene  aus  die  Höhe 
konstruiert  wird,  kommt  daher,  dass  im  folgen- 
den nur  das  Verhältnis  von  Höhe,  Länge  und 
Basis  gebraucht  wird,  und  dieses  Verhältnis 
wegen  der  Aehnlichkeit  der  lletreffenden  Drei- 
ecke bei  Annahme  eines  andern  Ausgangpunktes 
doch  dasselbe  wäre. 


uns  die  schiefe  Ebene  durch  das  recht- 
winklige Dreieck  ahc  (siehe  Fig.  344)  dar- 
gestellt. Ein  Lot  bc  vom  höchsten  (oder 
Ton  irgend  einem  andern)  Punkt  h  ^)  der- 
selben auf  die  Horizontalebene  gefällt,  heisst 
die  Höhe;  ein  zweites  Lot  vom  Fusspnnkt 
c  der  Höhe  auf  die  Durchschnittslinie  der 
schiefen  Ebene  mit  der  Horizontalebene  ge- 
fällt, heisst  die  Basis  der  schiefen  Ebene. 
Höhe  und  Basis  sind  die  Katheten  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Hypothenose 
die  Länge  der  schiefen  Ebene  heisst  Der 
Winkel  ce,  den  die  Länge  der  schiefen 
Ebene  mit  ihrer  Basis  einschliesst,  heisst 
der  Neigungswinkel  der  schiefen  Ebene. 
Die  Schwerl^aft  oder  das  Gewicht  Q  der 
Last,  welches  man  sich  nach  der  Lehre 
vom  Schwerpunkt  als  eine  Kraft  yorsteilen 
kann,  welche  im  Schwerpunkt  S  angreift, 
wirkt  senkrecht  abwärts  auf  die  Kugel, 
aber  die  Festigkeit  der  schiefen  Ebene  ah 
verhindert  ein  senkrechtes  Herabfallen  und 
trägt  einen  Teil  der  Last,  wodurch  ein 
TeU  der  Schwerkraft  far  die  Bewegung  ver- 
loren geht  und  das  Herabgleiten  nur  noch 
mit  einem  Teil  der  Schwerkraft  erfolgen  kann. 


>)  Siehe  Brkl.  254. 


Frage  229.    Welche  Richtung  kann  die 
zur  Herstellung  des  Gleichgewichts  erforder-       Antwort.    Die  Last  kann : 
liehe  Kraft  in  Bezug  auf  die  schiefe  Ebene  i).  durch  eine  parallel  der  Länge  der  schie- 
ha^en?  fen  Ebene  oder  auch 

2).  durch  eine  parallel  der  Basis  der  schiefen 

Ebene  oder  endlich 
3).  durch  eine  in  beliebig  schräger  Richtung 
zur  schiefen  Ebene   wirkende  Krali 

im  Gleichgewicht  gehalten  werden. 


Frage  230.  Wie  verhält  sich,  für  den 
Fall,  dass  die  Kraft  parallel  zur  Länge  der 
schiefen  Ebene  wirkt,  im  Zustand  des  Gleich- 
gewichts die  Kraft  zur  Last? 


Erkl.  255.  Wenn  die  Kraft  P  die  Last  Q 
im  Gleichgewicht  erhält,  so  wird  jede  ein  wenig 
grössere  Kraft,  da  sie  mit  SP  eine  nach  der 
Seite  der  grösseren  Kraft  gerichtete  Resultante 
gibt,  eine  aufwärts  gerichtete  Bewegung  der 
Last  zur  Folge  haben.  Um  also  die  zur  Hebung 
der  Last  auf  der  schiefen  Ebene  erforderliche 
Kraft  zu  berechnen,  berechne  man  die  Kraft, 
welche  die  Last  gerade  noch  in  Ruhe  hält  und 
vergrössere  dieselbe  um  soviel,  als  zur  Ueher- 


Antwort.  Für  den  Fall,  dass  die 
Kraft  parallel  zur  Länge  der  schiefen 
Ebene  wirkt,  ist  Gleichgewicht,  wenn 
sich  die  Kraft  zur  Last  verhält,  wie 
die  Höhe  der  schiefen  Ebene  zur 
Länge  derselben. 

Beweis.  Betrachten  wir  die  Richtnngs- 
linie  der  Schwerkraft  Q  als  die  Diagonale 
eines  Parallelogramms  (s.  Fig.  344),  dessen 
eine  Seite  SD  den  senkrecht  auf  die  schiefe 
Ebene  gerichteten  Druck  vorstellt,  während 
SP  die  zur  Länge  der  schiefen  Ebene 
parallel  wirkende  Kraft  bedeutet,  mit  wel- 
cher die  Last  herabgleiten  möchte,  so  mnss 

eine  Kraft:        ^^         ^^ 

SPi  =  SP 


üeber  die  schiefe  Ebene. 
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Windung  des  etwaigen  Reibnngswiderstands  auf 
der  schiefen  Ebene  an  Kraft  erforderlich  ist. 
Soll  eine  Last  langsam  auf  einer  schiefen  Ebene 
hinabgelassen  werden,  so  nimmt  man  die  Gegen- 
kraft wenig  kleiner  als  SP. , 

Wirkt  die  Kraft  P  auf  dem  ganzen  Weg  ab 
(siehe  Fig.  344)  auf  die  Last  Q,  so  wird  Q  um 

den  Weg  hc  gehoben  und  ist  also: 

S:8  =  ahihc 

wenn  S  und  8  die  Wegebezeichnungen  sind.  Da 
aber  nach  nebenstehender  Relation  auch: 

Q:P  =  äb'.hc 
S  :«  =  Q:P 

PS  =  Q« 

d.  h.  der  Weg  der  Kraft  ist  in  demselben  Ver- 
hältnis grösser  als  die  Kraft  selbst  kleiner  ist 
als  die  Last 


so  ist  auch: 
oder: 


in  entgegengesetzter  Bichtung  von  SP  wir- 
ken, um  Gleichgewicht  herzustellen.  Es 
lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass 

ASPQ  «^9  ^ahc 

ist,  und  daraus  folgt: 

SP:SQ  =  hc'.hä 

oder  wenn  wir  für 

hc  =  h  und  ha  =  l 
einsetzen, 
1) P  :  Q  =  Ä  :  l 

hieraus  folgt  : 


2). 


P  =  Q 


l 


woraus  bei  bekanntem  Gewicht  der  Last 
und  bekanntem  Verhältnis  der  Höhe  zur 
Länge  sich  die  Kraft  P  berechnen  lässt. 
Bezeichnet  man  den  Neigungswinkel  hac 
der  schiefen  Ebene  mit  a,  so  ist: 

h 

y  =  sm  « 

folglich  auch: 

3) P  =  Q .  sin  tf 


Frage  231.  Wie  verhält  sich,  für  den 
Fall,  dass  die  Kraft  paraUel  zur  Länge  der 
schiefen  Ebene  wirkt,  der  Druck  auf  die 
schiefe  Ebene  zur  Last? 


Antwort.  Fttr  den  Fall,  dass  die 
Kraft  parallel  zur  Länge  der  schiefen 
Ebene  wirkt,  verhält  sich  der  Druck 
D  auf  die  schiefe  Ebene  zum  Gewicht 
oder  zur  Last  Q,  wie  die  Basis  h  der 
schiefen  Ebene  zur  Länge  l  derselben. 


Nach  der  oben  erwähnten  Drei- 
ecksähnlichkeit ist: 


oder: 
1).    .     . 
oder: 

oder,  da 

so  ist: 
2).    .    . 


SD:SQ  =  aciab 
.      D:  Q  =  &:Z 


D  =  Q.y 


l 


=  cos  a 


D  =  Q .  cos  a 


Frage  232.  Wie  verhält  sich,  ffir  den 
Fall,  dass  die  Kraft  horizontal  oder  parallel 
der  Basis  der  schiefen  Ebene  wirkt,  bei 
herrschendem  Gleichgewicht  die  Kraft  zur 
Last? 


Antwort.  Für  den  Fall,  dass  die 
Kraft  horizontal  wirkt,  ist  Gleich- 
gewicht, wenn  sich  die  Kraft  zur  Last 
verhält,  wie  die  Höhe  der  schiefen 
Ebene  zur  Basis  derselben. 
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Figur  345. 


Beweis.  Man  betrachte  die  Kichtongs- 
linie  SQ  (Fig.  345)  der  Schwerkraft  Q  als 
die  Diagonale  eines  ParaUelogramms,  dessen 
eine  Seite  SB  wieder  den  Dmck  auf  die 
Ebene  Yorstellt,  während  SP  die  znr  Basis 
der  schiefen  Ebene  parallel  wirkende  Kraft 
anzeigt.    In  diesem  Fall  ist: 


Erkl.  256.   Da  -j-  stets  grösser  als  -=-  oder 

auch  tang  a  ^  sin  a,  so  ist  die  in  unserm  Fall 
anzuwendende  Kraft  stets  grösser  als  bei  parallel 
der  schiefen  Ebene  gerichteter  Wirkung  der- 
selben. Die  Kraft  P  wird  schon  gleich  Q  für 
a  =  45",  und  bei  noch  stärkerer  Neigung  der 
schiefen  Ebene  hört  die  Kraftersparnis  über- 
haupt auf,  da  dann  P  >-  Q  wird.  Man  macht 
daher  von  der  horizontalen  Wirkung  der  Kraft 
P  nur  Gebrauch  bei  sehr  kleinem  Neigungs- 
winkel. Für  a  ==  90»  wird  P  =  oo ,  d.  h.  es 
ist  überhaupt  durch  eine  horizontale  Kraft  keine 
vertikale  Erhebung  der  Last  möglich,  und  für 
«  =  0  wird  auch  P  =  0,  also  auch  die  Fol- 
gerung dieselbe  wie  im  Fall  1. 


ASQP  Ä9  /\ahe 

woraus  folgt 

,  dass 

oder: 

1).    .    .    . 

P:Q  =  Ä:5 

oder,  da 
so  ist: 

b   ~*8« 

2).    .    .    . 

.    P  =  Q  .  tg  o 

<).  Siehe  Erkl.  256. 

Frage  283.  Wie  gross  ist  der  Dmck, 
den  die  schiefe  Ebene  erleidet,  wenn  die 
Kraft  in  horizontaler  Richtung  wirkt? 


Antwort.  Wirkt  die  Kraft  P  hori- 
zontal, so  steht  der  Drock  D  auf  die 
schiefe  Ebene  zur  Last  Q  im  Verhält- 
nis wie  die  Länge  l  zur  Basis  h. 

Beweis.  DaASQP«^Aa6c  (Fig.  345), 
so  ist  anch 

SQ:  SD  =  äc:ä6 

D:Q  =  ?:6 


oder: 
oder: 

1).  . 


D 


■=«4 


oder,   da 
2).    .    . 


l 


=  cos  n,  SO  ist: 

Q 


D  = 


COS  er 


Da  die  Hypotenuse  l  stets  grösser  sein 
mnss  als  die  Kathete  &,  so  ergibt  sich  ans 
Gleich.  1).,  dass  bei  horizontal  wirkender 
Kraft  der  Druck  stets  grösser  als  das  Ge- 
samtgewicht der  Last  ist;  infolgedessen  ist 
die  Reibung  in  diesem  Fall  auch  bedeuten- 
der, als  wenn  die  Kraft  parallel  der  Länge 
der  schiefen  Ebene  wirkt. 


üeber  die  schiefe  Ebene. 
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Frage  234.   Was  ergibt  sich  aa3  den  in 

den  Antworten  der  Fragen  230  nnd  232  k^i^^^i     t»*  ai^  ir.«f*«:^i.*               n  i 

enthaltenen  Gleichungen 'in  Bezog  auf  den  ,^^ZltiJ^\^LfnE?^ii'Z  S 

in   beiden    FäUen    notwendigen   KrafUuf-  ™'  ^*°*^®  °®'  scnieten  übene,  so  ist. 

wand?  P  _  qA 

'    bei  wagerechter  Kraftwirkung  dagegen  ist: 

d.  h.  die  anzuwendenden  Kräfte  verhalten 
sich  zu  einander  wie 


^  l  '^  h 


1 
T 


b 


oder  wie  h:l,  d.  h.  wie  die  Basis  zur  Länge. 

Da  nun  die  Länge  als  Hypotenuse  immer 
grösser  sein  mass  wie  die  Basis,  so  folgt 
daraus,  dass  unter  sonst  gleichen  Umstän- 
den bei  paralleler  Wirkung  der  Kraft,  ganz 
abgesehen  von  der  durch  den  geringeren 
Druck  bedingten  geringeren  Reibung,  der 
Kraftaufwand  ein  weniger  grosser  ist  als 
bei  wagerechter  Kraftwirkung,  weshalb  sich 
eine  Anwendung  der  letzteren  nicht  empfiehlt 
und  im  praktischen  Leben  fast  ausschliess- 
lich nur  parallel  zur  Länge  der  schiefen 
Ebene  wirkende  Kräfte  angewandt  werden, 
mit  Ausnahme  der  Schraube,  bei  welcher 
die  Kraft  parallel  der  Basis  wirkt. 


Frage  236.  Wie  erhält  man  die  Grösse 
der  zur  Herstellung  des  Gleichgewichts 
nötigen  Kraft,  wenn  dieselbe  in  beliebig 
schräger  Bichtung  zur  Länge  der  schiefen 
Ebene  wirkt  und  wie  gross  ist  in  diesem 
Fall  der  Druck,  den  die  Last  auf  die  schiefe 
Ebene  ausübt? 

Figur  346. 


Antwort.  Wirkt  eine  Kraft  P  in  beliebig 
schräger_Richtung  auf  die  auf  der  schiefen 
Ebene  ab,  Fig.  346,  befindliche  Last  Q,  so 
erhält  man  in  ähnlicher  Weise  wie  in  den 
oben  erörterten  Fällen  ihre  zur  Herstellung 
des  Gleichgewichts  nötige  Grösse,  indem 
man  aus  der  Kraft  ?  und  der  durch  S  lot- 
recht wirkenden  Kraft  Q  ein  Kräfteparalle- 
logramm bildet,  dessen  Diagonale  die  Re- 
sultierende der  beiden  Kräfte  P  und  Q  dar- 
stellt,  _welche  in  der  auf  ab  senkrechten 
Linie  SD  liegen  muss,  und  es  ist  dann  fttr 
den  Fall  des  Gleichgewichts: 

1).    .     .    .      P  :  Q  =  Ön  :  Sm 

und  wenn  D  die  Resultante  aus  P  und  Q  ist: 

2).    .    .    .      D  :  Q  r=  So  :  Sw 

wobei  D  zugleich  den  auf  die  schiefe  Ebene 
stattfindenden  Normaldruck  bezeichnet. 
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Setzt  man  den  Neigungswinkel  der  schie- 
fen Ebene 

2^  hae  =  a 

und  jenen,  welchen,  die  RicMang  der  Kraft 
P  mit  der  Länge  ab  der  Ebene  bildet  =  ,9, 
80  ist  im  Dreieck  Smo 

^mSo  =  a  (Biehe  Brkl.  118) 

2J  Smo  =  y 

Erkl.  2ö7.    Die  in  den  nebenstehenden  Glei-  ^,       ,.  ux-n-         tx    •    '^  r    o 

chungen  3).  und  4).  gegebenen  Werte  haben  für  ^^^^  ^»  »°^  rechtwinkligen  Dreieck  ftnS 

alle  Fälle  Giltigkeit.   Wenn  nämlich  die  Kraft  A/Sm  =  R ia  +  ß) 

P  mit  ab  parallel  läuft,  dann  ist:  ist,  und 

.  A      , a  1  yi/Sf»  =  y  (als  Wechseliriiikel  an  ge> 

i»  =   0    also    COS/?  =   1  ^'  ^    Bchnittenen  Parallele?) 

daher:  so  ist: 

P  :  Q  :  D  =  sin  « :  1 :  COS  «  y  =  R  —  («  +  /?) 

^^^*  folglich  muss 

l) P  =  Q.sin«  ^^  ,       .       ^«       , 

und  2t  Som  oder  J  =  2R  —  (a+y) 

^) D  =  Q .  cos «  ^  ggjjj  ^^gjjjj  ^^  Summe  der  Innenwinkel  in 

Für  den  zweiten  Fall,  in  welchem  P  mit  äc  jedem  Dreieck  beträgt  2R)  oder  den  Wert 
parallel  läuft,  wird:  für  y  eingesetzt: 

y  =  R  J  =  2R  — [a  +  R  — (a+/8)] 

älsö  .        ,-^        V  oder: 

(T  =  R  +  /J 

und  da  sich  nach  einem  Satz  der  Trigono- 
metrie die  Seiten  eines  Dreiecks  wie  die 
Sinns  der  gegenüberliegenden  Winkel  ver- 
halten, so  hat  man,  statt  der  Dreiecksseiten 
gleich  die  Kräfte  setzend: 

P  :  Q  :  D  =  sin  «  :  sin  (f  :  sin  > 
oder: 
P :  Q  :  D  =  sin  « :  sin  (R+/J) :  sin  [R— («+^)] 

oder,  da  nach  einer  Formel  aus  der  Goniometrie 

übereinstimmend  mit   den  früher  entwickelten  ^^^  s^i.    ~rpJ  —        P 

Formehl.  gin  [r  _  (a  +  ß)]  =  cos  C«  +  ß) 

ist,  so  erhält  man: 
Erkl.  268.   Dieser  in  nebenstehender  Antwort        P  :  Q :  D  =  sin  « :  cos  ^5 :  cos  ^ :  cos  («  +  ß) 
ermittelte  Wert  für  den  Druck:  Folglich  ist  die  gesuchte  Kraft: 

P^       .cos(«  +  /g)  Q.sincc 

^         cosÄ  öj.    .    .    .      r  — 


(T  =  (R- 

■«) 

und  da  sinR  =  1,  so  ist 

• 
• 

P  :  Q  :  D  =  sin  a  : 

sin 

(R  — o): 

1 

oder  da  sin(R — a)  =  cosa, 

so  ist: 

P  :  Q  :  D  =  sin  a  : 

cos  a :  1 

und  daraus  ergibt  sich: 

3)...P        ^•*^« 

COS« 

Q. 

tga 

4)...P=      Q 
^                     cosa 

cos^ 


ist  aber  nur  so  lange  richtig,  als  die  RJchtung  ^  ^      p    ^  ^  ^.         j^.  ^    ^i^        1,^. 

der  Kraft  P  die  schiefe  Ebene  ab  unterhalb  **"f  ^  .     irr    _  „^„ 

der  Falllinie  der  Last  Q,  also  z.  B.  in  d  (siehe  ^^^«^  ^^  <"ßsem  Fall: 

Fig.  346)  schneidet    Ist  die  Kraft  P  dagegen  ^  Q .  cos  (« -f-  /?)    *). 

so  gerichtet,  dass  ihre  Richtungslinie  die  schiefe  4).    .    .    .      D  — . ^^^ 

Ebene  ab  oberhalb  der  Falllinie  der  Last  Q  *^ 

schneidet,   dann  erhält  man  in  ganz  analoger   

Weise  für  den  Druck:  »)  siehe  BrkL 257  u. 258. 

cos  («  —  ß) 


D  =  Q 


cos/9 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansführliclie  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  nnd   portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Aboxmementspreise  von  25Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung  fttr 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes»  was  sich  flberhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
Bum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  fttr  Fachleute  nnd 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Oarl  Hammer  in  Stuttgart« 


Statik 

oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester 

Körper  (Geostatik). 
Forts.  V.Heft  382.  —  Seite  401—416. 

Mit  19  Figuren. 


J L_ 


Vollständig  gelöste 

Aufgaben-  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Ao^be  ud  Entflcklnng  der  brantxten  Sfttie,  Fonndn,  Regeln,  in  Fnüen  und  intw  orten 

erUatert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

ans  allen  Zweigen 

der  BMhenkiuigty  der  Biederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetisdien  Geometrie  etc.)  n.  h^eren  Xathematlk  (höhere  Analysis, 
Diserential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  G^metrie  der  Ebene  n.  des  Raumes  etc.);  — 
ans  allen  Zweigen  der  Physik,  Meeluutik.  Oraphostatik,  Chemie,  Geodfisle,  Nautik, 
■uitheBiAt.  Geographie,  Astronomie;  des  Masehlnen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  If asser-, 
Brfldken-  n.  Hoehmm'si  der  Konstmktionalehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-Persp^liTe,  Sohattenkonstroktionen  etc.  etc. 

fOr 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Milit&rs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfoigreiclien 

Studium,  snr  VorthUDo  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr«  Adolph  Kleyer^ 

MatlaemMiker,  T«r«id«ier  könlgl.  prouti.  y«ldmMMr,  Tereidetor  grotih.  heatitehtr  Geomoler  I.  KImm 

in  Frankfurt  a.  IL 
unter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Er&fite. 


ZI.  _'..L 


_j_.'  -1.  ^:.\.  ■■ 


i ' L_ 


IStatik 


I 


oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper  (Geostatik) 

nach  System  Kleyer  bearbeitet 
von  R.  Klimpert,  Seminarlehrer  u.  Physiker  in  Bremen. 


Fortsetzung  v.  Heft  382. 


Seite  401—416.   Mit  19  Figuren. 
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Die  OM«tc6  dar  lobiefen  Fbene.    AaweDdoDgen  der  •ohiefan  Ebena.  —  Der  Kail  und  saine  Anwendung« 

Ton  der  Schraube  und  ihrer  Anwendung. 


C  Stuttgart  1887. 
Verlag  von  Julius  Maler. 
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Das  vellständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden.       , 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigren  Preise  von  25  /^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Pbjrsik, 
Mechanik y  math*  Geographie ,  Astronomie ,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Elsenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hochbaues,  des  koustrnktifen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUstl&ndIg 
gelöster  Form,  mit  vielen  Figuren,  Erklärungen  uebst  Angabe  und  Entwickeinng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird/  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  nnd  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterricbtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  II.  Ordn«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Privatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksohnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungssehulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissensehaftsschnlen, 
Militärschulen,  Yorbereltungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen  etc. 

Die  SchUler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese,  Schritt  fUr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disciplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  xn  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MUltars 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  nnd  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Kedaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledigong 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandlnng. 


Die  Gesetze  der  schiefen  Ebene. 
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Frage  236.  Wie  lassen  sich  die  vor- 
erwähnten Gesetze  der  schiefen  Ebene  anf 
dem  Wege  des  Experiments  beweisen? 

Figur  347. 


Erkl.  250.  Als  Last  einen  kleinen  vier- 
rädrigen Wagen  zu  nehmen,  den  man  nach  Be- 
darf mit  Gewichten  bis  zur  verlangten  Grösse 
beschwert,  ist  nicht  rätlich,  weil  man  damit  den 
Druck  auf  die  schiefe  Ebene  nicht  gut  nach- 
weisen kann,  wegen  des  veränderlichen  Schwer- 
punktes. Weit  mehr  empfiehlt  es  sich,  zwei 
Räder  durch  eine  Achse  zu  verbinden,  welche 
eine  Wagschale  trägt;  zwei  an  der  Achse  an- 
gebrachte Bügel  dienen  zum  Aufhängen  von 
Schnüren,  die  über  Rollen  geführt  werden  und 
die  Gewichte  tragen,  welche  die  Zug-  und  Druck- 
kräfte repräsentieren. 

SrkL  260.  Je  nachdem  ein  solcher  Apparat 
aus  Metall  oder  MahagonihoLs  mit  versteÜDarer 
Spiegelplatte  besteht  und  seine  Achsen  in  Achat 
oder  Stahl  laufen,  kostet  derselbe  Mark  40. — 
bis  Mark  85. — .  Ganz  einfache  Apparate  zur 
Erläuterung  des  Gesetzes  der  schiefen  Ebene 
bei  parallel  wirkender  Kraft  kosten  Mark  15. — . 

Erkl.  261.  Will  man  an  der  schiefen  Ebene 
die  Beziehungen  zwischen  dem  Gewicht  eines 
anf  ihr  liegenden  Körpers  und  den  vier  haupt- 
sächlich in  Betracht  kommenden  Kräften,  dem 
Zug  parallel  der  schiefen  Ebene,  dem  Druck 
auf  dieselbe,  dem  horizontalen  Zug  und  dem 
dabei  stattfindenden  Druck  für  einen  und  den- 
selben Neigungswinkel  durch  Versuche  er- 
läutern, was  wünschenswert  ist,  um  nicht  zu 
viele  einzelne  Versuche  machen  zu  müssen,  und 
will  man  sich  auf  solche  Verhältnisse  der  Länge, 
Basis  und  Höhe  der  schiefen  Ebene  beschränken, 
die  durch  nicht  zu  grosse,  ganze  rationelle  Zah- 

Klimpert,  SUtik. 


Antwort.  Um  die  Gesetze  der  schiefen 
Ebene  durch  Experimente  zn  beweisen,  be- 
nutzt man  am  besten  den  in  Fig.  347  ab- 
gebildeten Apparat,  bestehend  aas  einer 
drehbaren  schiefen  Ebene,  welche  map  in 
die  yerschiedensten  Stellungen  bringen  und 
in  denselben  durch  eine  Schraube  befestigen 
kann.  Der  Apparat  ist  so  eingerichtet,  dass 
die  Last  durch  Verstellung  der  Rolle  am 
Ende  der  Hypotenuse  parsdlel  zor  schiefen 
Ebene  oder  zur  Basis  derselben  wirken  kann. 
Der  Lastträger  besteht  ans  einer  Achse  mit 
durchbrochenen  Rftdem^)  nnd  an  ersterer 
befindlicher  Belastnngsschale.  Von  dieser 
Achse  aus  führt  eine  Schnur  über  eine 
RoUe  und  trägt  an  ihrem  Ende  eine  Zug- 
schale  zur  Aufnahme  der  Gewichte.')  Länge, 
Basis  und  Höhe  sind  mit  Massstäben  ver- 
sehen. Man  lege  die  Last  Q  (bestehend  aus 
dem  Gewicht  des  Radpaares  plus  dem  der 
angehäjigten  Schale  plus  den  Belastongs- 
gewichten)  auf  den  unteren  Teil  der  Ebene 
nnd  die  Schnur  über  die  Rolle,  lege  dann 
so  viel  Gewichte  in  die  Schale  S  bis  Gleich- 
gewicht eintritt  oder  bis  der  Körper  anfängt 
die  schiefe  Ebene  hinaufzuroUen;  man  lese 
die  Gewichte  ab  nnd  rechne  das  Gewicht 
der  Schale  hinzu,  so  hat  man  dasjenige  Ge- 
wicht, welches  bei  der  Neigung,  die  man 
der  schiefen  Ebene  gegeben  hat,  nötig  ist, 
um  Gleichgewicht  herzustellen.  Kennt  man 
dann  das  Gewicht  des  Körpers  Q,  so  braucht 
man  nur  die  Länge  und  Höhe  der  schiefen 
Ebene  an  den  eingravierten  Massstäben  ab- 
zulesen nnd  wird  dann  die  obigen  Gesetze 
bestätigt  finden. 

Stellt  man  z.  B.  die  schiefe  Ebene  so, 
dass  ihre  Länge  41,  ihre  Höhe  9  und  ihre 
Basis  40  cm  beträgt,  so  sind  bei  einer  Ge- 
samüast  von  410  g  bei  zur  Länge  paralleler 
Kraftwirkung 

bei  wagerechter  Kraftwirkung  aber 

nötig  zur  Herstellung  des  Gleichgewichts; 
oder  sind  die  drei  Seiten  2  =  25,  &  ==  24, 
A  =  7,  so  gehören  zu  300  g  Last  84  resp. 
87  V2  g  Kraft  u.  s.  w. 

Zum  Beweis  des  Drucks  auf  die  schiefe 
Ebene  führt  man  eine  an  der  Lastachse 


1).  Siehe  Erkl.  259. 
«).  Siehe  Erkl.  260. 
s).  Siehe  Erkl.  261. 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


len  (bis  25)  darstellbar  sind,  so  können  nur  die 

Verhältnisse: 

1).  .  .  5  : 4 :  3  3).  .  .  17  :  15  : 8 

2).  .  .  13 :  12 :  5  4j.  .  .  25  :  24 :  7 

in  Betracht  kommen,  weil  nur  diese  rechtwink- 
ligen Dreiecken  entsprechen,  abgesehen  von  den 
blossen  vielfachen  10 :  8  :  6  etc.  der  obigen  Ver- 
hältnisse. 

Sollen  jedesmal  alle  vier  Kräfte  durch  ganze 
Einheiten  dargestellt  werden,  so  wählt  man  für 
die  vier  oben  erwähnten  Verhältnisse  am  zweck- 
mässigsten  folgende  Grössen: 


befestigte  Schnur  derart  über  eine  an  irgend 
einem  Gestell  befestigte  Bolle  R  (siebe  Fig. 
347),  dass  die  Schnur  senkrecht  gegen  die 
schiefe  Ebene  steht,  und  hängt  die  erfor- 
derlichen Gewichte  an;  verschiebt  man  jetzt 
die  schiefe  Ebene,  parallel  mit  sich  selbst 
nnd  horizontal  nach  der  Seite  des  höheren 
Endes  (also  der  Fig.  347  entsprechend  nach 
rechts  hin),  so  bleibt  die  Last  Q  in  unver- 
änderter Stellung  frei  hängen. 


Last. 

Zug 

pankUel  der  schiefen 
Ebene. 

Druck 

bei  paralleler  Kraft- 
wirknng. 

Horizontaler 
Zug, 

Druck 

beim  Horizontal- 
xng. 

1). 

.    .    600  g 

J  .  600  =  360  g 

0 

1 .  600  —  480  g 

■ 

^  .  600  —  450 

^  . 600  —  750 

2). 

.    .    624  g 

*3 .  624  -  240  g 

i^  624 -576  g 

*2  •  624  =  260 

J2  •  624  -  676 

3). 

.    .    510  g 

A .  510  =  240  g 

J* .  510  -  450  g 

^ . 510  =  272 

~  .  510  —  578 

4). 

.    .    600  g 

^•600=  168g 

|.600-576g 

7^.600  —  175 

^ .  600  -  625 

Frage  237.  Wenn  eine  auf  einer  schie- 
fen Ebene  befindliche  Last  Q  eine  auf  einer 
andern  schiefen  Ebene  angebrachte  Last  Q^ 
im  Gleichgewicht  erhalten  soll,  in  welchem 
Verhältnis  stehen  dann  die  beiderseitigen 
Lasten? 

Figur  348. 


ErkL  262.  Derart  yerhundene  schiefe  Ebenen 
sieht  man  als  Strassen-  und  Schienenbahnen, 
welche  in  gebirgigen  Gegenden,  namentlich  bei 
Bergwerken  angebracht  werden,  damit  ein  auf 
der  einen  schiefen  Bahn  abwärts  gehender  be- 
ladener  Wagen  einen  auf  der  anderen  Ebene 
befindlichen  Wagen  aufwärts  zieht.  Dabei  ist  es 
nicht  nötig,  dass  beide  Ebenen  gerade  wie  in 
obiger  Figur  miteinander  verbunden  sind;  sie 
können  auch  eine  parallele  oder  beliebige  andere 
Lage  zueinander  haben,  wenn  nur  die  Fort- 
pflanzung der  Bewegung  von  einer  Ebene  auf 
die  andere  durch  entsprechend  angebrachte 
Richtungsrollen  etc.  bewerkstelligt  wird. 

Erkl.  263.  Es  dürfte  hier  am  Platz  sein, 
des  Werkes  -De  Ponderositate"  von  Jordanua 


Antwort.  Soll  eine  auf  einer  schiefen 
Ebene  ABC,  Fig.  348,  befindliche  Last  Q 
eine  auf  einer  andern  schiefen  Ebene  DBC 
angebrachte  Last  Q^  im  Gleichgewicht  er- 
halten, so  müssen  die  Lasten  im  geraden 
Yerhältnis  der  Längen  ihrer  schiefen  Ebe- 
nen stehen  oder  es  ist: 

Q  :  Qt  =  AC  :  DC 

Beweis.  Denken  wir  uns  die  beiden 
Lasten  durch  ein  über  die  Bolle  G  ge- 
spanntes Seil  miteinander  Terbunden,  so  ist 
die  Kraft,  welche  in  der  Richtung  Ton  C 
nach  A  wirkt,  nach  Antw.  auf  Frage  230: 


P  = 


oder: 


AC 


P  =  ^Q 


h 
l 


Ebenso  ist  die  von  G  nach  D  wirkende  Kraft 


^i=i 


BC 


DC 


Qi 


oder 


Pi  = 
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NemoraHus  Erff&hnungzü  thun.  Dasselbe  ent-       gg  igt  also  fttr  den  Zustand  des  Gleich- 

hält  Sätze  wie  z.  B.:  „Dass  ein  Körper  in  dem-  «ewichts' 

selben  Verhältnis  schwerer  ist,  je  mehr  er  in  °  '         i  i 

direkter  Richtung  gegen  den  Mittelpunkt  fort-  -7-  *  Q  =  -7^  *  Ql 

geht."  Die  ^absteigende  Kraft*  der  Körper  auf  *  'i 

geneigten  Ebenen  wird  mit  einer  andern  Er-       Folglich  für  den  Fall,  dass  beide  Ebenen 

schemung  yerghchen,  die  em  sonderbares  Bei-  j  j^^^  jj^he  haben,  ako  Ä  =  h,  ist.    wie 

spiel  emes  fehlerhaften  Schlusses  abgeben.  ^  enn  ?   t-»     q^q  ^ 

2  Körper  auf  2  geneigten  Ebenen,  wie  2.  B.  auf  ^°  ^^^'  ^*^-    ^    ,    _  ^     ; 

den  beiden  Seiten  eines  Daches  sich  bewegen,  S!  •  *i  —  Vii  • ' 

und  durch  eine  über  die  Schneide  dieses  Daches  q^q^  es  verhält  sich: 

gehende  Schnur  verbunden  sind,   so  wird  der 

eine  dieser  Körper  so  viel  fallen,  als  der  andere  Q  •  Qt  =  ^  •  ^i 

ffiÄeSf^r^S  ^däf ^J^icSrB?:^;  ,,  I«*  ^o  die  Ebene  CD  =  k  2-,  3,  «-mal 
in  demselben  Verhältnis  geringer  sein,  als  diese   langer  als  AC  =  i,  so  mnss  auch  die  Last 
Ebene  länger  ist,  als   die  andere.    Demnach  Qt  2-,  3-,  n-mal  grösser  als  Q  sein.   (Hier- 
wird, nach  dem  Prinzip  des  Aristoteles,  das  bei  ist  noch  die  Reibung  zu  berücksichtigen.) 
Gewicht  des  auf  der  schiefen  Ebene  sich  be- 
wegenden  Körpers  kleiner  sein,   als   das  des 
andern  Körpers,   und  um  die  Gleichheit  der 
Wirkungen  zu  erhalten,  wird  jener  Körper  in 
demselben  Verhältnis  grösser  sein  müssen.^  — 
Der  ganze  Beweis  des  Jordanus  ist  ein  Beispiel 
der  Gedankenverirrung  seines  Zeitalters. 


Frage  238.  Welche  alltäglichen  Erschei- 
nungen beweisen  nns,  dass  man,  am  eine 
Last  auf  der  schiefen  Ebene  fortzubewegen, 

um  so  mehr  Kraft  gebraucht,  je  stet-  Antwort.   Je  höher  man  eine  Tischplatte 

1er  die  schiefe  Ebene  ist?  auf  der  einen  Seite  hebt,  desto  schneller 

Erkl.  264.    Die  Erscheinung,  welche  uns  roUt  eine  Kugel  auf  derselben  herab.  Jeder- 

die  Bewegung  der  Körper  auf  der  schiefen  mann  weiss,  dass  auf  der  Strasse  ein  Wagen 

Ebene  darbietet,  war  eine  der  ersten  und  wich-  um  so  schwieriger  zu  ziehen  ist,  je  steiler 

tigsten,  in  welcher  die  neueren  Mathematiker  der  Weg  ist,  um  so  leichter  aber,  je  weni- 

ihre  Kräfte  versuchten.    Man  fand  bald,  dass  ger  derselbe  geneigt  ist,  oder  je  grösser  die 

ein  Körper  auf  einer  solchen  Ebene  durch  eine  Länge  ist,  auf  die  sich  die  zu  überwindende 

Kraft  oder  durch  emen  Zug   zurückgehalten  Steigung  verteüt  Man  kann  deshalb  Strassen 

werden  kann,  die  denselben  Körper  im  freien  ^^  Eisenbahnen  nur  bis  zu  einem  gewissen 

Liste  der  einfachen  Maschinen  aufgenommen,  natürliche  Erhebung  für  den  Transport  von 
durch  welche  die  Wirkung  der  Kraft,  die  man  Lasten  eine  zu  steile  ist,  gezwungen,  die 
an  den  Körpern  anbringen  will,  vermehrt  wird.  Wege  entweder  in  Schlangenwindungen  an- 
Allein  die  Frage  war :  in  welchem  Verhältnis  zulegen ,  wodurch  die  Neigung  auf  eine 
wird  diese  Kraft  bei  der  schiefen  Ebene  ver-  grössere  Länge  verteilt  wird,  oder  man 
mehrt?  —  Man  sah  bald,  dass  die  Kraft,  die  sendet  andere  Hilfsmittel  an ,  z.  B.  das 
den  Körper  auf  der  Ebene  erhält,  desto  kleiner  Aufziehen  der  Wagen  mittete  starker  Seüe, 
ist,  je  k  emer  die  ^elgung  di«jer  Ebene  gegen  ^^  ^  ^  eine  auf  der  Höhe  stehende 
den  Horizont  ist.  Cardanus  behauptete,  dass  I:^*^"^  ««*v,u  «7«»«  •«*  «c*  ^"«  ot^u^uw 
diese  Kraft  verdoppelt  werden  müsse ,  wenn  Dampfmaschine  auf  grosse  Trommeln  ge- 
der  Winkel  der  Neigung  der  Ebene  verdoppelt  wickelt  werden,  um  die  Steigung  zu  tiber- 
wird, und  so  fort  für  andere  Neigungen.  Allein  winden.  Wird  die  Steigung  immer  grösser, 
das  war  nur  eine  Mutmassung  von  Cardan,  und  so  geht  die  Fläche  endlich  in  eine  senk- 
eine ganz  falsche  dazu.  —  Der  Marquis  Guido  rechte  über  und  in  diesem  Falle  ist  die 
Ubaldi  von  Marchmont  publizierte  1577  zu  anzuwendende  Kraft  gleich  der  Last  Ruht 
Pesaro  sein  ,,Mechanicorum  Liber^,  in  welchem  dagegen  die  Last  auf  einer  horizontalen 

«yiVÄ^^^^^^  Ebene,   so  wirkt  ihr  ganzes  Gewicht  als 

spitzer  Keil  emen  grosseren  mecnaniscnen  HiiieKt  _         '      rj.     tt^i                j          vi-vi. 

haben  müsse,  als  ein  stumpfer,  aber  er  sagt  P^T^ck  auf  die  Unterlage ,   und  es   bleibt 

nichts  von  dem  Verhältnis,  das  dabei  statthaben  keine   nach   irgend    emer   Seite    wirkende 

soll.  Es  hat,  setzt  er  bloss  hinzu,  „ein  gewisses  Kraft  übrig.    Ohne  die  Reibung  würde  man 
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Widerstrebeo"  statt,  zwischen  der  Richtung,  in  also  die  grösste  Last  mit  der  geringsten 
welcher  der  Keil  den  ihm  entgegenstehenden  Kraft  auf  einer  horizontalen  Ebene  in  Be- 
Körper forttreiben  muss,  und  derjenigen,  in  g^tzen  können, 
welcher  er  m  der  That  fortgehen  will.  Weiter  j^a^c  T?i«ook/.f^  ;«♦  ««««  «^i,««*»«  t?i.««^ 
erkennt  er  auch  richtig,  dass  der  Keil  und  die  i^®^®^  Flussbett  ist  eine  schiefe  Ebene, 
schiefe  Ebene  in  ihrem  Prinzip  zusammenge-  ^^^  ^^^  ^^  Wasser  je  nach  der  Neigung 
hören.  Er  verweist  sogar  auf  die  Schraube,  ^^^  grösserer  oder  geringerer  Geschwindig- 
als  auf  denselben  Gründen  mit  jenen  beiden  keit  von  höheren  zu  tieferen  Punkten  herab- 
beruhend. Aber  die  eigentlichen  Verhältnisse,  fällt.  Schiefe  Ebenen  sind  auch  die  Gleit- 
unter welchen  sie  alle  wirken,  konnte  er  doch  bahnen,  die  Treppen  und  Leitern,  dieSchrot- 
nicht  angeben.                                 ,.,   ^  ^  ,      leiter,  welche  die  Fuhrleute  anwenden,  so- 

Stevtn,  geb.  m  Brügge  Mitte  des  16.  Jahrb.,  .^j^  ^^  Holzriesen  oder  Rutschen,  welche 
war  emer  der  ersten  Begründer  der  neuen  wissen-  ,.  ti«/»i»  «..>.;..««  i«  <.«<,»^^^v..f^J^  iw««»« 
schaftUchen  Mechanik  Er  erkannte  zuerst  das  V^.  Hochgebirge  in  ausgedehntem  Masse 
wahre  Verhältnis  der  Kraft  zur  Last  bei  der  ^«"^  Holztransport  Anwendung  finden.  Die- 
schiefen  Ebene,  das  er,  ebenso  genau  als  allge-  selben  bestehen  aus  4  bis  8  nebeneinander- 
mein, für  alle  besonderen  Fälle  bestimmte.  Er  liegenden  Stämmen,  in  denen  Scheit-  oder 
nahm  eine  Kette  an,  mit  14  gleich  grossen  Langholz  entlang  gleitet.  Während  man  bei 
Kugeln  in  gleichen  Zwischenräumen  belastet,  sehr  steilen  Riesen  die  Hölzer  trocken  trans- 
hängend über  einem  dreiseitigen  Balken,  dessen  portiert,  wartet  man  bei  solchen  von  ge- 
Basis horizontal  ist  Die  zwei  anderen  Seiten,  rfngem  Gefälle  Regenwetter  ab  oder  benetzt 
die   sich   m  ihrer  Länire  wie  2 : 1  verhielten,    j.  °^iu^     j      i.      r       i.i.i.x  i.      -m-  t  ^ 

trugen  die  eine  4  und  die  andere  2  Kugeln!  dieselben  durch  aufgeschüttetes  Wasser.  Ist 
Er  zeigte,  dass  die  Kette  in  dieser  Lage  in  Schnee  gefaUen,  so  lässt  sich  mit  dessen 
Ruhe  bleiben  müsse,  weil  nämlich  jede  Bewe-  Hilfe  eine  glatte  Bahn  herstellen;  noch 
gung  derselben  sie  auf  dieselbe  Lage  wieder  besser  wird  diese  aber  durch  eingetretenen 
zurückführen  würde;  dass  der  andere,  mit  den  Frost.  Hierher  gehören  ferner  die  sogen, 
übrigen  8  Kugehi  beladene  Teil  der  Kette  im-  Aufzüge,  durch  welche  die  mit  Hölzern  be- 
merhin  gwiz  weggenommen  werden  könnte,  ohne  ladenen  Wagen  über  ein  steües  Gebirgsjoch 
das  Gleichgewicht  zu  stören    und  dass  daher  ^^  j^  ^^^  jenseitigen  Thale  geschafft 

4  Kugeln  auf  der  längeren  Fläche  jene  2  auf  _.p.j  *  _  Allbftklnnt  «ind  fArnPr  diP  arhiP- 
der  kürzeren  ebenfalls  im  Gleichgewicht  erhal-  7  t J^'  AllDeKannt  sind  terner  die  schie- 
ten,  d.  h.  dass  die  Gewichte  sich  wie  die  Längen  i^n  Ebenen,  welche  die  Arbeiter  bei  Stein- 
dieser  Flächen  verhalten.  Stevin  erbaute  auf  brüchen  und  Neubauten  anlegen,  um  die 
diesem  Prinzip  eine  vollständige  Lehre  des  Steine  bequemer  in  die  Höhe  zu  schaffen^ 
Gleichgewichts.  und  welche  wahrscheinlich  schon  im  grauen 

Um  dieselbe  Zeit  begannen  sich  über  die  Zu-  Altertume  von  den  Aegyptem  benutzt  wur- 
sammensetzung  der  Kräfte  mehrere  wahre  An-  ^gj,,  um  die  ungeheuren  Steinblöcke  in  die 
sichten  zu  verbreiten.  Der  Tra^^^^^  Höhe  zu  schaffen,  welche  sie  zu  ihren  Py- 

des  Mtehad  Varro  von  Genf  (1584)  stellte  be-  ,«^. j^„  „^-„^«jl*««  " 
reits  den  Satz  auf,  dass  Kräfte,  die  an  den  ramiden  verwendeten. 
Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  sich  im 
Gleichgewicht  halten,  diesen  Seiten  proportio- 
niert sind,  woraus  der  Verfasser  auf  ganz  rich- 
tige Weise  die  Eigenschaften  des  Keils  und  der 
Schraube  ableitete.  Bald  darauf  erbaute  auch 
Galüei  dieselben  Resultate  auf  ganz  andere  Prin- 
zipien« In  seiner  Abhandlung  „Delle  Scienze 
Meccanice^  (1592)  bezieht  er  die  schiefe  Ebene 
auf  den  Hebel,  indem  er  sich  den  Hebel  so 
gestellt  denkt,  dass  die  Bewegung  eines  Körpers 
an  dem  Ende  des  einen  Hebelarmes  dieselbe 
Bichtung  habe,  wie  auf  der  schiefen  Ebene. 
Mit  einer  leichten  Modifikation  dieser  Darstel- 
lung kann  daraus  ein  vollständiger  Beweis  des 
Satzes  abgeleitet  werden.  Uebrigens  ist  die  Auf- 
lösung des  Problems  von  der  schiefen  Ebene 
durch  Galilei  nur  für  den  Fall  gegeben  worden, 
wo  die  Richtung  der  die  Last  zurückhaltenden 
Kraft  mit  der  schiefen  Ebene  selbst  parallel  ist; 
die  allgemeine  Auflösung,  wenn  diese  Richtung 
eine  willkürliche  ist,  wurde  erst  später  von 
Böberval  in  einer  im  Jahre  1636  erschienenen 
Schrift  gegeben. 


Vom  Keil  und  seiner  Anwendung. 
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ß).  Vom  Keil  und  seiner  Anwendung. 


Frage  239.  Aof  welche  Art  der  schie- 
fen £benen  bezogen  sich  die  vorerwähnten 
Beispiele  ihrer  Anwendung  nach,  was  für 
schiefe  £benen  kommen  sonst  noch  vor 
und  welches  ist  die  einfachste  Form  der 
letzteren. 


Antwort.  Alle  vorerwähnten  Beispiele 
von  Anwendungen  der  schiefen  Ebene  be- 
zogen sich  nur  aaf  die  unbewegliche 
schiefe  Ebene.  Im  Gegensatz  dazu  kennt 
die  Praxis  auch  eine  Menge  Anwendungen, 
bei  denen  die  schiefe  Ebene  beweglich 
ist.  Die  einfachste  Form  einer  beweglichen 
schiefen  Ebene  mit  nur  geradlinig  fort- 
schreitender Bewegung  ist  der  Keil. 


Frage  240.  Was  versteht  man  unter 
einem  Keil,  welches  ist  seine  gewöhnlichste 
Form  und  Anwendung  und  welches  sind  die 
Teile  desselben? 


Antwort.  Jeder  in  eine  Spitze  oder 
Schneide  zulaufende  Körper  kann  als  Keil 
betrachtet  werden;  jedoch  versteht  man  in 
der  Mechanik  hierunter  meistens  ein  drei- 
seitiges Prisma  (Fig.  349),  welches  durch 
drei  rechteckige  (ac,  af,  ce)  und  zwei  drei- 
eckige Flächen  (aeh  und  dfc)  eingeschlos- 
sen ist  und  mit  einer  seiner  Kanten  (e/*) 
zwischen  zwei  Hindernisse  eindringt,  um 
diese  durch  Anwendung  einer  Kraft  P  auf 
die  der  betreffenden  Kante  gegenüberlie- 
gende Fläche  (ac)  von  einander  zu  ent- 
fernen. Zum  Spalten,  Sprengen  und  Schnei- 
den benutzt  man  gewöhnlich  einen  Keil, 
dessen  Querschnitt  ein  gleichschenkliges 
Dreieck  ist  (siehe  Fig.  350).  Die  der  schar- 
fen Kante  ef  (Fig.  349)  gegenüberliegende 
Fläche  des  Keils  ac  nennt  man  den  Rücken 
oder  Kopf,  die  beiden  Flächen  de  und  ce, 
welche  in  der  scharfen  Kante  ef  zusammen- 
laufen, heissen  die  Seiten  des  Keils,  wäh- 
rend die  Kante  efy  welche  sich  zwischen 
die  Hindemisse  einsenkt,  Schneide  oder 
Schärfe  genannt  wird,  während  die  zum 
Bücken  senkrechte  Mittellinie  eo  die  Länge 
oder  Höhe  desselben  bildet. 


Frage  241.  In  welcher  Art  und  Weise 
können  die  vom  Keil  zu  überwindenden 
Widerstände  gegen  die  Seiten  desselben 
wirken? 


Antwort.    Die  vom  Keil  zu  überwinden- 
den Widerstände  wirken  entweder 

1).  normal,  d.i.  senkrecht  auf  die  Sei- 
ten des  Keils,  oder 

2).  normal  zu  der  Länge  oder  Höhe 
des  Keils,  oder 

3).  unter  irgend  einer  anderen  Bichtung. 


406 


Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Frage  242«  Wie  verhält  sich  am  Keil 
für  den  Fall  des  Gleichgewichts  die  Kraft 
P  zu  dem  normal  gegen  die  Seiten  des 
Keils  gerichteten  Gesamtwiderstand  Q? 

Figur  350. 


B 


Erkl.  265.    Aus  der  in  nebenstehender  Ant- 
wort erwähnten  Dreiecks&hnlichkeit  folgt,  dass 


oder 


0 u  :  om  :  mu  =  AB  :  AC  :  BC 
P:~Q:^Q  =  ÄB:ÄC:BC 


d.  h.  es  verhalten  sich  für  den  Zustand  des 
Gleichgewichts  die  drei  wirkenden  Kräfte  bei 
einem  Keil,  wie  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  ABC. 
Da  die  Form  des  Keils  willkürlich  ist,  so 
lassen  sich  die  auf  seine  drei  Seiten  wirkenden 


Antwort.  Es  verhält  sich  beim  Keil 
die  gegen  den  Rücken  (oder  Kopf) 
desselben  anzuwendende  Kraft  P  zu 
dem  Widerstand  Q,  welcher  normal 
gegen  seine  beiden  Seitenwände  aus- 
geübt wird,  wie  die  Fläche  B  des 
Rückens  zu  seinen  beiden  Seiten- 
flächen 2S. 

Beweis.  Es  sei  ABC  der  Durchschnitt 
eines  Keils  in  seiner  gewöhnlichsten  Form, 
so  dass  AC  =  BG  ist,  und  P  sei  die  lot- 
recht gegen  den  Kopf  desselben  gerichtete 
Kraft,  während  in  den  Punkten  m  und  n 
senkrecht  zu  den  Seiten  des  Keils  der  Ge- 
samtwiderstand Q  des  zu  spaltenden  Kör- 
pers, also  auf  jeder  Seite  Vi  Qi  wirkt. 

Nach  Satz  5  in  Antwort  auf  Frage  11 
können  wir  uns  die  Angriffspunkte  der  drei 
auf  den  Keil  wirkenden  Kräfte  nach  dem 
Durchschnittsptmkt  o  ihrer  Richtungslinien 
verlegt  denken  und  es  muss  dann  für  den 
Fall  des  Gleichgewichts  P  die  entgegenge- 
setzt wirkende  Resultante  der  beiden  Kom- 
ponenten VsQ  sein.  Bilden  wir  nun  aus 
letzteren  das  Kräfteparallelogramm  monu, 
so  stellt  die  Diagonale  ou  die  Resultante 
P  vor,  und  es  gilt  daher  die  Proportion: 

P  :  -^Q  =  Ott  :  om 

Es  sind  aber  die  beiden  Dreiecke 
omu  und  onu  «s9  ^ABC 

weil  die  Seiten  der  ersteren  einzeln  auf 
denen  des  letzteren  senkrecht  stehen  und 
also  (nach  Erkl.  113)  gleiche  Winkel  bilden, 
demnach  ist: 

ou  :  om  =  AB  :  AC  *) 

Aus   diesen   beiden  Proportionen  ergibt 
sich  aber  die  neue: 

P:1q  =  ÄB:AC 

folglich  ist,  wenn  wir  für  AB  =  R  (Rücken) 
und  für  A  C  =  S  (Seite)  setzen : 

P:-|-Q=:R:S 

oder: 

1).     .    .    .     P:Q  =  R:2S 

was  zu  beweisen  war.  Aus  obiger  Gleichung 
1).  folgt: 

2).   .   .    P  =  4^    und    Q=  ^'^^ 


2S 


R 


<)  Siehe  Erkl.  265. 
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Kräfte  durch  drei  Lote  ao,  60,  eo  (siehe  Fig. 
351)  aasdr ticken,  welche  sich  für  den  Zustand 
des  Gleichgewichts  aber  in  einem  Punkt  schnei- 
den müssen,  weil  sonst  eine  Drehung  erfolgt. 
Weil  aber  für  den  Zustand  des  Gleichgewichts 
die  erforderlichen  Kräfte  den  Dreiecksseiten 
(oder  Eeilflächen)  proportional  sind,  so  folgt 
zugleich,  dass  die  Wirkung  eines  Druckes  oder 
Stosses  gegen  den  Kopf  eines  Keils  unendlich 
wird,  wenn  die  Fläche  dieses  Kopfes  verschwindet. 


Frage  243.  Was  versteht  man  nnter 
einem  a)  einfachen,  b)  doppelten  Keil 
and  was  ist  Aber  den  Gleichgewichtszustand 
beider  zn  bemerken? 


Figur  353. 


Antwort.  Der  vorerwähnte  Keil  mit 
gleichschenkligem  Querschnitt  wird 
anch  doppelter  Keil  genannt,  weil  der- 
selbe angesehen  werden  kann  als  aus  zwei 
mit  ihren  Grundflächen  zusammengelegten 
geneigten  Ebenen  bestehend,  während  man 
deigenigen  Keil,  der  gewöhnlich  zum  Heben 
von  Lasten  Anwendung  findet,  und  dessen 
Querschnitt  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
ist,  einfachen  Keil  nennt.  Wird  ein  sol- 
cher Keil  (siehe  Fig.  352)  gegen  die  zu 
hebende  Last  bewegt,  so  wirkt  die  Gesamt- 
kraft P  auf  den  Rücken  AB,  die  Gesamt- 
last Q  auf  die  Seite  AG,  und  es  ist  nach 
dem  Gesetz  der  schiefen  Ebene  demnach 
Gleichgewicht,  wenn 


oder: 
1).    . 

d.  h. 


P:Q  =  AB:  AC 
.     .      P:Q  =  R:S 

am  einfachen  Keil  ist   Gleich- 


gewicht, wenn  sich  die  Kraft  zur 
Last  verhält,  wie  der  Rücken  des 
Keils  zur  Seite. 

Ans  obiger.  Gleichung  1).  folgt,  dass 
2) P  =  Q  — 

Nennen  wir  aber  den  Neigungswinkel  der 
schiefen  Ebene  a,  dann  ist: 


Erkl.  266.  Ohne  das  Gesetz  der  schiefen 
Ebene  lässt  sich  der  Beweis  auch  folgender- 
massen  führen: 

Ist  der  Keil  durch  die  Kraft  P  um  den  Weg 
mc  (s.  Fig.  353)  in  ein  Hindernis  eingedrungen, 
so  ist  (da  jede  mechanische  Arbeit  gemessen 
wird  durch  das  Produkt  aus  der  aufgewandten 
Kraft  in  den  zurückgelegten  Weg)  die  Leistung 
der  Kraft  =  P .  tnc.  Dabei  ist  jederseits  der 
h^be  Widerstand  =  V2  Q  ^^^  dem  Weg  xm  resp. 
zm  überwunden  worden,  und  es  muss  somit 


und  also 

3J.    .    . 


S 


=  sm  « 


P  =  Q .  sin  « 


oder: 


P.mc  =  -^Q.«w-|-  — Q.zm 


Ist  aber  die  Dnrchschnittsfiäche  des  Keils 
ein  gleichschenkliges  Dreieck,  so  stellt  in 
Figur  352  AB  nur  den  halben  Rücken  = 
V2R  vor,  auf  welchen  auch  nur  die  halbe 
Kraft  =  %  P  wirkt,  um  den  auf  die  Seite 
AC  wirkenden  halben  Widerstand 
bewältigen,  und  es  ist  dann: 

yP  :  2  Q  =  Y^  •  ^ 
oder  wie  in  Antwort  auf  Frage  242: 


%  Q  zu 


408 


Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


—        1 


oder: 


P. WC  =  Q . xm 


4) P  =  4^   oder  P  =  Q     ' 


R 


2S      ~  '^       S 

and  wenn  der  ganze  Winkel,  welchen  die 
sein.  In  diese  letzte  Gleichung  lassen  sich  aber  beiden  Keilflftchen  bilden  =  a  heisst,  so  ist, 
zwei  andere  Grössen  einsetzen,  denn:  ^^^ 

und  deshalb 

xm  :  mc  =  am  :  ac 
und  demnach:  5). 

P.ac  =  Q.am  

oder :  —   

P  :  Q  =  am:  ac 

oder :  1 

P:Q  =   |R:S 


S 
P  = 


.     1 
=  sm -2-« 


sm-^« 


i)  Siehe  Erkl.  266. 


Frage  244.  Wie  verhält  sich  am  Keil 
für  den  Fall  des  Gleichgewichts  die  Kraft 
P  zn  dem  normal  znrHöhe  oder  parallel 
zam  Rtlcken  des  Keils  gerichteten  Gesamt- 
widerstand Q? 


Figur  354. 
P 


Antwort.  Wirkt  die  Last  parallel 
znm  Rücken,  so  verhält  sich  für  den 
Fall  des  Gleichgewichts  die  Kraft  znr 
Last,  wie  die  halbe  Rückenlänge  znr 
Mittellinie  oder  Höhe  des  Keils. 

Beweis.  Es  seien  in  Fig.  854  die  in  den 
Pnnkten  m  nnd  n  wirkenden  Widerstände 
von  je  VzQ  senkrecht  znr  Höhe  CD  des 
Keils  gerichtet.  Nach  Gleich.  2).  in  Antw. 
anf  Frage  242  ist: 

2S 

wenn  Q  normal  zn  den  Seiten  des  Keils 
wirkt,  wenn  also  z.  B.  mö  die  Richtung  von 
Vz  Q  ist  Da  aber  mo  als  Hypotennse  des 
Dreiecks  mou  grösser  ist  als  j^«,  so  wird 
auch  der  in  der  Richtung  mo  wirkende 
.Widerstand  Q  grösser  sein  als  der  in  der 
Richtung  mu  wirkende  und  mit  P  im  Gleich- 
gewicht befindliche  Widerstand  Qp  und  zwar 

wird  

Q  :  Qj  =  «10  :  mu 
oder:  

Q  ^  _mo 


mu 


Qi 


sein. 


ErkL  267.  Zur  Kenntnis  des  Keils  und  sei- 
ner Wirksamkeit  genügt  das  bisher  Angegebene 
vollkommen,  da  seine  Anwendung  zwar  sehr 
häufig,  aber  nie  verwickelt  ist,  selbst  nicht  bei 
gewölbten  Bogen,  deren  einzelne  Ausschnitte  als 
Keile  betrachtet  werden.  Meistens  bedient  man 
sich  des  gleichschenkligen  Keils,  und  da  die 
Dicke  der  Keile  in  der  Regel  ungleich  geringer 
ist,  als  ihre  Länge,  so  macht  es  keinen  merk- 
lichen Unterschied,   ob   die  Berechnung  nach 


daher  auch: 
oder: 


Es  ist  aber 

/\mou  «^  /^ADC 


Q  :  Qi  =  AC 
DC 


DC 


oder  wenn  man  DC  =  H  setzt: 

Qi.S 


Q  = 


H 


Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  obige 
Gleichung  2).  aus  Antwort  auf  Frage  242, 
so  ist: 
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_    Qr.S 


P  =  -^ 


P  = 


dem  Sinus  oder  der  Tangente  angestellt  wird. 
Ueberhaupt  aber  wird  der  mechanische  Effekt 
oder  Erfolg  des  Keils  selten  berechnet,  sondern   oder: 
gewöhnlich  bringt  man  denselben  nur  nach  all- 
gemeinen Begeln  einer  groben  Erfahrung  in   i).    .    . 
Anwendung.   Weit  weniger  geschieht  dieses  fer- 
ner in  der  Art,  dass  drei  Krftfte  gleichzeitig  was  zu  beweisen  war. 
gegen  den  Kopf  und  die  beiden  Flächen  ^^       -r^      k 
Keils  drücken,  als  dass  gegen  ersteren  ein  Stoss       ^^  &Der 
ausgeübt  wird,  um  die  Flächen  zwischen  den 
Widerstand  leistenden  Körper  zu  treiben,  und 
dabei  wird  dann  in  der  Hegel  ohne  nähere  Un-         .           , 
tersuchung  vorausgesetzt,  dass  die  Richtung  der  ^^  *^^  Bucn 
drei  Kräfte  auf  diese  Flächen  lotrecht  sei.         2) 


H 


R 

2S 


Q.~R 


2 


H 


H 


,     1 
=  tgy« 


....     P  =  Q^.tg-^-« 

Für  den  einfachen  Keil  erhält  man  in 
analoger  Weise,  oder  nach  nach  dem  Ge- 
setz der  schiefen  Ebene: 


oder: 
3).    .    . 
oder,  da 

so  ist: 


P:Q  =  R:H 


P  =  Q 


H 


-^  =  tg  «   (siehe  Fig.  352) 
P  =  Q  .  tg  « 


Frage  246.  Was  ist  zu  thnn,  um  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichts  zu  erfah- 
ren für  den  FaU,  dass  eine  der  drei  auf 
den  Keil  wirkenden  Kräfte  unter  irgend 
einem  Winkel  gegen  die  entsprechende  Keil- 
fläche wirkt? 


Figur  355. 


Antwort.  Wirkt  eine  der  drei  Kräfte 
am  Keil  nicht  normal,  sondern  unter  irgend 
einem  Winkel  gegen  die  entsprechende  Keil- 
fläche, so  kann  die  Kraft  bei  bekannter 
Richtung  derselben  leicht  reduziert  werden. 
Wäre  z.  B.  der  KeU  ABC  (siehe  Fig.  355) 
und  die  Richtung  der  Kraft  P  =  no  gegen 
denselben  gegeben,  so  ist  diese  als  die^Dia- 
gonale  der  Komponenten  om  nnd  mn  zn 
betrachten,  wovon  die  letztere  verschwindet, 
die  erstere  aber  als  thatsächlich  wirksam 


bleibt.     Es  ist  aber 


om 


on 


der  Kosinus  des 


Neigungswinkels  ^^er  Kraft  mit  der  geo- 
metrischen Achse  oc  des  Keils  und  folglich 
ist  die  reduzierte  Kraft 

P^  =  P .  cos  /5 

Dasselbe  Verfahren  genügt  auch  zur  Re- 
duktion der  Kräfte,  welche  in  gegebener 
Richtung  gegen  die  Seitenflächen  des  Keils 
wirken. 


Frage  246.  Wie  lässt  sich  das  in  Antw. 
auf  Frage  242  gegebene  Gesetz  des  Keils 
durch  Experiment  beweisen? 


Antwort.    Zum  Experimentalbeweis  des 
Gesetzes  über  den  Keil  benutzt  man  den 
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Slatik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Figur  356. 


Apparat  Fig.  356  ^ ,  bei  welchem  sich  ein 
Keil  zwischen  zwei  Rollen  befindet,  von 
denen  die  untere  festliegt,  während  die 
obere  beweglich  ist.  Man  belastet  letztere 
durch  das  Gewicht  Q  und  legt  in  die  Zog- 
schale P  so  lang  Gewichte  bis  sich  der  Keil 
zwischen  den  Rollen  hindurchbewegt  und  80- 
mit  die  Last  Q  hebt.  Man  kann  dabei  mit 
einer  geringen  Kraft  eine  yerhältnismässig 
grosse  Last  heben ,  und  zwar  eine  um  so 
grössere,  je  schmaler  der  Racken  des  Keils 

Erkl.  268.    Der  in  Fig.  356  dargesteUte  Ap-  ™  ^^''«»"«^  ™  '^^^  ^^^8"  «*• 

parat  kostet,  von  Mahagoniholz  gefertigt,  mit  

Messingrollen,  Keil  und  Messingschale  an  sei-         *)  Siehe  Erki.  208. 
dener  Schnur  bei  Leppin  dt  Masehe,  Berlin  S, 
M.  15.—. 


Frage  247.  Was  ist  über  die  Beweguugs- 
wid  erstände  bei  Anwendung  des  Keils  zu 
bemerken  und  warum  wendet  man  denselben 
trotzdem  so  vielfach  an? 


ErkL  269.  Man  benutzt  den  Keil  zum  Heben 
schwerer  Lasten ;  so  werden  z.  B.  auf  den  Werf- 
ten Keile  unter  die  Schiffe  getrieben,  um  sie 
zu  heben.  Wenn  sich  ein  Gebäude  gesenkt  hat, 
80  treiben  die  Zimmerleute  Keile  unter  die 
Balken.  Kistendecke]  sucht  man  durch  Stemm- 
eisen zu  heben  und  die  so  gelockerten  Nägel 
entfernt  die  Zange,  deren  Kopf  aus  2  Keilen 
besteht.  —  Um  eine  sehr  grosse  Pressung  her- 
vorzubringen, benutzt  man  in  den  Oelmühlen 
den  Keil  in  der  sogen.  Keilpresse,  welche  aus 
dem  zerriebenen  Oelsamen  das  Oel  liefert«  — 
Zum  Spalten  und  Schneiden  wendet  man  den 
Keil  an,  indem  man  ihn  mit  der  scharfen  Kante 
in  feste  Holz-  und  Steinmassen  treibt.  Da  eine 
Kraft  um  so  mehr  wirkt,  je  kleiner  der  Rücken 
im  Verhältnis  zur  Seite  des  Keils  ist,  so  finden 
wir  alle  Schneidewerkzeuge,  welche  mit  einer 
kleinen  Kraft  meist  einen  grossen  Widerstand 
überwinden  sollen  und  welche  ohne  Ausnahme 
Keile  sind  mit  fast  parallelen  Seiten  an  der 
Schneide  versehen.  Je  schmaler  der  Rücken 
eines  Messers  gegen  die  Seiten  ist,  um  so  besser 
schneidet  es,  und  Rasiermesser  werden  aus  die- 
sem Grunde  hohl  geschliffen.  Alle  Aexte,  Beile, 
Meissel,  Stemmeisen,  Messer,  Scheren,  Hobel, 
Hacken,  Spaten,  Pflugschare,  Pfriemen,  Grab- 
stichel, Säbel,  Sporen  und  Bajonette  sind  Keile; 
kurz  alles,  was  schneidet,  reisst  oder  sticht. 
Die  Zähne  der  Egge,  der  Feile,  der  Harke, 
der  Säge  etc.  sind  keilförmig,  und  auch  unsere 
eigenen  Schneide-  und  Eckzähne  bilden  Keile. 
Schiffe  und  Vögel  haben  vom  schmale  Kiele, 
um  die  Widerstände  des  Wassers  und  der  Luft 
leichter  überwinden  zu  können.  —  Endlich  wirkt 
der  Keil  als  Befestigungsmittel,  in  Form  von 
Nägeln,  Nadeln,  den  Zinken  der  Gabel  u.  s.  w. 


Antwort.  Wenn  man  sich  des  Keils  be- 
dient, z.  B.  beim  Spalten  des  Holzes  and 
der  Steine,  oder  zum  Hinauftreiben  von 
Lasten,  so  wird  er  durch  die  Reibung  in 
dem  Spalt  festgehalten,  woraus  schon  von 
selbst  folgt,  dass  diese  ausserordentlich 
stark  sein  muss.  In  den  meisten  Fällen 
würde  er  ohne  diese  fast  seine  ganze  Brauch- 
barkeit verlieren,  wie  man  unter  anderen 
dann  wahrnimmt,  wenn  seine  Flächen  zu 
glatt  sind  und  er  bei  jedem  Schlag  aof 
seinen  Kopf  wieder  zurückspringt  Die 
starke  Reibung  ist  bei  ihm  daher  notwen- 
dig, aber  es  folgt  daraus  auch  zugleich. 
dass  ein  grosser  Teil  der  auf  ihn  ver- 
wandten Kraft  dadurch  wieder  verloren 
geht.  Manche  Physiker  bringen  den  Bei- 
bungskoefficienten  und  die  Richtung  dieser 
Reibung  gegen  seine  Flächen  zugleich  mit 
in  Rechnung,  allein  der  Reibungskoefficient 
ist  zu  wenig  genau  bestimmbar.  Am  ein- 
fachsten ist  es  daher,  mit  Hutton  aozo- 
nehmen,  dass  die  Reibung  gerade  so  stark 
ist,  als  der  gegen  ihn  ausgeübte  Druck: 
denn  wäre  sie  geringer,  so  würde  der  vor- 
wärts getriebene  Keil  bei  nachlassender 
treibender  Kraft  sich  wieder  zurückbewegeo. 
In  der  Regel  ist  aber  die  Reibung  noch  on* 
gleich  stärker,  als  diese  angegebene  Grösse» 
denn  sonst  müsste  man  einen  durch  Schlage! 
hineingetriebenen  Keil  mit  leichter  M 
wieder  zurückziehen  können.  Hiemach  m 
aber  zur  Bewegung  eines  Keils  die  doppeli 
Kraft  angewandt  werden,  wenn  man  Last 
durch  ihn  heben  will,  und  der  durch  i 
zu  erhaltende  mechanische  Effekt  könnte  dir 
her  nicht  gross  sein,  wenn  der  Keil  mä 
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Kork-  und  Gummipfropfen  sind  runde  elastische  zugleich    den   Vorteil   gewährte ,    dass    er 

Keile  und  auch  die  Wirbel  der  Saiteninstrumente  durch  den  Stoss  oder  Schlag  getrieben  wird, 

A^tP  sl'Ztr.^^^^^^  'Auc'h^^e  was  bei  keiner  sonstigen  einfachen  Maschine 
Gewölbesteine  kann  man  als  Keile  mit  abge-  ^®£,  *  ^^  ^\,  ,„.  ,  .  ,  , 
stumpfter  Schneide  betrachten,  deren  jeder  ver-  ^^  ^^  ^^  Wirkung  eines  stossenden 
möffe  seiner  Schwere  zwischen  die  benachbarten  oder  schlagenden  Körpers,  z.  B.  eines  ge- 
eindringt und  indem  er  sie  zu  trennen  sucht,  schwungenen  Hammers  etc.,  wie  das  Qua- 
äussert  er  einen  Druck  auf  sie,  der,  Ton  ihnen  drat  der  Geschwindigkeit  multipliziert  mit 
Termehrt,  auf  die  zur  Seite  anstossenden  über-  der  Masse  des  stossenden  Körpers  wächst 
teagen  wird,  bis  er  endlich  senkrecht  auf  den  r^ie  im  Lehrb.  vom  „Stoss''  gezeigt  wird) 

fLc^?Kf°  oT'o'  '^t^^'u  'l  aT  Widerstand  ^^^  durch  diese  beiden  Faktoren  ein  grosser 

desselben  semen  Rückhalt  findet.    Maschmen-  u«.^v*  „„  «— «:«u«„  ;„i.     ^r.   ;«*  .=.;««  ««i«i,^ 

räder  werden  auf  ihren  Wellen  häufig  durch  ?/^^^^''  ?"®\^^®''  '?,V   '^  •  n   ®'  ®  ""^^^^ 

Keüe  befestigt;  Holzkeüe  dienen  zum  Anein-  Maschine  m  allen  Fällen  willkommen,   wo 

anderpressen  der  Lettern,  zum  Befestigen  des  ™aQ  ei^e  Kraft  auf  jene  Weise  anwenden 

Hobeleisens  und  zum  Feststellen  der  Masten,  kann.     Die  Erfahrung   lehrt,    dass    durch 

Auch  die  Wurzeln  der  Pflanzen  dringen  keil-  schwere  Hämmer  von  4  bis  6  kg  Gewicht 

förmig  in  das  Erdreich.  —  um  Teile  von  Mess-  starke   eiserne    Keile   zerschlagen  werden, 

Instrumenten  um  sehr  wenig  zu  verschieben,  ge-  j^^  Hutton  sagt   daher   mit   Recht,    dass 


braucht  man  den  Messkeil. 


das  schwerste  Schiff  vermittelst  eines  unter 


chiä^rr  P:>SÄeÄieiSchin"n:  l^^^^  ««triobenen  Keils  gehoben  werden 

bei  welchen  auch  der  Keil  vertreten  ist,  möge  kann.                        ,      «t-j 

hier  noch  die  Keilpresse  erwähnt  werden.  Bisher  ist  unter  dem  Widerstand,  welchen 

Dieselbe  besteht,  wie  Fig.  357  zeigt,  aus  einem  der  Keil  zu  überwinden  hat,  nur  der  Drnck 

Wellrad  BC,  zwei  einarmigen  Hebeln  DF  und  gegen  seine  Seiten  verstanden  worden.     In 

EFj,  zwei  Keilen  JL  und  J*L^  und  mehreren  der  praktischen  Anwendung  hat  jedoch  die 

festen  Rollen.  Schärfe  des  Keils   oft  ein   widerstehendes 

t^LT\  ^loff'i  "^  ^  T^  die  Welle  Cm  Hindernis  zu  durchschneiden,  welches  einen 
Bewegung  gesetzt,  um  welche  sich  em  um  die  ..^  «•x«-^*«-»  a„/««^^  «/!«  ir-of*  ^^,^^ 
feste  Rolle  D  geschlungenes  Seil,  das  in  E  be-  ^«fj^  ?^^?!?!f''  Aufwand  von  Kraft  erfor- 
festigt  ist,  aufwindet  Durch  das  Seil  CDE  d^rt,  je  härter  der  zu  trennende  Körper 
wird  in  D  und  E  auf  die  in  H  und  H*  ge-  und  je  stumpfer  die  Schneide  des  Keils  ist. 
stützten  Hebel  DH  und  EH^  gewirkt.  Diese  In  allen  Fällen  ist  daher  der  mecha- 
Hebel  drücken  in  F  und  F^  auf  die  Keile  JL  nische  Effekt  des  Keils  um  so  grösser, 
und  J*L*.  Durch  diese  Keile  wird  die  Press-  je  geringer  seine  Höhe  im  Verhältnis 
platte  MN  aufwärts  und  die  Platte  OR  ab-  ^u  seiner  Länge  und  je  feiner  seine 

I-"i'pfl?''^'^°'^7'^''7\^''^«^^^^^  zwischen  Schneide  ist,  jedoch  lässt  sich  beides 
diesen  Pktten  und  den  festen  Hmdermssen  V  .  i.*  „^  „^.*  ♦•«1k««  ^i«««  ^«»  Tr«;i  a\^ 
und  W  befindlichen  Gegenstände  X  und  Y  ein  n^cht  so  weit  treiben,  dass  der  Keil  die 
bedeutender  Druck  ausgeübt  wird.  erforderliche  Stärke  verliert. 

Vermittelst  der  in  J,  M,  0,  J^  N  und  R 
angebrachten  festen  Rollen  erreicht  man  den  Figur  257. 

Zweck,  dass  die  beim  Uebereinan- 
dergleiten  eintretende  Reibung  be- 
deutend vermindert  wird. 

Nennt  man  die  an  der  Kurbel 
AB  wirkende  Kraft  P,  und  setzt 
man  den  Radius  der  Welle  C  =  r, 
den  Rücken  der  Keile  JL  und 
J^L'  =  r*  und  die  Seitenlänge  die- 
ser Keile  =  «,  so  hat  man,  da 
HG  senkrecht  auf  die  Richtung 
des  Seiles  genommen,  den  Hebel- 
arm des  Druckes  in  D,  und  HJ 
den  Hebelarm  des  Druckes  in  F 
auf  den  Keil  JL  vorstellt,  nach 
früherem,  wenn  Q  den  von  dem 
Keil  JL  den  Platten  MN  und  OR 
mitgeteilten  Druck  bedeutet: 


P.AB.HG.«  =  Q.r.HJ.r* 


folglich: 
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vobei   auf  Bewegungshindemisse    noch    keine 
Rücksicht  genommen  ist. 

Den  gleichen  Druck  teilt  aber  aucli  der  Keil 
J'L'  den  PUtten  MN  und  OR  mit.  Folglich 
erleiden  die  Körper  X  und  Y,  da  man  MS  und 
OR  als  feste,  unbiegsame  Körper  und  die  Rich- 
tung der  beiden  Drucke  nahezu  als  parallel  an- 
nehmen kann,  einen  Druck  =  3Q;  d.  i.  einen 

Gesamtdruck  =  2  ■  ^B.HG^ 

r.i' .  HJ 
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Frage  248.    Wie  entsteht  eine  Scliran- 
benlinie  nnd  als  was  kann  man  dieselbe       Antwort.    Wickelt  nun  ein  aas  starkem 
ansehen?  Papier  oder   ans  einer  dicken  Eantscliiüi- 

Fiitnr  358  platte  geschnittenes  rechtwinkliges  Dreieck 

^         ■  Bo  nm  irgend  einen  geraden  Cylinder  (etwa 

nm   einen   Bleistift    oder    eine   Glasröhre) 
hemm,   dass   die   eine  Kathete  ae  (siebe 
Fig.  358)  mit  dem  Umfang  der  Grundfläche 
znaammenfUlt,  so  bildet  die  Hypotenuse  ah 
eine  den  Cylinder  umwindende  schräg  an- 
steigende kmmme  Linie,  die  man  Schran- 
benlinie')  nennt.     Bat  man  hierbei  die 
Kathete  ac  genau  so  gross  genommen,  wie 
den  Umfaifg  des  Cylinders,  so  kommt  der 
höchste  Funkt  h,  des  Dreiecks  genau  Aber 
den  Pnnkt  abliegen,  nnd  die  senkrechte 
Entfernung  a\   dieser  beiden  Punkte  be- 
zeichnet man  als  Gewinde-  oder  Gang- 
ErkL  270    Da  nach  nebenstehender  Antwort  höhe,  während  der  zwischen  diesen  Schnitt- 
die  Schraubenlinie  die  Hjpontenuse  eines  recht-  punkten  liegende  Teil  der  Schraubenlinie  eine 
winkligen   Dreiecks   ist,    dessen   eine   Kathete   Schranbenwindung   oder  ein  Schrae- 
gleich  dem  SpindetnmfsiiK,  also  =^  im,  die  hengang  heisat.     Letzteren  kann  man  so- 
andere  aber  gleich   der  Höhe  h  eines  Ganges   mit  ansehen   als    die  Länge  einer   schiefen 
ist,  so  lasat  sich  die  Länge^  eines  Schrauben-   Ebene  äh,  deren  Höhe  U  gleich  der  Gang- 
ganges oder  der  Schraubenimie  nach  dem  pytha-   i,(jij      ^^  dg^j,  3^gjg  ~     igj^ij  jg^  Lm- 
goräjschen  Lehrsa^  le«ht  berechnen,  und  ^  ;^^^  Cylinders  ist.    Der  Winkel  *,  wel- 

ia*      in    Tlaimn    auf    ITin     ^VJA       vann    nh    7     Unit  .°..        .'._.-  .  ...  _. 


ist,  in  Bezug  auf  Fig.  858,  wenn  ab  =:  l  und 
be=h 

folglich: 


eben  hierbei  die  Länge  der  schiefen  Ebene 
Ä  gesetzt  wird:       ^  „jj   ^^„0    Basis    einschüesst,    heisst   die 

"  +  A^  Neignng  der  Schranbenlinie. 


:  y4r=;i'-i-ft» 


1)  Sieh«  EikLi70. 


Erkl.  271.  Aus  nebenstehender  Antwort  er- 
gibt sich,  dass  man  auf  ein  und  demselben 
Cylinder  unzählig  viele  von  einander  Terscbie- 
dene  Schraubenlinien  bilden  kann,  je  nachdem 
man  in  dem  erzeugenden  Dreieck  ahc  die  Höhe 
bc  kleiner  oder  grösser  nimmt. 

Stellt  man  mehrere  schiefe  Ebenen  ac6,  dbf 
etc.  auf  einander,  so,  dass  die  Basis  hd  da 
anfängt,  wo  die  erste  schiefe  Ebene  ab  endigt, 
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so  entstehen  durch  die  Aafvickelnng  dieses 
ärstems  um  den  Cjlinder  ebenso  viele  völlig 
gleiche  Schianbenlimen  oder  Gänge  als  schiefe 
Ebenen  vorhanden  sind,  welche  einzeln  genau 
aneinanderschliesBen  und  in  ihrer  Gesamtheit 
eine  einzige  ununterbrochene  oder  kontinuier- 
liche Schraubenlinie  von  mehreren  G&ngen  oder 
ein  Schraubengewinde  bilden;  der  C^linder 
wird  hierdurch  zur  Schraub  enapindel  und 
das  Ganze  zur  Schraube. 


Frage  249.    Aas  wievielen  nud  welchen 
Teilen  besieht  jede  Schraube? 


Antwort.  Jede  Schraube  besteht  aus  zwei 
Teileo,  welche  in  ihrer  Anwendung  stets  zn- 
Bammenwirken  mOssen,  nämlich  aus  Schran- 
benspindel  und  Schranbenmntter. 

Die  Schraubenspindel  AB  (siehe  Fig. 
359)  oder  die  eigentliche  Schraube,  ancb 
Kern  der  Schraube  genannt,  ist  ein  Cylin- 
der,  auf  welchem  sich  eine  in  einer  Schrau- 
benlinie umlaufende  Erhöhung  dasGewinde 
befindet.  Die  Schraubenmutter  CD  (siehe 
Fig.  360)  bildet  die  zur  Schraubenspindel 
möglichst  genau  passende  Eohlform,  also 
einen  Hohlcylinder,  in  welchen  die  Scbran- 
beng&nge  an  der  Innenseite  als  Vertiefungen 
BO  eingeschnitten  sind,  dass  die  erhabenen 
Gänge  der  Spindel  AB  genau  in  dieselben 
passen. 

Zu  jeder  Schrauhenspindel  gehört  allemal 
eine  Schraubenmutter,  welche  entweder  fest 
ist,  so  dass  die  Schranbenspindel  durch 
Drehung  nm  ihre  Achse  sich  in  die  Mutter 
hinein  schraubt  oder  die  letztere  um  die  feste 
Spindel  beweglich  ist.  Beide  zusammen  bil- 
den dann  einen  Schraobensats. 


Frage  260.  Was  versteht  man  nnter 
ein-,  zwei-  und  mehrgängigen  Schran- 
ben,  sowie  unter  scharf-  nnd  flachgän- 
gigen Schrauben? 

Figur  361. 


Antwort.  Wenn  sich  nur  eine  schiefe 
Ebene  um  die  Spindel  windet,  wie  in  Fig. 
358  nnd  369,  so  nennt  man  die  Schraube 
eine  einfache  oder  eingängige.  Beiden 
praktisch  verwendeten  Schrauben  ist  es  aber 
nicht  nur  eine  schiefe  Ebene,  welche  sich 
nm  den  Kern  windet,  sondern  man  läast 
zwei  oder  mehrere  von  einander  unabhän- 
gige, aber  untereinander  völlig  gleiche  und 
parallele  Schraubenlinien  um  ein  nnd  den- 
selben Cylinder  herumlaufen,  nnd  erhält  so 
zwei-  oder  mehrgängige  Schrauben. 

Fig.  361  zeigt  eine  zweigängige  Schraube 
mit  den  Crewinden  aa  und  hb,  und  Fig.  362 
zeigt  eine  viergängige  Schraube  mit  den 
Gewinden  aa,  bb,  cc,  dd.  Hierbei  besitzen 
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die  schiefeD  EbeDen  eine  solche  Länge,  dass 
Eich  ihre  Umwindungen  Öfter  wiederholen, 
Dnd  endlich  sind  eigentlich  nicht  schiefe 
Ebenen  mit  ihrer  ganzen  masÜTen  Unter- 
lage, sondern  nur  die  der  Länge  oder  Hy- 
potennse  entsprechenden  Streifen  nm  den 
Kern  der  Spindel  gewunden.  Sind  hierbei 
die  Aber  den  Kern  vorstehenden  Streifen 
oder  Gange  im  Qaerechnitt  ein  gleicb- 
Bchenkliges  Dreieck ,  welches  mit  seiner 
GmndliniQ  mn,  Fig.  363,  anf  dem  Eem 
anfsitzt,  so  heisst  die  Schraube  scharf- 
gängig. Häufig  wird  die  Spitze  des  Drei- 
ecks weggeschnitten  nnd  zwar  entweder  mit 
einer  Ebene,  wodurch  man  trapezförmige 
Gänge  erhält^  oder  man  macht  runde  Gänge, 
d.  h.  man  rundet  sowohl  die  obere  Spitze 
als  auch  die  scharfe  Forche  ab,  in  welcher 
die  Seitenflächen  der  Gänge  den  Kern 
schneiden.  lat  der  Querschnitt  der  Gänge 
dagegen  ein  Rechteck  oder  Quadrat,  siehe 
Fig.  364,  welches  mit  einer  Seite  auf  dem 
Eem  anfsitzt,  so  nennt  man  die  Schraube 
eine  flachgängige.  Die  in  den  Figaren 
359,  361  nnd  362  dargestellten  Schrauben 
sind  äacbgängige. 


Erkl.  372.  Da  die  Gewinde  die  ganze  Ober- 
fläche der  Spindel  und  ebenso  die  ganze  lunen- 
fläche  der  Mutter  bedecken,  bo  ist  die  Wirkung 
der  Schraube  eine  ununterbrochene,  ohne  dasB 
bierduTch  die  Reibung  vergrössert  wird  (denn 
die  Reibung  ist  von  der  Grösse  der  BerQk- 
rungsflächen  unabhängig,  wie  im  Lehrbuch  von 
den  Bewegungshiudernissen  dargethau  wird). 
Die  Form  des  Gewindes  ist  fQr  die  Benutzui^ 
der  Schraube  von  Wichtigkeit;  da  nämlich  bei 
scharfgftngigen  Scbiaubeu  die  Reibung  grösser 
ist  als  bei  nachgäugigea,  so  werden  erstere  be- 
sonders als  Befestigungsschrauben,  letztere  be- 
sonders als  BewegungsBchrauben  angewendet. 
Bei  beiden  ist  fttr  die  bessere  Wirksamkeit  er- 
forderlich, dasB  der  umgewundene  Körper  durch- 
aus gleichinässig  gestaltet  sei  und  in  jedem  ein- 
zelnen Punkt  eine  gleiche  Neigung  gegen  eine 
auf  die  Achse  der  Spindel  normale  Ebene  habe. 
Auf  diesen  Bedingungen,  sowie  auf  dem  gehöri- 
gen Verhältnis  der  Dicke  des  umgewnndenen 
Körpers  zu  dem  Durchmeseer  der  Spindel  und 
der  zu  bebenden  Last  und  endlich  auf  der 
Dauerhaftigkeit  des  Materials  beruht  die  Güte 
und  der  Wert  der  Schraube. 
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Frag«  261.    Dnrch  welche  Betrachtnog 
gelangt  man   zn    dem  Gesetz   des  Gleich- 
gewichts an  der  Schranbe,  und  wie  lautet       Antwort.     Bringen  wir  die  Spindel  mit 
dasselbe?  ihren  Windungen  in  diejenige  der  Mutter 

Figur  3G5.  (siehe  Fig.  365),  so  wird  die  Spindel  mit 

*  »irem  ganzen  Gewicht  and  einer  noch  etwa 

an  derselben  hängenden  Last  Q  auf  die 
schiefe  Ebene  der  Schranbenmntter  diUcken, 
nnd  wenn  keine  Reibung  vorhanden  wäre, 
drehend  hinabgleiten. 

Nehmen  wir  nun   an,   dasB   die  an   der 
Spindel  wirkende  Last  Q  gehoben  werden 
soll,   oder   dass   umgekehrt   ein  Abwärts- 
bewegen    der  Spindel  und   damit   ein  Zu- 
sammenpressen danmter  befindlicher  Gegen* 
st&nde  erfolgen  soll,  so  muss  in  jedem  Fall 
eine  Kraft  P  vorhanden  sein,   welche   am 
Umfang  der  Spindel  in  der  Richtung  ihres 
Halbmessers,   also  wagerecht  wirkt.     Als- 
dann wirken  aber  Last   und  Kraft  gerade 
so  auf  die  schiefe  Ebene  der  Schrauben- 
mutter wie  in  dem  zweiten  Fall  der  Lehre 
von  der   schiefen  Ebene,   d.  h.   die  Kraft 
wirkt  wagerecht  oder  parallel   der   Basis, 
ErkL278.  Aus  nebenetehender  Antwort  folgt,  nnd  es  wird   also,    wenn  von   der    grossen 
'^'^L™"',.^®  ^"^'  ^"  Schrauben  zunehmend   Reibung  abgesehen  wird,  bei  der  Schraube 
erhöhen  kann,  wenn  mau  den  Umfang  der  Spin-    ;-,i„-  v„„„j„ut   „„>i,„„j„„    „„;„      „„„„    „i„i. 
del  vergröMTrt  und  die  Höhe  der  Schrauben-    Gleichgewicht  vorhanden    sein ,    wenn    sich 
ginge  vermindert.   Beides  hat  aber  in  der  prak-    <»'«    ^^^!\  zur  Last  verhält  wie  die   Höhe 
liBchen  Anwendung  seine  Grenzen,  denn  wenn    der    schiefen    Ebene    zur    Basis    derselben, 
man   wegen   der   Festigkeit  des  Materials  die   d.  b.  wie  die  GewindehOhe  znm  Umfang  der 
Schranfaen  von  Metall  verfertigt,  ao  werden  sie    Spindel.     Denkt  man  sich  die  Spindel  ein- 
durch  grÖBseren  Umfang  der  öchraubenspindel   mal  umgedreht,  so  ist  der  Kraftweg  gleich 
leicht  zu  schwer,  zu  mühsam  lu  schneiden  nnd   dem  Spindelumfang,  der  Lastweg  gleich  der 
zugleich  zu  kostspiebg    Die  Höhe  der  Schrau-    Qanghöhe,  und  auch  hieraus  folgt: 
bengänge  darf  aber  unter  em  gewisses  Hinimum  " 

nicht  herabsinken,  welches  durch  die  Haltbar-    1) P  :  Q  =  G  :  U 

sstz?.sSi..?;.rsSu'.::  2?"  ■" "» "■»"■■« " "« sp»"«' "«'  ■"■" 

gftngen  auf  gleiche  Weise  vertieft  sein,  als  die  UalbmeBser  f : 

Schraubengftnge  selbst  erhaben  sind,  und  wenn  \>  ~~  im 

daher  z.  B.  100  Windungen   auf   1  cm    Länge  igt,  so  ist,  wenn  G  die  Ganghöhe  bezeichnet: 

kommen,  wie  bei  den  feinen,  zum  genauen  Mes-  n    n        n    n 

sen  der  kleinsten  Abstände  bestimmten  Mitro-    2) P  :  Q  =  6  :  2rn 

meterschrauben,  so  beträgt  die  Dicke  des  drei-  oder:                                    r, 

koDiigeu  Schraubenganges  in  der  Mitte  nur  P  =  O  ■  —  - 

^0_    _     1  *     2r:. 

2.100  ~   20  Nennt  man  aber  den  Neignngsmnket  der 

MiUimeter,    und   kann  nicht  wohl  vennindert  Schraub engänge  ^  a,  so  ist: 

werden,  wenn  selbst  der  feinste  Stah)  noch  ge-  q               q 

nagende  Haltbarkeit  behalten  soll.  -^  oder  -= —  =  tg  « 

Erkl.  274.    Eine  gut  geschnittene  Schraube  j,     ,            v^ . 

muEs  nach  dem  Eingreifen   von   3-4  Gängen  °°^  *'^"  *"'='*■ 

nicht  mehr  schlottern,  und  sich  dann  mit  stete  ^)     ■    •    ■    ■    P  —  Q.tgit 

nahezu  unverändertem  Widerstand  durch  mäs-  Man  n^^t  aber  die  Kraft  niemals  direkt 

S  «?STei:t^s/STh?r;Än"c  r  '"-^'^ii  -r;--/-'^"  r  ""• 

Allein  meistens  widerstehen  dieselben  der  um-   Ja^g   eines   Schraub enkopfs    von   grösserem 

drehenden  Kraft  selbst  bei  keiner  zu  hebenden   Unrchmesser,  oder  am  Ende   einer  Kurbel 

Last  bedentend.  oder  einer  durch  den  Schraubenbolzen  ge- 

Drefat  man  eine  Schraube  mit  scharfem  Ge-    steckten  Hebelstange  ACA  (siehe  Fig.  365) 
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winde  in  Holz  hinein,  so  übt  dieselbe  einen  so  so,  dass  die  Schranbe  zugleich  als  ein  Rad 

starken  Druck  in  der  Richtung  der  Achse  aus,  an  der  Welle  erscheint.   Dadurch  wird  der 

dass  sie  die  Festigkeit  des  Holzes  übeÄeindet;  ^Teg   der  Kraft  und  somit  ihre  Wirkung 

ebenso  gross  ist  aber  auch  der  Widerstand  oder  „_,  \^  ^i^^   irrftsRAr     aU   dßr  TTmfuiir   Am 

Gegendruck  des  Holzes.   Weil  demnach  die  Win-  ^^  ?     ^    r5f    l  '•  v  l^  H™»»K   ^^^ 

düngen  und  das  Holz  sich  fest  gegeneinander  ^^^  ^®^  ^^^  beschnebenen  Kreises  grösser 

pressen,  so  entsteht  eine  so  grosse  Reibung,  dass  ist  wie  der  Spmdelumfang.   Bezeichnet  man 

die  Windungen  im  Innern  des  Holzes  fest  blei-  non  den  Halbmesser  des  Kraftkreises  mit  R, 

ben,    dass   demnach   die  Schraube   sich   ihre  so  ist  der  Kraftweg  bei  einer  Umdrehung 

Muttergänge  erst  selbst  erzeugt.    Zu  diesem  =r  2  Rtt,  der  Lastweg  dagegen  =  G  (Gang- 

Zwecke  erhalten  derartige  Schrauben  (sog.  Holz-  höhe)    folglich: 
schrauben)  ein  sehr  scharfes  Gewinde  mit  dün- 

nen,  tiefen,  scharfrandigen  und  weit  auseinander  ^)'    •    •    •     P  :  Q  =  G  :  2R;r 

Hegenden  Gäiigen,  damit  sie  den  Widerstand  des  ^  ^^  |,ei  der  Schraube  verhält  sich  im 

prpers,  m  den  sie  eingeschraubt  werden,  leic^^  Fall    des   Gleichgewichts  die    Kraft 

ter  ttberwmden,   wozu  noch  der  Umstand  bei-  *  "**    **v    «*^**.i*5«»t*wiivo   «*«    «.*oiv 

trägt,  dass  dieselben  nach  der  Spitze  hin  sich  zar  Last,  wie  die  Gewindehöhe  zum 

kegelförmig  verjüngen.  Umfang  des  Kraftkreises.    Hierbei  ist 

Soll  eine  Schraube  beim  Nachlassen  der  be-  aber  die  Reibung  nicht  berücksichtigt,  wel- 

wegenden  Kraft  von  selbst  zurückgehen,  so  muss  che  gerade  bei  dieser  einfachen  Maschine 

die  Mutter  derselben  in  Metall  geschnitten  und  sehr  gross  ist,    weshalb   die  Schraube  bei 

die  Höhe  der  Schraubengänge  so  gross  sein,  Kraftübertragungen  grosse  Verluste  erzeugt 

dass  die  Last  von   selbst  auf  der  geneigten  ^q^  ^ur  wegen   ihrer   grossen  Einfachheit 
Ebene  herabgleitet     Da  aber  die  Reibung  die  ^^^^^  ^^^  ^^^^^^^  Pj.^3g3^  ^^^    y,,. 

Anwendung  von  mehr  als  der  ganzen  Kraft  er-  ^»**"  "^*'«"  w**^x^«oi,^i*, 

fordert,  oder  diese  um  mehr  als  das  doppelte  wenaung  tinaet.  ). 
vergrössert,  so  folgt  hieraus,  dass  ein  doppeltes 
Schraubengewinde  hierzu  nicht   mehr   genügt         u  siehe  Erki.  274. 
Man  gibt  also  solchen  Schrauben,  z.  B.  bei  den 
Papier-  und  Münzpressen,   ein  drei-  und  vier- 
faches flachgängiges  Gewinde. 

Erkl.  275.  Das  in  nebenstehender  Relation  4). 
ausgedrückte  Verhältnis  bleibt  offenbar  auch 
dasselbe,  wenn  sich  anstatt  der  Spindel  die 
Mutter  um  die  feststehende  Spindel  dreht.  Da 
die  Schraube  nur  selten  zum  wirklichen  Heben 
der  Last  Q  verwendet  wird,  so  muss  man  in 
andern  Fällen  unter  Q  die  Stärke  des  Druckes 
oder  der  Pressung  verstehen,  welche  durch  Um- 
drehung der  Spindel  oder  Mutter  hervorgebracht 
wird.  Ist  die  Schranbe  mehrgängig,  so  hat 
man  unter  G  die  Höhe  zu  verstehen,  um  welche 
die  Spindel  bei  einer  ganzen  Umdrehung  aus 
der  Mutter  heraussteigt,  also  bei  einer  zwei- 
fachen die  Höhe  von  zwei  Gewinden. 

Die  obige  Relation  4).  gibt  hier  unmittelbar 
den  bei  allen  Maschinen  nachweisbaren  Satz  von 

S:«  =  Q:P   oder   PS  =  Q« 
nach  welchem  nämhch  die  Kraft  in  ihren  Weg 
multipliziert,  dem  Produkt  aus  der  Last  in  den 
von  ihr  gleichzeitig  zurückgelegten  Weg  gleich 
sein  muss. 

Uebrigens  ist  noch  zu  bemerken,  dass  das 
nebenstehende  Gesetz  ungeändert  bleibt,  man 
mag  der  Schraubenmutter  nur  ein  eiziges,  oder 
zur  yerteilun<]^  der  Last,  wie  es  immer  geschieht, 
mehrere  Gewinde  geben;  enthält  diese  z.  B. 
ihrer  Höhe  und  Dicke  nach  zwei  Schrauben- 
gänge, so  kommt  auf  jeden  derselben  die  Last 
V2Q7  zu  deren  Überwindung  allerdings  nur  die 
halbe  Kraft  oder  72 P  notwendig  ist;  da  aber 
dieser  Widerstand  zweimal  vorkommt,  so  ist 
dazu  auch  ^21*  zweimal  nötig,  was  wieder  die 
Kraft  P  gibt,  und  so  auch  in  den  übrigen  Fällen. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei   bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  hrochiert,  nm  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schiasse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  2ÖPfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedenteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtUoh,  ohne  jede  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbuch 
Bum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  fOr  Fachleute  und 
Techniker  Jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Drnok  tob  Carl  Hammer  in  Stattgart. 


y,  v'^'/7 


Statik 

Lehre  vom  Gleichgewicht  fester 
K9rper  (Geostatik). 

Heft  383.  —  Seite  417—432. 

Mit  14  Figuren. 


Vollständig  gelöste 


Aufgaben-  Sammlung 


—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Angabe  imil  EntiicUunü  der  benutzten  Sitze,  Fonneln,  Regeln,  In  Fragen  nnd  Antworten 

erläatert  durch 

viele  Holzsclmitte  &  lithograpli.  Tafeln, 

ans  allen  Zweigen 

der  Beehenkiuttty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sph&riBchen 
Trigonometrie,  Bynthetischen  (Geometrie  etc.)  u.  hJHieren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  n.  Integral-Rechnnng,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik,  Meehanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geod&sie,  Nautik, 
mathemat»  Geographie,  Astronomie;  des  MascliUien-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brflcken-  u.  Hoehban's;  der  Konstmktionslehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  n. 

Parallel-PerspektiTe,  Sehattenkonstmktionen  etc.  etc. 

fdr 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  lUlitärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,  zur  Forthfilfo  bei  Schalarbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  ezaJkten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

nr.  Adolph  Hleyer^ 

]|»ih«mAtiker,  rereideter  kOnigl.  preut.  Feldmesser,  vereideter  grossh.  hessiioher  Oeometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Erftite. 
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oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper  (Geostatil() 

nach  System  Kleyer  bearbeitet 
von  R.  Klimpert,  Seminarlehrer  u.  Physiker  In  Bremen. 

Fortsetzung  v.  Heft  383.  —  Seite  417—432.    Mit  14  Figuren. 

Inhalt: 

Von  der  Schraubo  und  ihrer  Anwendung.  —  Prlnaip  der  virtuellen  Geschwindigkeiton.  —  Golöato  Aufgaben. 

Stuttgart  1887. 
Verlag  von  Julius  Maler. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezcuen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht ^  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigren  Preise  von  25  /^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aas  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Physik, 
Mechanik 5  math,  Geographie ,  Astronomie ,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  und  Hochbaues,  des  konstroktifen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstindl^ 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwlckelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird^  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezaglichen  gelösten  Aufgäben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betrefifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplancs  folgender  Schulen:  Realschulen  L  nnd  IL  Ordn«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bilrgerschalen,  Privatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien,  Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bange  werkschalen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitnngsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissenscbaftsschnleny 
Militärschnlen,  Torbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- Frei- 
willige- und  Offiziers-Examen  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule'  erworbeneu  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischea  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disciplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgab  du  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  nnd  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  uni  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenosscn  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anffrischang  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigen vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandliing« 
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Frage  252.   Mit  Hilfe  welches  Apparates 

läBSt  sich  die  Wirknng   der  Schraobe   auf 

experimentellem  Weg  zeigen?  Antwort.  Soll  das  Gesetz  über  das  Gleich- 

gewicht an  der  Schraobe  dorch  ein  Experi- 
Fignr  366.  m^nt  nachgewiesen  werden,  so  benatzt  man 

am  besten  den  in  Fig.  366  veranschanlichten 
Apparat,  bestehend  ans  dem  Fqsb  MN,  wel- 
cher einen  massiven,  gat  abgedrehten  Cy- 
linder  A  von  hartem  Holz  tragt,  anf  wel- 
chen ein  bohl  aasgedrehter,  ebenfalls  höl- 
zerner Cylinder  B  gesteckt  werden  kann, 
welcher  bestimmt  ist,  das  Gewicht  C  zu 
tragen;  letzterer  mnss  aus  besonders  hartem 
nnd  trockenem  Holz  gefertigt  sein  nnd  wird 
unterhalb  in  Form  einer  Schraube  abge- 
schnitten, was  sich  ziemlich  genau  erreichen 
l&sst,  wenn  man  zunächst  ein  Fapierdreieck 
aafklebt,  wie  es  in  Fig.  358  angedeutet  ist. 
An  dem  massiven  Cylinder  A  werden  dann 
sechs  Rollen  a,  oi  etc.  befestigt,  so  dass  sie 
alle  zugleich  die  Scbranbenwindang  stützen. 
Der  Arm  D  trägt  ebenfalls  eine  Rolle,  Ober 
.  ti  ...    ^,1..  ■  T .-  u     ■  i      i      welche  eine  Schnur  mit  dem  Gesensewicht 

Kikl.  276.    Wollte  man  wirkliche  Schrauben  p  i»„«     m„„  „;i,,  j„_  o„u      i.„     ■  .,    ...-i— 

benOtzen,  um  die  Theorie  derBelben  durch  Ge-   f '^°"-    ^^"^  «^^^  ^^'  Schraube  eine  starke 

Wichte -zu   zeigen,   so  müfiste  mau  solche  mit   Steigung  und  zwar  so,  dass  das  Verhältnis 

sehr  grosser  Steigung  oehmen,   und  such  dann   <188   Umfangs  zur   GanghiJhe  ein    möglichst 

noch  w&rde  die  Reibung  so  gross  ausfallen,  dass   einfaches,    etwa  3:1   oder  4:1    ist     Legt 

eine  Vergleichung  der  anzuwendenden  Gewichte   man  dann  anf  den  Cylinder  B  ein  8-  resp. 

uicht  das  gewUuschte  Resultat  gibt.  4  mal  so  grosses  Gewicht  als  in  die  Schale 

Zur  weiteren  Erläuterung  der  Anwendung  der   E,  SO  wird  Gleichgewicht  herrschen. 

^>cbraube  kann  ausser  dem  in  nebenstehender 

Antwort  beschriebenen  Apparat  anch  die  sog. 

archimedische   Schraube  dienen,  welche 

wohl  auch  unter  dem  Namen  Wassersch  necke 

bekannt  ist.  Dieselbe  ist  ungeachtet  ihres  Na- 
mens kaum  von  Ärchimedea,  sondern  wohl  schon  Figur  867. 

froher  in  Aegjpten  erfunden  worden.  Sie  schiebt 

das  Wasser  eine  nicht  zu  steile  schiefe  Ebene 

hinauf  and  besteht  in  der  einfachsten  Form  aus 

einer  Schraube,  die  in  einem  festliegenden  halb- 

cvlindrischen  Trog  gedreht  wird.     Hierbei  ent- 

schlöpft  aber  immer  mehr  oder  weniger  Wasser 

wieder  nach  unten,  deswegen  gibt  man  statt  des 

Troges  der  Schraube  eine  volle  Ummantelung, 

die  überall  auf  den  Kanten  des  Schraubenge- 
windes fest  ansitzt  und  folglich  an  der  Drehung 

teilnimmt.     Die  Drehung    der  Wasserschnecke 

masB  immer  in  entgegengesetzter  Richtung  von 

der    erfolgen,   m  welcher   das  Gewinde  läuft. 

Hat  das  untere,  im  Wasser  liegende  Ende  eine 

Quantität  Wasser  geschöpft,  so  wird  dasselbe, 

wenn  das  Gewinde  unter  ihm  weggedreht  wird, 

beim  ersten  Umgang  von  der  übrigen  Waaser- 

menge  abgesclinitten   und   bei  jedem  späteren 

nickt  es  infolge  seiner  Schwere,  die  es  immer 

auf  dem  tiefsten  Punkt  hält,   um  einen  Gang 

dem  höher  gelegenen  Ausfluss  zn,  welchen  es 

dann   auch   nach   so    viel  Drehungen,    als    die 

Schraube  Windungen  hat,  erreicht.  Die  Win- 
dungen   der    Schraube    bilden    einen    einzigen 

Kanal,  den  diis  Wasser  von  unten  nach  oben 
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zu  durchwandern  hat.  Nun  lassen  sich  aber 
solche  gewundene  Kanäle  auch  so  herstellen, 
dass  man  eine  oder  zwei  Blechröhren  kork- 
zieherartig um  eine  drehbare  Achse  windet,  wie 
es  Fig.  367  darstellt.  Ein  dieser  Figur  ent- 
sprechendes Modell  von  Glas  in  lackiertem  Blech- 
kasten liefert  die  Firma  Leppin  &  Masche  in 
Berlin  S  zum  Preis  von  M.  10. — . 


Frage  253.  Was  ist  über  die  Bewegung 
einer  Schraube  za  bemerken  und  in  wieviel- 
facher and  welcher  Weise  kann  dieselbe  zor       Antwort.   Die  Bewegung  der  Schraube 

Wirkung  kommen?  ist  eine  doppelte,  nämlich  eine  drehende 

und  zugleich  fortschreitende,  und  zwar 

Erkl.  277.  Als  Beispiele  zu  den  in  neben-  beträgt  die  letztere  bei  jeder  ganzen  um- 
stehender Antwort  erwähnten  Fällen  mögen  fol-  drehung  eine  Ganghöhe.  Beide  Bewegungen 
gende  dienen:  können  sowohl 

1).  Nur  die  Spindel  bewegt  sich  drehend  und  ^°"°®°  sowoni 
fortschreitend  bei  den  in  Erkl.  274  bereits  er-       1).  an  der  Spindel  als 
wähnten  Holzschrauben,  sowie  bei  der  in  Fig.  365       2).  an  der  Matter  auftreten;   ebenso  gut 

dargestellten  Schraube,  welche  sowohl  zum  He-  |^jmn  aber  auch 

ben  von  Lasten  als  auch,  wie  es  in  der  Schrau-       «Nj.at.      x.        -jt-vi^i       ju 
benpresse  (Kopierpresse  etc.)  der  Fall  ist,  zur       3).  die  Schraubenspindel  sich  bloss  drehen, 

Erzeugung  eines  kräftigen  Drucks  benützt  wird,  während  an  der  Matter  die  fortschreitende 

Auch  gehören  hierher  der  Nagelbohrer,  Kork-  Bewegong  erscheint  oder 
zieher,  die  Spindel  der  Stossprägemaschhie  u.       4),  die  Matter  bewegt  sich  nur  drehend 

^%f  Bei  den  Buchbinderpressen  bewegt  sich  ^^  ^^  Spindel  fortschreitend.  • 
die  mit  Handhaben  oder  Flügeln  versehene  Die  Spindel  wird  fortbewegt,  wenn  die 
Mutter  drehend  und  fortschreitend  über  die  Mutter  festsitzt,  die  Matter  dagegen,  wenn 
feste  Spindel.  In  gleicher  Weise  kommt  diese  ^je  Spindel  festsitzt;  im  ersteren  Fall  wir- 
Art  der  Schraubenbewegung  besonders  da  vor,  j^^^  j^^^  ^^  j^^  gemeinschaftlich 
wo  man,  um  zwei  Körper  fest  miteinander  zu         j      o  •  ^  1      •      1  xZx  n  yi 

verbinden,    durch  beid^    einen  Bolzen   steckt,  »^^^/f.  ?P^°^^^j   im  letzteren  FaU  gemein- 
dessen  Ende  mit  einem  Schraubengewinde  ver-  schaftlich   an   der   Mutter.     Wirken  Kraft 
sehen  ist.   Dreht  man  auf  letzteres  die  Mutter,  wid  Last  getrennt  an  Spindel  and  Mutter, 
so  rückt  dieselbe  zugleich  vor  und  presst  beide  dann  sind  beide  Teile  in  Bewegung. 
Körper  fest  aneinander. 

3).  Getrennt  wirken  Kraft  und  Last  beim 
Schraubstock,  wo  auf  der  Schraubenmutter  ein 
Backen  festsitzt  und  durch  Umdrehung  der 
Spindel,  die  selbst  nicht  fortschreiten  kann,  je 
nach  der  Bichtung  der  Drehung  auf  der  Spindel 
hin-  und  hergeht  und  dadurch  einem  festsitzen- 
den zweiten  Backenstück  genähert,  oder  von 
demselben  entfernt  wird. 

Aehnlich  ist  es  bei  Stellschrauben,  welche 
zur  genauen  Einstellung  von  Maschinen-  oder 
Instrumententeilen  dienen,  beim  Spindelbohrer, 
an  Drehbänken  und  überhaupt  da,  wo  die 
Schraube  als  sog.  Leitspindel  gebraucht  wird, 
wo  eine  drehende  Bewegung  mittels  der  Schraube 
in  eine  geradlinige  umgesetzt  wird. 

4).  Ein  interessantes  und  weniger  bekanntes 
Beispiel  fQr  den  vierten  Fall,  wo  die  Mutter 
sich  bloss  dreht,  die  Spindel  dagegen  nur  fort- 
schreitet, kommt  vorzüglich  bei  der  sog.  eng- 
lischen Wagenwinde  vor,  die  in  Fig.  368 
abgebildet  ist.  Die  Kraft  P  wirkt  an  den  Kur- 
beln FF  und  bewirkt  dadurch  eine  Drehung 
des  Getriebes  E;  dieses  greift  in  das  Zahnrad 
DD  ein,  mit  welchem  die  Schraubenmutter  C 
fest  verbunden  ist;  mit  der  Drehung  der  Kur- 
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belo  FF  dreht  sich  also  auch  die  Mutter  C. 
Letztere  umscbliesst  mit  ihrem  Gewinde  das  Ge- 
winde der  Spindel  AB,  welche  sich  in  einer 
Halse  auf-  uad  abbewegen,  aber  wegen  der  mit 
ihr  verbundenen  und  durch  einen  Schlitz  aus 
der  Halse  hervorragenden  Klane  B  sich  nicht 
drehen  kann. 

Um  die  Last  Q  zu  berechnen,  welche  man 
mit  einer  solchen  Winde  durch  eine  gegebene 
Kraft  P  heben  kann,  nehme  man  zuerst  an,  die 
Kurbeln  FF  seien  direkt  in  horizontaler  Stel- 
lung mit  der  Mutter  C  verbunden;  wenn  dann 
die  L&Dge  der  Hebelarme  FG  mit  R,  die  Gang- 
höhe der  Schraube  mit  h,  die  zam  Heben  der 
Last  Q  erforderliche  Kraft  am  Ende  F  des 
Hebels  mit  P  bezeichnet  wird,  so  ist: 

PiQ  =  A;2K7i 
folglich: 

Da  jedoch  in  der  Winde  die  Kurbeln  nicht 
auf  der  Mutter,  sondern  auf  einer  Welle  G 
sitzen,  die  durch  ein  Zahnr&derpaar  E,  D  mit 
der  Mutter  C  verbuDden  sind,  so  wird  nnn  die 
am  Ende  F  des  Hebels  F  G  erforderliche  Kraft 
in  dem  Verh&ltnis  der  Zfthnezahlen  beider  BAder 
kleiner.  Wenn  daher  die  Z&hnezahlen  mit  Z 
resp-  (,  die  an  den  Kurhein  wirkende  Kraft  mit 
P,  bezeichnet  werden,  so  ist: 


Pi  = 


^'  2Bji'  2 


sind  aber  statt  der  Z&hnezahlen  die  Halb- 
messer R,  und  r^  der  beiden  eingreifenden  B&der 
gegeben,  so  ist: 

P    -  0--!^.-^ 


Ans  diesen  Formeln  ist  leicht  ersichtlich,  wie 
bedeutend  die  Wirksamkeit  einer  solchen  Ma- 
schine in  Bezug  auf  die  Grösse  der  zn  heben- 
den Last  ist,  selbst  wenn  auch,  mit  Beittck- 
sicbtigung  der  bedeutenden  WiderstAnde,  der 
Nntzeffen  nur  '/i  bis  V4  des  oben  berechneten 
Wertes  betragt. 


Frage  264.  Imriefern  bt  die  bei  der 
Schraube  auftretende  gross«  Reibimg,  wel> 
che  dem  Heben  von  Lasten  entgegeowirkt, 
gerade  die  Ursache  ihrer  AnwendoDg? 

E>U.  278.  Bei  vielen  Instrumenten  werden 
Cflindrische  Zapfen,  Arme  von  Ständern  etc. 
in  Hohlcylindern  mittels  einer  durch  die  Wen- 
dung der  letzteren  gehenden  Druckschraube 
festgehalten,  so  dass  die  bei  gelüfteter  Schraube 


Antwort.  Infolge  der  grossen  Reibong, 
welche  bei  der  Schraube  auftritt,  tmd 
welche  schon  für  sich  allein  einer  Last 
das  Gleichgewicht  halten  kann,  bietet  die 
Schraube  für  den  Afaschinenban  ein  aus- 
gezeichnetes BefeBtignngsmittel,  weil  sich 
die  Terhiodong  leicht  lösen  und  wieder 
herstellen  iiast.  Wir  finden  sie  deshalb  in 
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möglichst  drehende  oder  fortBchreiiende  Bewe-  Uhren,  an  ThUren,  Flinten,  Retortenbalten), 

gimg  des  Zapfens,  Arms   Stiels  etc.  durch  An-  am  Schraubstock,  an  der  Hobelbank  n.B.w. 

^ehung  derselben  yerhindert  wird.    Eine  so  che  i„    ji^   Wagenacbsen    werden    Scbraaben- 

Schranbe  heisst  Btemsschrauhe.    Denselben  „  ..  1.1.1  j        11.  1  -. 

Namen  führen  die  Schrauben,  welche  dM  Fort  T"^"    angeschraubt,    um    das   Abgleiten 

gleiten  zweier  Körper  Qbereinander,  auch  wenn  ^^^  ^ä^«'  *°  verhindern  und  in  Verbindang 

sie  sich  in  ebenen  Fliehen  berühren,  mag  die  ""i'  Bremsen  und  Schleifzeag  dienen  sie  znm 

Bewegung  fortschreitend  oder  drehend  sein,  zu  Hemmen    dar    Fahrwerke    und    Eisenbahn- 

verhindern  bestimmt  sind.  Eine  Bewegung  durch  wagen.    Ferner  finden  wir  die  Schranbe  an 

eine  solche  Schraube  hemmen,  heisst  den  be-  Schiebelampen,  Femröhren  und  Hikroeko- 

treffenden  Körper  bremsen.  pen  teils  als  Befestigongs- ,    teils  als  Stell- 
schranbe. 


Frage265.  Ausser zamHebenvonLasten, 

zur  Aasabnng  eines  grossen  Drucks  oder  als  Antwort.    Die  Schraube  wird  nicht  bloss 

Befestigungsmittel  findet  die  Schraube  noch  angewandt  um  an  Kraft  zu  gewinnen  oder 

welche  andere  besonders   für  den  Physiker  einen  Druck  aoszutlben,  sondern  auch,  um 

wichtige  Anwendung?  gewisse  kleine  Körperteile  mit  grosser  Ge- 
nauigkeit durch  äusserst  kleine   und  doch 

BrkL  279.    Mikrometerschraobe  nennt  man  messbare  Strecken  geradUnig  fortzubewegen, 

jetzt  jede  Schraube  nut  engem  Gang,  auch  die  ^  dieselben  entweder  abzumessen  oder  ein- 

I  J^ i?r  "^  A^rT  JXl^^A  '^.°P»'«»=^«°  zuteUen.  Zu  aolchen  Zwecken  benutzt  man 
Instrumenten  n.  dergl.     wahrend   Mikrometer-    „  l      v  ■.      i_    »  ■        tu-  j 

schranbe  im  eigentlichen  Sinne  eine  Schraube  Schrauben  mit  sehr  fernen  Windungen,  sog. 
heisst,  die  dazu  bestimmt  ist,  kleine  Grössen  zu  Mikrometerschrauben. ')  Hat  n&mlicb 
messen  und  feine  Einteilungen  auf  Glas,  Metall  eine  solche  Schraube  n  Gftnge  auf  1  cm, 
u.  s.  w.  aufzutragen.  SO  bewegt  sich  die  Mutter  bei  jeder  Um- 

ErU.  280.  Die  Mikrometerschraube  bildet  drehong  der  Spindel  um  |cm  fort  Da  man 
den  Hauptbestandteil  der  Teilmaschine  (s.  All-  nun  Mikrometerschrauben  fertigt,  bei  wel- 
gemeine  Eigenschaften  der  Körper)  des  Sph&ro-  eben  100  Dmwindungen  auf  1  cm  Höbe 
meters  u.  a.  Zur  nftheren  Brlftuterung  der  Mi-  kommen,  SO  kann  man  mit  solchen  Schran- 
krometerschrauhe  möge  das  Sphärometer  in  ^en  Überaus  kleine  Bewegungen  hervor- 
seiner  einfachsten  Konstruktion  dienen  (wie  es  l^^„„„  k„o„„j„_„  «^nn  .^laDaiv,.»,  n».  ..«< 
von  Leppin  &  Masche  in  Berlin  S  zu  M.S6.-  ^""«f"'  besonders  wenn  dieselben  nur  um 
geliefert  wird),  siehe  Fig.  369.  Dasselbe  wird  '/*.  '/„  oder  V,o,  eines  Kreises  omgedreht 
gebraucht,  um  die  Dicke  sehr  dünner  Bleche,  werden,  und  es  lassen  sich  mit  Hilfe  einer 
Glasplftttcben,  Drlht«  u.  s.  w.  zu  messen.  Es  solchen  Schraube  Teilungen  ausführen,  die 
besteht  aus  einer  sehr  feinen  Schraube,  die  sich  bei  exakter  (d.  h.  gewissenhafter,  genauer) 
in  einer  Schraubenmutter  drehen  lässt,  welche  Herstellung  der  Apparate ')  eine  Grenze  für 
mittels  dreier  stählerner  Füsse  auf  einer  ebenen  noger  Auge  fast  nicht  mehr  haben,  und 
Glasplatte  ruht  Auf  der  Schraubenspindel  ist  ^enen  die  Messung  von  Schmetterlingsstaab 
RSÄToÄf^ÄS^Sr/^^^^^^^^  undBlutktlgelcben  eine  leichte  Aufgabe  isL 
Dicht  zur  Seite  dieser  Scheibe  steht  ein  verti- 
kales  Metallstfibchen  C,  dessen  Teilung  der  ','■  |j*J'  ijkl'aw 
Höhe  der  einzelnen  Schraubengänge  entspricht. 

Betragt  diese  1mm,  so  wird  die  Spitze  A  der  Figur  869. 

Schraub enspindel  hei  einer  ganzen  Umdrehung 
nm  1  mm  gehoben  oder  gesenkt:  dreht  man 
aber  die  Kreisscheibe  und  die  Spindel  nur  um 
'/loo  der  Umdrehung  an  C  vorbei,  so  rilckt  auch 
die  Spitze  A  nur  um  V100  uim  auf  oder  ab.  Um 
damit  die  Dicke  eines  Pl&ttchens  zu  messen, 
dreht  msn  zuerst  die  Schraube  so  tief  herab, 
bis  ihre  Spitze  und  die  Fasse  des  Instruments 
in  einer  Ebene  liegen,  also  die  als  Untertage 
dienende  Glaatafel  berühren,  und  notiert  dann 
die  Stellung  der  Kreisscheibe  an  dem  Stäbchen 
C.    Nun  schraubt  man  die  Schraube  in  die  Höhe,  | 

legt  das  zu  messende  Plättchen  unter  ihre  Spitze 

und  schraubt  wieder  abwärts,  bis  dieses  von  der  ' 

Spitze  A  berührt  wird.    Indem   man   nun   die 


1  der  Schraube  tmd  ihrer  Anwendung. 


Stellung  der  EreisBcheibe  an  C  abermab  abliest, 
findet  man  aus  dem  Datenchied  beider  Stel- 
lungen die  Dicke  des  PlattchenB.  Eb  betrage 
z.  B.  dieser  Unterschied  eine  ganze  Umdrehung 
und  15  Teilstriche  der  Scheibe,  so  ist  die  Dicke 
des  Flittchens  offenbar  1,15  mm. 

äphftrometer  in  genauester  AuBfUhrung  mit 
LibellenfQhlhebel,  bei  denen  die  hundertteilige 
Kreiascheibe  0,005  mm  angibt,  liefert  tlie  oben- 
genannt« Firma  zu  M.  165.—. 


Frag«  266.  Was  versteht  man  unter 
einer  Schraube  ohne  Ende,  wo  fiDdet 
dieselbe  hauptsächlich  Anwendung  and  wenn 
ist  dieselbe  im  Gleichgewicht? 


Antwort.  Greifen  die  Schraubeng&nge, 
anstatt  sich  in  den  Tertiefongen  der  Schrau- 
benmutter zu  bewegen,  in  die  fOr  diesen. 
Zweck  gehörig  schr&g  gearbeiteten  Zähne 
eines  Stirnrades  (Fig.  370)  ein,  so  dass 
letzteres  als  die  Last  zd  betrachten  ist,  die 
anf  der  schiefen  Ebene  binanfbewegt  wird, 
so  nennt  man  eine  solche  Vorrichtung  eine 
Schraube  ohne  Ende,  weil  sie  stets  aufs 
neue  wieder  in  die  Zähne  des  Bades  ein- 
greift and  so  eine  stetige  Brehnng  desselben 
bewirkt. 

Sieselbe  dient  zur  Uebertragang  einer 
rotierenden  Bewegung  von  einer  Welle  auf 
die  andere,  wobei  man  meistens  eine  be- 
deutende Verminderung  der  Geschwindigkeit 
resp.  Vermehning  der  Kraft  erreichen  will. 

Die  Anwendung  der  Schraube  ohne  Ende 
ist  eine  doppelte : 

l).  Will  man  mit  einer  kleinen  Kraft  ? 
eine  grosse  Last  Q  heben,  so  ist  die  Spindel 
flachgängig  und  das  Bad  hat  dann  Zähne, 
deren  Flanken  schräg  gegen  die  Stimfiäche 
des  Bades  stehen.  Die  Last  wird  dann 
dnrch  die  Drehung  des  Schneckenrades  be- 
wegt, indem  sie  an  einem  Seil  hängt,  das 
sich  anf  die  Welle  des  Bades  wickelt,  oder 
an  einer  Zahnstange  wirkt,  die  dnrch  ein 
anf  der  Welle  sitzendes  Zahnrad  bewegt 
wird,  oder  dnrch  eine  Schraube,  deren  Matter 
sich  in  der  Nähe  des  Bades  befindet.  Das 
Verhältnis  zwischen  Kraft  and  Last  ermit- 
telt man  wie  bei  der  Schraube.  Bezeichnet 
r  den  Badias  der  Welle,  B  den  Kadins  des 
Bades,  so  würde  die  Kraft,  wenn  sie  am 
Umfange  des  Badea  wirkte, 

sein.  Von  dieser  Kraft  brancht  nur  aber 
der  soTielte  Teil  angewandt  zu  werden,  so- 
vielmal der  durch  die  Kurbel  BD  zurttck- 
gelegte  Kraftweg  2ka  grösser  ist  als  di» 
Ganghöhe  g  der  Schraube,  Hieraus  ergibt 
sich: 
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P  = 


2fc7i.R 
oder: 

P:Q  =  gr:2k7rR 

dabei  ergibt  sich  immer  ein  so  grosser  Rei- 
bongsverlost,  dass  man  nar  wegen  ihrer 
Einfachheit  die  Schranbe  ohne  Ende  zu- 
weilen zum  Heben  von  Lasten  verwendet. 

2).  Eine  andere  Anwendung  findet  die 
Schraube  ohne  Ende,  wo  es  sich  darum  han- 
delt, eine  recht  sanfte  und  langsame  Kreis- 
bewegung hervorzubringen.  Die  Schraube 
ohne  Ende  dient  hier  als  Stell-  oder  Mikro- 
meterschraube zur  feinen  Einstellung  an 
Instrumenten,  auch  wohl  an  den  Wirbeln 
von  Ouitarren  und  Kontrabässen  etc.  Die 
Spindel  ist  gewöhnlich  eine  scharfgängige 
Schraube,  welche  derart  gelagert  ist,  dass 
sie  sich  nur  um  ihre  Achse  drehen  kann; 
im  Umfange  der  Scheibe  ist  eine  runde 
Rinne  eingegraben  und  in  diese  sind  dann 
Schraubenwindnngen  eingeschnitten,  so  dass 
die  Spindel  in  dieser  Rinne  eine  sie  teil- 
weise umschliessende  Mutter  findet  und  bei 
jeder  ihrer  Umdrehungen  die  Scheibe  oder 
Stange  um  eine  Oanghöhe  fortschraubt. 


Frage  257.  Es  wurde  bereits  bemerkt, 
dass  man  die  Kraft  einer  Schraube  ver- 
mehren kann,  indem  man  den  Spindelumfang 
im  Verhältnis  zur  Ganghöhe  möglichst  gross 
nimmt  und  dass  man  die  Kraft  an  einem 

möglichst  langen  Hebelarm  wirken  lässt ;  Antwort.  Die  Kraft  einer  Schraube  kann 
ausser  diesen  gibt  es  aber  noch  welches  ohne  Yergrösserung  ihrer  Spindel  resp. 
andere  Mittel  die  Kraft  einer  Schraube  zu  ihres  Kraftkreises  erhöht  werden,  wenn  man 
vermehren?  zwei  Schrauben  miteinander  verbindet,  wie 

W.  Hunter  erfunden  und  Melville  bekannt 
gemacht  hat.    Diese  Einrichtung,   wie  «sie 
bei  einer  Presse  angebracht  werden  kann, 
ist  in  der  Zeichnung  Fig.  371  dargestellt 
AA  ist  eine  hohle  Schraube,  die  zugleich 
als  Mutter  fttr  die  massive  Schraube  B6 
dient;  die  Ganghöhe  von  BB  ist  etwas  ge- 
ringer als  die  von  AA.    Beim  Anfang  der 
Bewegung,    sowie   beim  Zurückziehen  der 
Erkl.  281.    Aus  nebenstehender  Gleichung  Pressplatte  dreht  man  an  den  Armen  CG, 
ist  zu  ersehen,  dass  man  der  Spindel  und  den  während  EE  festgehalten  wird;  dann  wird 
beiden  Gewinden  jede  beliebige  Stärke  geben  sich  die  Pressplatte  D  D  um  eine  Ganghöhe 
kann,  und  dass  die  Wirkung  der  Schraube  bloss  von  BB  senken  oder  heben.    Soll  der  Druck 
von  der  Kleinheit  der  Differenz  (H— ä)  abhängt,  ein  grösserer  werden  und  abwärts  gerichtet 
Da  aber  die  Kleinheit  dieses  Unterschieds  aufs  ggin,   so  dreht  man  vermittelst  der  Arme 
äusserste  gebracht  werden  kann,  so  ist,  in  theo-  ^E  die  Schraube  AA  abwärts,  während  CC 
retischer  Hmsicht,  die  Wirkung  der  genannten  ,      r^i^v-j^-j       ij« 

Schranbe  eine  f^t  unbegrenzte.  Hätte  z.  B.  an  der  Drehung  verhindert  wird;  alsdann 
die  Spindel  AA  10  Schraubengänge  auf  1  cm,  senkt  sich  die  Platte  DD  um  die  Differenz 
die  Spindel  BB  aber  deren  12,  so  würde  die  der  Ganghöhen  der  beiden  Schrauben.  Denn 
Druckplatte  DD  durch  eine  Umdrehung  nur  um  bei  der  Drehung  der  Schraube  AA,  die  fflr 
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|',acni  abwärtB  und  gleichzeitig  um  '/ii  cm  auf-  BB  als  Hntter  dieDt,  wird  letztere  heraos- 

wärtB,  also  im  ganzen  um  geschranbt.  hebt  sich  also  am  ihre  Gaog- 

_! L=-?_  —  J-cm  liöhe   =   A ;    die   Ganghöhe   von    A A   ist 

'"       '^         '^        **  aber  etwas  grösser  =  H,  dämm  musB  Bich 

abwärts  bewegt  werdM     Doch  wird  auch  bei  jig  Pressplatte  DD,    welche  nm  die  Gang- 

ieaer  Maschine  die  Wirkung  m  Bezug  auf  die  ^^^^    ^  gehoben  und  nm  die  grössere  Gang- 

Grösse  des  auBgeQbten  Drucks  durch  eintretende  ,^,      „*    i,„._i     l .    „,,j :„i 

Reibung  und  Gegenwirkungen  bedeutend  abge-  '"*''«  ^   abwärts    bewegt    wird     jm    soviel 

ändert  und  modifiziert  (?om  lat.  modißcäre  von  "enkcD,  als  die  Differenz  H  —  A  der  beiden 

modus,  Maas  und  facere,  machen  s.  v.  w,  m&BBi-  Ganghöhen  beträgt.    Da  nun,  wie  schon  oft 

een,  abändeni,  eiuscbrftnkenV   Hingegen  können  bemerkt,  bei  jeder  im  Gleichgewicht  befiod- 

solche  Schrauben,  wegen  des  geringen  Raumes,  liehen    Maschine    Kraft    mal    Kraftweg    = 

den  der  bewegte  Körper  durchläuft,    auch  zu  Laat  mal  Lastweg   sein   moss,    so    gilt  ffir 

Mikrometerschranben  von  grosser  Feinheit  ge-  ^jg  ^^len  beschriebene  Schraube,  welche  den 

^'^"•'w*'^*"' **"  ^'"^^'i^  u**"!.^";?"  ^'^T   Namen  »ifferentialschraubo  führt,  die 
dert  aber  eine  grosse  Sorgfalt  und  Geschick-   n  .  .- 
lichkeit.  "  "^  ReUüon: 

P.2Rn  =  Q.(H-ft) 

"^"'        P:Q  =  (H  —  fi):2R7r  '). 

■).  Blsha  Erkl.  ESI. 


ErkL  282.  Eine  andere  Einrichtung  erhält 
die  Differentialschraube,  wenn  beide  Gewinde 
anf  den  nämlichen  Cylinder  geschnitten  sind 
und  jeden  eine  eigene  Matter  zugehOrt,  welche 
beide  sich  zwar  nicht  drehen,  wohl  aber  einan- 
der nähern  und  voneinander  entfernen  lassen. 
Steht  die  Mutter  des  gröberen  Gewindes  fest, 
ist  aber  die  des  feineren  nach  der  Achsenrich- 
tung  der  Spindel  beweglich,  so  rOckt  die  Spindel 
bei  einer  Umdrehung  in  der  festen  Mutter  um 
die  Höhe  H  eines  der  gröberen  Schranbengäage 
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Tor,  in  der  beweglichen  Mutter  dagegen  um  die 

Hohe  ''  eines  der  feineren  Schraubengänge ;  nun 

aber  rückt  die  Spindel  jedenfalls  um  die  er- 

Btere  Grässe  H  nach  der  Sichtung,  wohin  sie 

geschraubt  wird;  also  zieht  sie  die  bewegliche 

Mutter  nm  die  Differenz  der  Schraubengänge 

(H  —  k)  beider  Gewinde  nach  der  festen  Mutter  Figur  372. 

Ikeran.      Schraubt   man    in    entgegengesetztem 

DrehongEsinn,   so  entfernt  sich  die  bewegliche 

Mutter   bei  einer  Umdrehung  der  Spindel  um 

die  Differenz  der  Höhen  (H —  A|  der  Schrauben- 

gänge  von  der  festen. 

Erkl.  2S3.    Auf  Ähnliche  Weise  wie  zu  der 

nebenbeschriebene  n  Differentialschraubenpresae 
kann  man  die  DifferentialEcbraube  auch  als 
Winde  benutzen,  wie  es  Dunn's  sehr  sinnreiche 
sogenannte  Perspektivwinde  (Fig.  372)  zeigt. 
Bei  derselben  sind,  wie  in  voriger  Figur,  zwei 
Schraub  enapindeln  A  und  B  angebracht,  wovon 
A  bohl  ist  und  als  Mutter  ftlr  die  Spindel  B 
dient.  Beide  Spindeln  haben  wieder  verschie- 
dene Ganghöhen.  Es  habe  z.  B.  die  innere 
Spindel   B,   welche   das   Hörn  C    trggt,    eine 

frOssere  Ganghöhe.  Dreht  man  nun  die  Spin- 
el  B  vermittelst  des  angebrachten  Hebels,  so 
hat  man  eine  einfa<che  Schraubenwinde,  die 
bei  einer  Umdrehung  sich  um  die  Ganghöhe 
von  B  hebt.  Ebenso  ist  es,  wenn  man  vermit- ' 
telst  eines  Schlüssels  den  Kopf  der  Spindel  A 
ergreift  und  diese,  nachdem  B  in  A  festge- 
schraubt ist,  dreht;  das  Hörn  C  wird  sich  nun 
um  die  Ganghöhe  von  A  heben.  Dreht  man 
aber  die  Spindel  A  abwärts  und  verhindert  B, 
sich  zu  drehen,  so  wirkt  die  Maschine  als 
Differentialschraubenwinde.  Denn  in  die- 
sem Fall  wird  A  mit  B  sich  um  die  Ganghöhe 
von  A  senken;  zugleich  aber  auch  wird  die 
innere  Spindel  B  um  ihre  Ganghöhe  aufwärts 
geschraubt,  und  da  letztere  grösser  ist  als  die 
Ganghöhe  von  Ä,  so  hebt  sich  das  Hörn  C 
um  die  Differenz  der  beiden  Ganghöhen, 

Sehr  zweckmässig  ist  die  angebrachte  Vor- 
richtung, wonach  vermittelst  des  aufgesteckten 
Hades  D,  das  beim  Gebrauch  der  Winde  ent- 
fernt wird,  und  der  kreisrunden  Fussplatte  E, 
die  Winde  an  ihren  Bestimmungsort  gerollt 
werden  kann.  Diese  Winde  wird  auf  Eisen- 
bahnen oft  verwendet  und  es  ist  dann  die  Ent- 
fernung von  D  und  E  gleich  der  Spurweite. 


Frage  258.    Kann  auch  der  Widerstand 
flüssiger  und  Inftfönniger  Körper  in  ähn- 
licher Weise    zur    Erzeugung    einer    fort- 
schreitenden   Schraubenbewegung     dienen,       Antwort.    Gleichwie  der  WiderEtand  der 
wie  es  durch  den  Widerstand  fester  Körper  festen   Körper   das   Mittel  znr   Erzeugung 
geschieht?  einer   fortschreitenden   Schranbenbewegung 

bietet,  so  kann  auch  der  Widerstand  flüssi- 
ger und  Inftförmiger  Körper  znr  Erzeagang 
einer  fortschreitenden  Schraubenbevegung 
dienen. 
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Frage  259.  Wodurch  lässt  sich  die  obige 
Behauptung  beweisen  und  welche  flberaus 
wichtige  Anwendung  hat  die  Schraube  in 
dieser  Beziehung  gefunden? 


Antwort.  Es  lässt  sich  mit  Hilfe  der 
Schiffsschraube,  sowie  mit  Hilfe  der 
Luftschraube  beweisen,  dass  auch  in  flflssi- 
gen  resp.  luftförmigen  Körpern  durch  ge- 
eignet konstruierte  Schrauben  eine  fördernde 
Bewegung  erzeugt  werden  kann. 

Besonders  wichtig  ist  die  Verwendung 
der  Schraube  zum  Fortbewegen  der  Schiffe 
als  Schiffsschraube  an  Stelle  der  Schaufel- 
räder, wodurch  nicht  nur  der  Wellenschlag 
bedeutend  vermindert,  sondern  auch  dem 
wichtigsten  Teil  des  Schiffs  eine  yersteckte 
Stelle  'angewiesen  wird.  Das  Prinzip  der- 
selben beruht  darauf,  dass  das  Wasser 
genug  Widerstand  leistet,  um  einer  sehr 
rasch  um  ihre  Achse  sich  drehenden  Schraube 
gegenflber  sich  wie  eine  feststehende  Schrau- 
benmutter zu  yerhalten.  Die  Schrauben- 
spindel schraubt  sich  in  dasselbe,  wie  ein 
Korkzieher  in  den  Kork  hinein  und  bewegt 
sich  darin  in  der  Richtung  ihrer  Achse 
weiter. 


Frage  260.  Durch  welchen  Apparat  kann 
man  die  Wirkung  der  Schiffsschraube  er- 
läutern, wie  ist  derselbe  eingerichtet  und 
welches  ist  seine  Wirkung? 


Figur  373. 


Antwort.  Zum  bessern  Verständnis  der 
Wirkungen  der  Schiffsschraube  kann  man 
die  Luftschraube  oder  den  sog.  Flieger 
benützen,  welcher  in  den  Spielwarengeschäf- 
ten schon  von  M.  1.  —  an  käuflich  ist. 
Derselbe  besteht  aus  vier  dünnen  Blech- 
fiflgeln  (siehe  Fig.  373),  welche,  ähnlich  wie 
die  Flügel  einer  Windmühle,  in  etwas  schie- 
fer Lage  um  einen  Dom  angebracht  sind. 
Jeder  derselben  stellt  vermöge  seiner  Nei- 
gung ein  Stück  einer  Schraubenfläche  dar. 
Die  Vorrichtung  a  wird  mit  dem  Dorn  in 
die  gabelförmige  Oeffnung  des  Rotations- 
apparates b  gelegt,  und  die  letztere  durch 
die  umgewickelte  Schnur  in  rasche  Drehungen 
versetzt,  welche  sich  auch  dem  Flieger  mit- 
teilen, infolge  deren  sich  derselbe  auslöst 
und  in  der  Luft  in  die  Höhe  schraubt,  bis 
seine  Bewegung  matter  wird,  und  sein  Ge- 
wicht ihn  wieder  herabzieht.  Wie  hier  die 
Luft,  so  wirkt  bei  der  Schiffsschraube  der 
Widerstand  des  Wassers;  da  derselbe  aber 
viel  grösser,  die  Fortbewegung  eines  Kör- 
pers in  horizontaler  Richtung  ausserdem 
leichter  als  in  vertikaler  Richtung  ist,  so 
wird  ein  dem  Flieger  ähnlicher,  entsprechend 
grosser  Apparat,  in  der  Längsrichtung  des 
Schiffes  angebracht,  bei  genügend  rascher 
Drehung  auch  einen  schweren  Schiffskörper 
in  Bewegung  setzen  können. 
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Frag«  261.    Wie  ist  die  Schiffsschraube 
eingerichtet,   welches   sind   die  haoptsäch- 

lichsten  Bedingungen  einer  möglichat  grossen  ,  .  ,  t«.  „  ..-  .  .  l  ^  ... 
■ffirkMmkeit  derselben  und  welche  Vorteüe  *"**"*-,  ^'?  Schiffsschranbe  besteht 
gewähren  die  Schranbendampfer  gegenüber  "»  T^^^^'^  f!'^  ieselbe  Achse  gesetzten 
den  Raddampfern?  «■       o  o  m,^  (j^j^b  Radien  begrenzten  Teilen  einer 

'^  Scbranbenfläche,  ans  2  bis  6  Schranben- 

flUgeln  (Fig.  37i  ist  eine  doppeltgängige 
Schiffsschraube),  welche  mehr  oder  weniger 
Figur  874.  genan  nach  der  SchraubenflAche   gestaltet 

sind  und  welche  entweder  fest  oder 
verstellbar  an  der  möglichst  kugel- 
förmigen   Nabe    angebracht    oder 
mit   ihr    ans    einem    Stacke    ge> 
gosaen  sind.    Sie  liegt  am  Hinter- 
teil des  Schiffes,  Tor  dem  Stener- 
mder ,    im    sogen,    toten   Hohe, 
welches    stets ,    wenn    das    Schiff 
schwimmt,  nnter  Wasser  ist.     Die 
Welle  oder  Achse  wird  dnrch  die 
Dampfmaschine  in  rasche  Umdreh- 
ungen gesetzt.    Beträgt  das  Vor- 
wärtsgehen im  Wasser  anch  nicht 
bei  jeder  Umdrehung  soviel  wie  die  Gang- 
höhe, da  das  Wasser  nachgiebig  ist   nnd 
dem   Druck    der   Schraabenflächen    sowohl 
Erkl.  284.    Dem  berUhmten  Physiker  Daniel  nach  hinten  als  nach  den  Seiten  ausweicht, 
Bemotäli  gebührt  die  Ehre,  die  Schi ffsBch raube,  bq  wird  doch  immer  ein  Fortxttcken  erreicht, 
wie  wir  sie  heute  noch  anwenden,  erfanden  zu   welches   bei    100    bis    150    Umgangen    der 
haben.    Er  reichte  1752  bei  der  franzflsiachen   Schraube  pro  Minute,  zu  einer  ansehnlichen 
Akademie  eine  Denkschrift  ein,  in  welcher  er    r--,,»™.™)-!,,,.,™  »—k^i,^» 
die  Schiffsschraube  au sfQhrlich  beschrieb   and    '^^??"*''    ,  "^  »""^-^''^V 
dieselbe   zur  Anwendung  empfahl.     Aber  erat       Als  hauptsächliche  Bedingungen  einer  mög- 
ala  zu  Anfang  dieses  Jahrhunderte  J\<iton  seine   liehst  grossen  WirksamkeU   sind  zu  erw&h- 
ersten  Dampfschiffe  gebaut  hatte,  deren  Erfolge   nen  1).  eine  breite  Fläche  oder  Öin  grosser 
auch  die  Ärgsten  Zweifler  verstummen  machten  Durchmesser,  welche  den  Widerstand  einer 
und    als   der   Verkehr   durch   Einführung    des  grossen  Wasaermasse  zu  aberwinden  hat  und 
Dampfes   als   bewegende   Kraft  Ausdehnungen  deswegen  eher  sich   in  derselben   vorwärts 
annahm,  welche  den  Wert  der  Zeit  bedeutend    bewegt;    2).    eine    angemessene    Höhe    der 
steigerten,  erst  da  gelangte  die  Idee,  die  Bchraube   o  u      v„  _ii„„„     j„™-t    „j™  n.^i,...,..  =;^«, 
als  Schiffsmotor  anzuwenden,  zur  Verwirklicbnng,    Schranbengflnge ,  damit  jede  Drehung  eine 
1829  fanden  im  Triester  Hafen  die  Probefalirten  der  aufgewandten  Kraft  entsprechende  Be- 
des    ersten  Schraubendampfers   statt,   welcher  wegnng  bewirke,  und  3),  eine  entsprechende 
nach  Joseph  Besteh  Angaben  gebaut  war.   Aber   Zahl  von  Umdrehungen, 
trotz  des  glänzenden  Erfolges  kam  die  Sache       Die  Vorteile  der  Schraub endampfer  gegen- 
doch  wieder  in  Vergessenheit,  bis  der  Engländer  aber  den  Raddampfern  bestehen  hauptsäcli- 
Smith  1835  Schraubendampfer  zu  bauen  begann,  üch  darin,  dass  bei  Kriegsschiffen  z.  B.  die 
welche  sogar  die  Bedingungen  dw  Admiralität   ^^^^  ^„  g^^^  jgj„  feindlichen  Fener  ans- 

"^".'^^'f  *?;^.  LT'«fj!  l^  i'^i^l  '±!  !  gesetzt  sind  und  nebst  dem  Radkasten  zn 
m  allen  bedeutenden  Häfen  an  nnd  eine  groste  °r  ,  L  ■       l  i-i  ■  ^  j      -c«  i  . 

Anzahl  der  hervorragendsten  Ingenieure  und  '^el  Raum  einnehmen.  Ferner  ist  der  Effekt 
Gelehrten  erhielt  so  Gelegenheit,  sich  von  der  des  Rades  wesentlich  vom  Tiefgang  des 
Vortrefflichkeit  der  Schiffsschraube  zu  über-  Schiffes  (von  der  Belastung)  abhängig,  nnd 
zeugen.  während  das  Rad  das  etnemal  zn  tief,  das 

anderemal  za  wenig  tief  in  das  Wasser 
Erkl.  286.  Die  Schraube  findet  auch  noch  eintancht ,  kann  man  beim  Schranben- 
AnwOTdung  bei  den  sog.  gezogenen  Läufen  der  Dampfer  durch  richtige  GewichlsverteUang 
Geschülze  und  Handfeuerwaffen,  hei  denen  im  ..  'o  .„  .„  „,_,  °  .^  »17  ,„„_  j_  {i,_„ 
Innern  des  Laufes  seh  raub  enga^gartip  gewuu-  ^}\  Schraube  Stets  unter  Wasser  ID  ihrer 
dene  Einschnitte  oder  Rinnen  angebracht  sind,  nchtigen  Lage  erhalten.  Bei  rollender  Be- 
Die  mit  einem  Bleimanlei  umhüllten  resp.  aus  wegnng  des  Schiffs  arbeiten  die  Räder  sehr 
Blei  bestehenden  Geschosse  werden  durch  die   nnregelmässig ;  dagegen  kann  die  Schranbe 


Von  der  Schraube  and  ihrer  Anwendong.  427 

Gewalt  der  Pulvergaee  in  die  schmalen  sch&rf-  nnr  bei  BtampfeDder  Bewegnog  des  Schitfes 
kantigen  Zttge  genau  eingepreast  nnd  darch  die  leiden.  AnsEerdem  ist  die  Radmaschioe 
ihnen  hierdurch  mitgeteilte  Rotation  um  eine  nebgt  Rädern  schwerer  als  die  Schrauben- 
horizontale  Längsachse,  di«  sie  MBser  dem  Lauf  maschlne,  welche  Dampffährböte  in  den 
beibehalten,  mit  Sicherheit  geführt.  winzigsten  Dimensionen  ermögUcht. 

ExU.  286.  Eb  dürite  hier  noch  am  Platz 
sein,  den  Bnmerang  oder  das  anstralische 
Wurfholz  zu  erwähnen,  hesteheud  aus  einer 
etwa  60  cm  langen,  seitlich  abgeflachten,  nach 
beiden  Seiten  hin  etwas  Terschia&lerten  und  in 
der  Mitte  knieartig  gebogenen  Schiene  ans  har- 
tem Holz,  welches  anf  seiner  unteren  nahezu, 
aber  nicht  ganz  ebenen  FUche  derartig  wind- 
schief ist,  dasB  es  ein  Stück  einer  sehr  flachen, 
rechts  gewnndenen  Schraube  bildet.  Fasst  man 
den  Bnmerang  am  langen  Ende,  wie  Fig.  ST5 
zeigt,  so  dasB  die  flache  Seite  am  Zeige-  und 
Mittelfinger,  die  konvexe  (oder  auswärts  ge- 
krümmte) am  Daumen  der  Rechten,  der  ganze 
Bumerang  nahezu  in  einer  senkrechten  Ebene 
liegt  und  die  offene  oder  konkave  Seite  des 
Bogena  nach  oben  gekehrt  ist,  zieht  die  Hand 
bis  nahe  an  die  Schulter,  so  dass  sich  der 
Bnmerang  zum  grössten  Teil  rückwärts  von  der 
Schulter  befindet  und  wirft  dann,  indem  man 
den  Arm  streckt,  unter  einem  Winkei  von  20 
bis  30°  schräg  aufwärts,  während  man  gleich- 
zeitig Zeige-  nnd  Mittelfinger  kräftigst  nach 
der  Innenhandfläche  zndrüclct,  SO  steigt  der- 
selbe kreiseschlagend  in  die  Luft,  wendet  sich 
immer  mehr  nach  links  und  oben,  kehrt  dann  - 
plötzlich  in  flachem  Bogen  znm  Ausgangspunkt 
zurück  and  fällt  im  günstigen  Fcdl  vor  die 
Fasse  des  Werfenden.  Diese  eigentümliche  Er- 
scheinung beruht  auf  dem  Gesetz  der  Schraube. 
Der  Versuch  gelingt  nur  nach  einiger  tJebung, 
die  man  auf  einem  freien  Platz  nnd  nicht  in 
der  Nähe  von  Fensterscheiben  vornehmen  mnss, 
da  bei  einigem  Wind  oder  ungeschicktem  Werfen 
der  Bnmerang  ganz  verkehrte  und  unberechen- 
bare Bahnen  beschreibt. 

Figur  S75. 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


ö).  Satz  oder  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 


Frage  262.  Wenn  bei  irgend  einer  der 
bisher  behandelten  Maschinen  das  Gleich- 
ge)ivicht  insoweit  gestört  wird,  dass  eine 
Bewegung  eintritt,  was  bemerkt  man  dann 
in  Bezug  auf  das  Verhältnis  der  Wege, 
welche  d^e  Angriffspunkte  der  Kraft  und 
Last  zurücklegen? 


Antwort.  Bei  allen  bisher  behandelten 
sowohl  einfachen  als  zusammengesetzten 
Maschinen  kann  man  beobachten  und  nach- 
weisen, dass,  im  Fall  das  Gleichgewicht 
zwischen  Kraft  und  Last  gestört  wird,  so 
dass  eine  Bewegung  eintritt,  die  kleine 
Kraft  P  einen  grossen  Weg  S  und  die  grosse 
Last  Q  einen  kleinen  Weg  s  zurücklegt, 
und  es  ist  stets 

P.S  =  Q.s 

d.h.  die  Produkte  aus  Kraft  und  Last 
in  die  Wege  ihrer  Angriffspunkte 
sind  einander  gleich,  oder  die  Ej-äfte 
verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Wege 
ihrer  Angriffspunkte. 


Frage  263.  Unter  welchen  Voraus- 
setzungen gilt  der  vorerwähnte  Satz  allge- 
mein und  far  jede  Anzahl  von  Kräften, 
welche  auf  einen  Körper  wirken? 

Erkl.  287  Wirken  z.  6.  auf  irgend  einen 
Körper  die  Kräfte  P^,  Pj,  Pg . . . ,  Q. ,  Q^.  Q3 . . . , 
die  denselben  um  irgend  einen  Punkt  C  zu 
drehen  suchen  und  halten  sich  diese  Kräfte  das 
Gleichgewicht,  so  muss  auch  jede  unendlich 
kleine  (nur  gedachte)  Drehung,  welche  durch 
die  in  positivem  Drehungssinn  wirkenden  Kräfte 
entstand,  wieder  durch  die  entgegengesetzte  Wir- 
kung der  negativ  drehenden  Kräfte  aufgehoben 
werden. 

Nimmt  aber  bei  einer  solchen  unendlich  klei- 
nen Drehung  der  Körper  eine  solche  Lage  an, 
dass  die  Angriffspunkte  a,  h,  c . . .  der  auf  ihn 
wirkenden  Kräfte  nach  a,  ß,  y . ,.  gelangen,  so 
müssen  wieder  die  Wirkungen  oder  Arbeits- 
grössen  der  in  entgegengesetztem  Sinn  wirken- 
den Kräfte,  d.  h.  die  Produkte  aus  Kräften  imd 
Wegen  einander  gleich  sein,  wobei  man  unter 
Weg  immer  die  direkte  Annäherung  oder  Ent- 
fernung vom  Ziel  in  der  Richtung  der  Kraft 
versteht 


Antwort.  Stört  man  das  Gleichgewicht 
nur  insoweit,  dass  die  von  den  Angriffs- 
punkten der  Kräfte  zurückgelegten  Wege 
unendlich  klein  werden,  und  sd^ätzt  diese 
unendlich  kleinen  Wege  nach  den  Richtungen 
der  Kräfte,  so  gilt  der  oben  erwähnte  Satz 
allgemein  und  für  jede  Anzahl  von  Kräften, 
welche,  auf  ein  System  von  fest  miteinander 
verbundenen  Punkten  wirkend,  im  Gleich- 
gewicht stehen. 


Frage  264.  Mit  welchem  Namen  be- 
zeichnet  man  den  in  der  Antwort  auf  die 
vorige  Frage  enthaltenen  Grundsatz,  wie 
lautet  derselbe  mit  andern  Worten  und  wie 
lässt  sich  derselbe  erläutern? 

Srkl.  288.  Unter  virtueller  Geschwin- 
digkeit oder  virtueller  Verschiebung 
eines  Punktes  versteht  man  die  gerade  Linie, 
welehe  derselbe  beschreibt,  wenn  das  Punkt- 
system oder  der  Körper,  zu  welchem  derselbe 


Antwojt.  Der  in  der  obigen  Antwort  aus- 
gesprochene Grundsatz  der  Mechanik  führt 
den  Namen  „Prinzip  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten" und  lautet  auch  so: 

Wenn  irgend  ein  System  von  Punk- 
ten im  Gleichgewicht  ist  und  jeder 
Punkt    eine    mit    den    Bedingungen 


Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 
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gehört,  in  eine  Lage  gebracht  wird,  die  unend- 
Uch  wenig  von  der  früheren  verschieden,  aber 
mit  den  Bedingungen  des  Systems  vereinbar  ist. 
Die  Bezeichnung  „virtuell**  (virtus,  Fähigkeit, 
Möglichkeit)  soll  ausdrücken,  dass  diese  Ver- 
schiebungen nur  als  möglich  gedacht  werden, 
nicht  wirklich  erfolgende  sind. 

Projiziert  man  (siehe  ErkL  125)  diese  von 
einem  Punkt  beschriebene  gerade  Linie  die  vir- 
tuelle Verschiebung  auf  die  Richtung  der  an 
diesem  Punkt  angreifenden  Kraft,  so  heisst  diese 
Projektion  die  virtuelle  Geschwindigkeit  bezogen 
auf  diese  Kraft.  Die  der  virtuellen  Verschie- 
bung entsprechende  Arbeit  heisst  virtuelle  Ar- 
beit und  es  wird  also  dann  Gleichgewicht  statt- 
finden, wenn  die  von  einem  Teü  der  Kräfte 
produzierte  oder  erzeugte  virtuelle  Arbeit  der 
von  dem  noch  übrigen  Teil,  welcher  dann  ge- 
wöhnlich Widerstand  genannt  wird,  virtuell  er- 
zengten Arbeit  gleich,  aber  entgegengesetzt  ist 
Wenn  somit  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten 
verschwindet,  so  findet  Gleichgewicht  statt  und 
umgekehrt. 

Figur  376. 


des  Systems  verträgliche,  unendlich 
kleine  Verschiebung  erleidet,  so  ist 
die  algebraische  Summe  der  Produkte 
aus  den  Kräften  in  die  virtuellen 
Geschwindigkeiten  ihrer  Angriffs- 
punkte, diese  nach  den  Richtungen 
der  Kräfte  genommen,  gleich  Null. 

Um  diesen  Satz  zu  erläutern,  seien  die 
beiden  Kräfte  P  und  Q  (s.  Fig.  376)  auf 
den  um  C  drehbaren  Winkelhebel  ACE  im 
Gleichgewicht,  folglich,  wenn  CM  und  CK 
auf  den  Richtungen  der  Kräfte  P  und  Q 
senkrecht  stehen 

1) '~  ~~ 


P.CM  =  Q.CN 


Kommen  nun  durch  eine  unendlich  kleine 
Bewegung  dieses  Hebels  die  Angriffspunkte 
A  und  B  nach  a  und  &,  wobei  die  unend- 
lich kleinen  Winkel  AGa  und  BCb  einander 
gleich  werden  (die  wir  durch  y  bezeichnen 
wollen),  so  sind  die  unendlich  kleinen  Bögen 
Aa  und  B5  die  virtneUen  Geschwindigkeiten 
der  Punkte  A  und  B,  und_wenn  man  auf 
die  Richtungen  der  Kräfte  öä  und  g/9fällt, 
so  sind  die  Projektionen  0  Aä  und  B/9  die 
virtuellen  Geschwindigkeiten  dieser  Angriffs- 
punkte nach  den  Richtungen  der  Kräfte  ge- 
nommen. (In  vielen  Fällen  fallen  diese 
Projektionen  mit  den  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten der  Angriffspunkte  selbst  zusam- 
men). Dabei  wird  Ää,  weil  diese  Projek- 
tion nach  der  Richtung  der  Kraft  P  gezählt 
wird,  als  positiv,  Bß  dagegen,  als  in  die 
Rückverlängerung  der  Kri^t  Q  fallend,  als 
negativ  angenommen. 

Da  der  kleine  Bogen  Aa  als  eine  gerade 
Linie  angesehen  werden  kann,  so  ist: 


Erkl.  289.  Nennt  man  der  Kürze  halber  das 
Produkt  aus  der  Intensität  einer  Kraft  P  in  die 
virtuelle  Geschwindigkeit  p  ihres  Angriffspunktes 
nach  ihrer  Richtung  genommen^  also  Pp  (resp. 
Q9),  das  virtuelle  Moment  dieser  Kraft,  und 
nimmt  dieses  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  p 
(resp.  q)  in  die  direkte  oder  entgegengesetzte 
Richtung  der  Kraft  fällt,  so  lässt  sich  das  Prin- 
zip der  virtuellen  Geschwindigkeit  allgemein  wie 
folgt  ausdrücken: 

Wenn  irgend  ein  System  von  Angriffs- 
punkten im  Gleichgewicht  ist  und  jeder 
Punkt  eine  mit  den  Bedingungen  des  Sy- 
stems verträgliche,  unendlich  kleineVer- 
schiebung  erleidet,  so  ist  die  algebra- 
ische Summe  aus  den  virtuellen  Momen- 
ten aller  Kräfte  gleich  Null,  wie  auch 
die  Verschiebung  geschehen  möge. 

umgekehrt:  Sind  alle  die  Momente  zu- 
sammen gleich  Null,  so  ist  das  System 
im  Gleichgewicht. 


und  man  hat 


/\Aaa  flsö  /\  CAM 
CM:  CA  =  A«:  Aa 


und  daraus,  wenn  man  Aa  =  jp  setzt: 
P  = 


CM.Aa 


CA 

Ebenso  folgt  analog  aus  den  beiden  ähn- 
lichen Dreiecken  Bbß  und  BON,  dass 

CN:CB  =  BßiBb 

oder  wenn  Bß  =^  q  gesetzt  wird,  so  ist: 

CN.BS 

Nun  ist  aber  Bogen 

Aä  =  CA.y 
oder: 


1).  Siehe  EtIcI.  125. 
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Srkl.  290.  Wenn  wir  die  Frage  nach  dem 
Entdecker  des  Prinzips  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten beantworten  wollen,  so  werden  wir 
zurückgewiesen  auf  die  Zeit,  in  der  man  über- 
haupt angefangen  hat,  die  theoretische  Mechanik 
genauer  auszubilden. 

Nach  dem  Urteile  des  Lagrange  ist  Ouido 
übäldo  {Ib4b—IQ01)  als  derjenige  Mathematiker 
zu  nennen,  der  zuerst  von  diesem  Prinzip  An- 
wendung macht.  Aber  Ubaldo  schien  die  Frucht- 
barkeit und  Wichtigkeit  seiner  Erfindung  nicht 
zu  ahnen,  indem  er  dieselbe  nur  in  dem 
Gleichgewicht  des  Hebels  und  des  Flaschen- 
zugs erkannte,  aber  auf  keine  derjenigen  Ma- 
schinen anzuwenden  suchte,  die  in  jenen  Zei- 
ten den  eigentlichen  Gegenstand  der  Statik 
bildeten,  als  die  Schraube,  der  Keil,  die  schiefe 
Ebene  etc.  Aehnliches  lässt  sich  über  Oalüeis 
Untersuchungen  in  Bezug  auf  dieses  Prinzip 
sagen.  Er  zeigte  allerdings  die  Anwendung  des 
Prinzips  auf  cUe  letztgenannten  Maschinen  und 
er  betrachtete  dasselbe  sogar  ausdrücklich  als 
ein  allgemeines  Gesetz  der  Statik,  wie  man  in 
seiner  „Mechanik"  und  in  dem  dritten  seiner 
„Dialoge  ^  sieht.  Später  benützte  Descartes  das- 
selbe Prinzip,  um  daraus  das  Gleichgewicht 
aller  damals  bekannten  einfachen  Maschinen  zu 
erläutern,  aber  ohne  dabei  seiner  Vorgänger  zu 
erwähnen.  Aber  auch  er  scheint  die  Allgemein- 
heit dieses  Prinzips  keineswegs  nach  dem  gan- 
zen Wert  desselben  erkannt  zu  haben,  vielmehr 
verdanken  wir  die  Einführung  dieses  Prinzips 
in  die  Wissenschaft,  und  was  noch  mehr  ist, 
die  Errichtung  des  ganzen  wissenschaftlichen 
Gebäudes  auf  dieser  Basis,  dem  berühmten 
Geometer  Lagrange,  der  dadurch  der  Mechanik 
nicht  nur  eine  neue,  sondern  auch  zugleich  die 
letzte  Gestalt  gegeben,  da  es  unmöglich  scheint, 
sie  noch  allgemeiner  und  einfacher  zugleich  zu 
behandeln.  Durch  ihn  ist  die  ganze  Mechanik 
im  Grunde  auf  eine  einzige  Formel  zurück- 
geführt worden,  deren  blosse  Entwicklung,  die 
nur  Sache  der  reinen  Analysis  ist,  die  Auf- 
lösung aller  Probleme  enthält,  die  man  in  der 
Mechanik  aufstellen  kann. 

Erkl.  291.  Um  von  diesem  fruchtbaren,  das 
allgemeine  Prinzip  des  Gleichgewichts  enthalten- 
den Satz  einige  Anwendungen  zu  zeigen,  mögen 
folgende  Beispiele  dienen. 

Beispiel  1).  Es  seien  die  beiden  Kräfte  P 
und  Q,  welche  an  den  Punkten  A  und  B  senk- 
recht auf  den  um  C  drehbaren  Hebel  AB  (siehe 
Fig.  377)  wirken,  unter  sich,  also  am  Hebel  im 
Gleichgewicht. 

Stört  man  das  Gleichgewicht  in  der  Art,  dass 
der  Punkt  A  nach  A|  und  B  nach  B|  kommt, 

und  sind   die  Wege  AA^  und  BB^  unendlich 

klein,  so  sind  Aa  und  Bh  die  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten der  Punkte  A  und  B  nach  den 
Bichtungen  der  Kräfte  P  und  Q  (und  zwar  ist 
die  erster e  negativ,  die  letztere  positiv).  Es 
ist  also  zufolge  des  hier  in  Rede  stehenden  Satzes: 


und  ebenso: 


Aa   __ 


Bb 
CB 


=  y 


daher  auch,  diese  Werte  in  die  beiden  vor- 
hergehenden Gleichungen  substituiert: 


und 
oder: 


p  =  CM.y 
q  =1  C^.y 


P.  ^    CM 
3   ~    CN 


and  da  ans  der  obigen  Bedingungsgleichtmg: 

n  CM  _   Q 

^^ CN   ■"  P 

folgt,  so  ist  auch: 

^^  Q_ 

oder» 

2) Pl>  =  Q« 

oder  anch  mit  Bücksicht,  dass  nach  der 
Torigen  Bemerkung  p  und  q  entgegenge- 
setzte Zeichen  haben: 

3) Pl>  +  Q3  =  0 


Figur  377. 


Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 
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P.Aa  —  Q.B6 

oder:  P  :  Q  =  B6  :  Aä 

Wegen  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  AA^a  und 
BBfh  und  da  AAi  und  BB^  ähnliche  Kreis- 
bögen sind,  ist  aber 

bbiÄä  =  BBt : ÄÄl   =  BC  :  AC 

folglich  auch:  

P:  Q  =  BC:  AC 

fibereinstimmend  mit  dem  bekannten  Satz  fürs 
Gleichgewicht  des  Hebels. 

Beispiel  2).  Wir  nehmen  ferner  den  in  Ant- 
wort auf  die  Frage  287  behandelten  Fall  der 
beiden  schiefen  Ebenen,  auf  welchen  (siehe 
Fig.  378)  zwei  durch  eine  Schnur  miteinander 
verbundene  Körper  im  Gleichgewicht  stehen. 

Wird  das  Gleichgewicht  gestört,  und  be- 
schreiben die  Schwerpunkte  0,  0|  als  Angriffs- 
punkte der  Kr&fte  Q  und  Qi   die  unendlich 

kleinen  Wege  Oa  und  Otai,  so  sind  diese  die 
virtuellen  Geschwindigkeiten  dieser  Punkte  und 

bn  und  0|n|  ihre  Projektionen  auf  die  Kräfte; 
es  ist  also  infolge  des  in  Rede  stehenden  Satzes, 
und  da  hier  nur  zwei  Glieder  vorkommen, 

Q  .  Ön  =  Qi .  Ö^i 


Q 


0,n, 


oder:  _     

Qi  On 

und  da  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
Ona  und  ACB,  sowie  von  O^n^^a^  und  BCD 
sofort 


^     Oa 


und 


also 


Vf» 

V/  U  ' 

AC 

0,n, 

= 

CB. 

0,a, 
CD 

On 

— 

AC 
CD 

0,a, 
Oa 

Ö 

i^t 

AC 

CD 


On 

Ö^ai   =  Oa  ist, 

_Q_  ^  rc 

Qi  CD 


oder: 
weil 

auch 


oder:  Q  :  Qi  =  AC  :  CD 

wie  in  Antwort  auf  Frage  237. 

Beispiel  8).  Es  sei  bei  der  Schraube 
ohne  Ende  durch  Störung  des  Gleichgewichts 
der  beiden  Ejräfte  P  und  Q,  welche  an  den 
Punkten  D  und  r  (siehe  Fig.  379)  wirken,  der 
Punkt  r  nach  o  gekommen,  also  der  unendlich 

kleine  Bogen  ro  die  virtuelle  Geschwindigkeit 
Ton  r,  deren  Projektion  auf  die  Kraft  Q  sofort 
wieder  mit  diesem  Bogen  selbst  zusammenfällt, 
indem  der  Weg  dieses  Punktes  r  auch  der  Weg 


Figur  378. 
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der  Last  Q  ist.  Um  nan  &nch  den  gleicfazeitigeu 
Weg  des  Angriffspunktes  D  der  Kraft  P  zu 
finden,  bemerke  man,  dass  ein  Punkt  in  der 
Peripherie  des  gezahnten  Rades  R  vom  Halb- 
messer R  in  derselben  Zeit  den  Bogen 


beschreibt,  wenn  man  Bogen 

ro  =  s 
setzt     Da    anf    eine    ganze    Umdrehung    dei 
Schraubenspindel  A,  d.  i.  irenn  der  Angriffs- 

5 unkt  D  der  Kraft  P  einen  ToUen  Kreis  odei 
en  Weg  2ftir  beschreibt,  ein  Fortracken  die- 
ser Peripherie  um  die  Hölie  g  eines  Schraaben- 
gangs  statthat,  so  findet  man,  welchen  Teil  dei 
Peripherie  dieser  Punkt  D  beschreiben  muss, 
w&hrend  eio  Punkt  der  Peripherie  des  Rades  R 

diesen  Weg  — s  zurücklegt,  aus  der  Proportion 


_  2t^.R.« 
*  ~  ?•■ 
und  da  dieser  also  zugleich  der  We([  der  Kraft 
P  [der  hier  wieder  mit  der  Projektion  zusam- 
mräföllt)  ist.  so  hat  man  nach  dem  hier  in 
Rede  stehenden  Satz  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten oi.„   p    . 

*""■  P:Q  ^  gT:2k7t.R 

genau  so  wie  in  Antwort  auf  Frage  256. 


i).   Gelöste  Anfgaben. 


Aufgab«  320.     Welchen  Neigangsninkel 
hat  eine  schiefe  Ebene,  wenn 
a).  die  Hohe  Vi  der  Länge, 
b).  die  Höhe  Vs  der  Lange  betragt? 


HiUare  ohnongen 

.    log  0,2  = 

+9 


mithin : 

num-Iog  sin  «  oder  Winkel  n  =  11 
oder  genau:    11«82'13,06' 


b). 


log  0,125  = 


_+L_ 


log  sin  K 
mitbin: 
num-log  sin  n  oder  Winkel  « 

oder  genau:    T^ICSO,?!' 


AoilÖBong.  Die  HObe  der  schiefen  Ebene 
darch  ihre  Lange  dividiert,  gibt  den  Sinns 
des  Neigungswinkels  derselben.  Bezeichnet 
man  letzteren  mit  a,  die  Höhe  mit  A  and 
die  Länge  mit  l,  so  ist 


_IQ  oder  die  gegebenen  Zalilenwerte  eingesetzt: 


=  0,2 


b).    .     .    .      sin  o  =  -|-  =  0,125 
folglich  ist: 

a).    .    .     .      log  sin  a  —  log  0,2 
b).    .    .     .      log  sin «  =  log  0,125 

Hierana  ergibt  sich  nach  nebenstehender 
Hilfsrechnnng  für  Winkel  «: 

ai 11*32' 10' 

b) 7"  11' 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kanf) 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht ,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Anfgaben  ans  dem  Oesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math,  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Elsenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hochbaues,  des  konstraktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUstilndlg' 
gelöster  Form,  mit  ylelen  Figaren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwlckelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Anfgaben  beigegeben ,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
Oberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplancs  folgender  Schulen:  Realschulen  L  nnd  IL  Ordn«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Pri ratschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkschnlen^ 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Univi^rsltäten,  Land-  und  Forstwissenschaftsschnlen, 
Militärschulen,  Yorbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- Frei- 
willige- nnd  Offiziers-Exnmen  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  geloste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disciplinen  —  zum  Auflösen  von  Anfgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  g^e- 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgeaossen  aller  Art',  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Berufs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  nnd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldßtrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandlnng. 
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Aufgabe  821.  Bei  einer  Eisenbahnstrecke 
beträgt  der  Neigungswinkel  a  =  22'  55'^ 
bei  der  Semeringbahn  dagegen  ist  a  =  1® 
38'  14'';  wie  verhält  sich  in  jedem  der  bei- 
den Fälle  die  Länge  zur  Höhe  der  gege- 
benen schiefen  Ebenen? 


Hilfsrechnungen : 

1) logl  =    10,0000000—10 

—  log  sin  22' 55-  =  —7,8288715+10 

log  l  =      2,1761285 
mithin: 
num-log  l  oder  Z  =  150 

2) log  1  =     10,0000000—10 

—  Iogsinl»38'U-  =  —8,4559262+10 

log  l  =       1,5440738 
mithin: 

num'log  {  oder  {  =  35 


oder: 


AufloBimg.  Da  nach  der  vorigen  Aufgabe 

h 
sm  «  =  -=- 

so  ist,  wenn  ^  =  1  angenommen  wird : 

sm  a 
log  l  =  log  1  —  log  sin  rt 

Setzen  wir  in  diese  Gleichung  die  gege- 
benen Zahlenwerte  ein,  so  ergibt  sich: 

log  I  =  log  1  —  log  sin  22'  55" 

woraus  man  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  1). 
erhält:  ^  ^  ^^^ 

Im  zweiten  Fall  ist: 

log  Z  =  log  1  —  log  sin  V  38'  14" 
oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  2). : 

l  =  35 

Das  Verhältnis  zwischen  Höhe  und  Länge 
ist  also: 
a) Ä  :  Z  =  1  :  150 

b) Ä :  I  =  1  :  35 


Aufgabe  322.  Welche  Kraft  ist  erfor- 
derlich, um  einen  Körper  von  56  kg  auf 
einer  schiefen  Ebene  im  Gleichgewicht  zu 
erhalten,  wenn  der  Neigungswinkel  l^WbO*' 
beträgt,  und  wie  gross  ist  der  Druck  auf 
die  schiefe  Ebene: 

a).  wenn  die  Kraft  ||  der  Länge  und 

b).    II  der  Basis  wirkt? 

Hilfsrechnungen : 

1).  56.sin7n0'50-  =  log56.-t-log  8in7•10'50• 
log56  =    1,7481880 
+  Iogsin7n0'50-  =    9,0968980—10 

log  P  =     0,8450860 
mithin: 

num-log  P  oder  P  =  6,9998 

2).  56. cos 7*10' 50'  =  log56+logcos  7n0'50* 

log  56  =    1,7481880 
+  Iogcos7n0'50*  =    9,9965805—10 

log  D  =     1,74476«5 
mithin: 
num-log  D  oder  D  =  55,560 

S\  .  56 .  tg  V 10'  50"  =  log  56  +  log  7»  10'  50- 

log  56  =    1,7481880 
+  log  tg  7»  10'  50"  =    9,1003175 

log  P  =    0,8485055 
mithin: 
num-log  P  =  7,055 

Klimpert,  Statik. 


Anflösang.  a).  Nach  Gleichung  3).  in 
Antwort  auf  Frage  229  ist: 

P  =  Q .  sin  K 

oder  die  gegebenen  Zahlenwerte  eingesetzt: 

P  =  56 .  sin  7«  10'  50" 
oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  1).: 

P  =  6,9998  oder  ca.  7  kg 

Der  hierbei  herrschende  Druck  ergibt  sich 

aus  Gleichung  2).  in  Antwort  auf  Frage  230, 

wonach :  rw        rv 

D  =  Q.  cos  « 

oder  die  gegebenen  Zahlenwerte  eingesetzt: 

D  =  56 .  cos  7«  10' 50" 

woraus  man  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  2), 

erhält: 

D  =  55,560  kg. 

b).  Wirkt  die  Kraft  ||  der  Basis  der 
schiefen  Ebene,  so  ist  nach  Gleichung  2). 
in  Antwort  auf  Frage  231: 

'  p  =  Q.tg« 

oder: 

P  =  56 .  tg  7»  10' 50" 

Hieraus  ergibt  sich  nach  nebenstehender  Hilfs- 
rechn. 3). : 


7,055  kg. 


28 


434 


Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


56 


Der  Druck  D  ergibt  sich  aas  Gleichnng  2). 


^^'  '  '  cos  7^10^50^  ^  log56  — Iogco8  7n0'50-   ^  Antwort  auf  Frage  232,  wonach 


log  56=     1,7481880 
—  log  cos  7»  10'  50"  =  -9,9965805 


log  D  =     1,7516075 
mithin: 
num-log  D  oder  D  =  56,448 


oder: 


D  = 


D  = 


Q 


COSCV 


56 


cos  7»  10'  50" 

Hieraus  erhält  man  nach  nebenstehender  Hufs- 
rechn.  4).: 

D  =  56,443  kg. 


Aufgabe  323.  Um  mittels  einer  Schrot- 
leiter Yon  2,75  m  Länge  ein  Fass  auf  einen 
0,8  m  hohen  Wagen  zu  rollen,  ist  ohne 
Bttcksicht  auf  die  Reibung  eine  Kraft  yon 
87,272  kg  nötig. 

a).  Wie  gross  ist  das  Gewicht  des  Fasses? 

b).  Welchen  Druck  erleidet  die  Schrot- 
leiter? 


1).  . 


HiUsreohniingen. 

87,272 . 2,75 


0,8 


=    109,09^2,75 

54545 
76363 
21818 


299,9975 
oder  ca.  300  kg. 


2).    . 


2,75 . 2,75 

1375 
1925 
550 

7,5625 
—  0,64 

V  6,9225  = 
4 

292 
276 


0,8 . 0,8 
=  0,64 


2,631 


52 I 1625 
156^ 

526  I  56Ö0 


3). 


300 . 2,631 
2,75 


=  12.2,631:11 
=  3157,2  :  11  : 

82 

95 
88 


287 


77 

77 


AnflöBimg.  Nehmen  wir  an,  dass  die 
Kraft  II  zur  Länge  der  schiefen  Ebene  wirkt, 
dann  ist  nach  Gleichung  2).  in  Antwort  auf 
Frage  229:  . 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt: 

_    87,272 . 2,75 

^  ""  0,8 

hieraus  erhält  man  nach  nebenstehender  Hilfs- 
rechn.  1).  für  die  Last: 

Q  =  300  kg  oder  6  Zentner. 

b).  Der  Drock  ergibt  sich  ans  Gleich.  1). 
in  Antwort  auf  Frage  230,  wonach 

b 


D  =  Q 


l 


Die  Basis  b  muss  aber  erst  ans  der  Länge 
l  und  der  Höhe  h  berechnet  werden.  Die- 
selbe beträgt  nach  dem  pythagor.  Lehrsatz 
(siehe  Erkl.  26): 

b  =  yp^^h^ 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt: 

b  =  V2,75*  —  0,8» 

hieraus  erhält  man  nach  nebenstehender  Hilfs- 

rechn.  2).:        ,        ^  ^^, 
'  b  =  2,631 

Setzen  wir  diesen  Wert  nebst  den  entsprechen- 
den gegebenen  Zahlenwerten  in  die  obige  Be- 
stimmungsgleichung, so  erhalten  wir: 

2,631 


D  =  300. 


2,75 


oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  3). : 

D  =  287  kg 

Soll  aber  der  Druck  D  direkt  aus  den 
gegebenen  Zahlenwerten,  also  ans  P,  l  und 
h  berechnet  werden,  ohne  dass  erst  die 
Last  Q  ermittelt  wird,  so  haben  wir  in 
die  Gleichung: 
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4).   . 


87,272 . 2,631 
0,8 

=    109,09.2,631 

23679 
23679 
2631 

ftUr  Q  den  entsprechenden  Wert: 
einzusetzen  und  erhalten  so: 


287,01579 


oder: 


B  =  P.'4 


D  =  P. 


l 


oder  mit  Berücksichtigung  der  Zahlenwerte: 


D  = 


87,272 . 2,631 

0,8 


hieraus  ergibt  sich  nach  nebenstehender  Hilfs- 
rechn.  4).  gleich  wie  oben: 

D  =  287 


Aufgabe  324.  Wie  gross  muss  der  Nei- 
gungswinkel einer  schiefen  Ebene  sein,  wenn 
der  senkrechte  Druck  eines  Körpers  gegen 
die  Lange  der  schiefen  Ebene  gleich  sein 
soll  der  a).  mit  der  L&nge,  b).  mit  der 
Basis  derselben  parallel  wirkenden  Kraft, 
welche  den  Körper  im  Gleichgewicht  hält, 
und  c).  wie  gross  ist  bei  dem  so  ermittelten 
Winkel  in  beiden  Fällen  der  Druck  und  die 
Kraft,  wenn  die  Last  1000  kg  beträgt? 


HiUsrechnungen. 

1).  .  .  1000 .  sin  450  =  log  1000  +  log  sin  45» 

log  1000  =    3,0000000 
+  log  sin  45"  =    9,8494850—10 

logP  =    2,8494850 
mithin: 

numlogP  oder  P  =  707,1 


AufloBiing.  a).  Wenn  die  Kraft  parallel 
der  Länge  der  schiefen  Ebene  wirkt,  dann 
ist  nach  Oleich.  3).  in  Antw.  auf  Frage  229 : 

P  =  Q  .  sin  a 

und  nach  Oleich.  2).  in  Antw.  auf  Frage  230 

ist:  T%       r\ 

D  =  Q .  cos  a 

Da  nun  gefordert  wird,  dass 

P  =  D 
so  muss  auch 

Q  .  sin  <x  =  Q .  cos  a 

sin  a  =:  cos  a 


oder: 
also: 


oder: 


3,0000000 
—9,8494850—10 


2).     .    .     .      log  1000  : 
—  log  cos  45*  : 

log  D  =  '^AlhOblbO 
mithin: 

num-log  D  =  1414,2 


A  -  A 
I    "    l 

Die  schiefe  Ebene  bildet  also  mit  ihrer 
Höhe  und  Basis  ein  gleichschenklig -recht- 
winkliges Dreieck  und  es  beträgt  demnach 
der  Neigungswinkel 

a  =  45«  oder  ^B, 

b).  Wirkt  die  Kraft  ||  der  Basis,  dann 
ist  nach  Antw.  auf  Frage  231  resp.  232: 

P  =  Q .  tg  « 

cos  a 

also  muss,  da  P  =  D  sein  soll: 


oder: 


Q.tg«  = 


cosa 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


SrkL  292.  Dieselben  Eesultate  würden  sich 
auch  ohne  Anwendung  trigonometrischer  Rech- 
nung ergeben  haben.    Ist  der  Neigungswinkel 

45'>,  dann  ist  die  Länge  i  =  V%   y^etm  wir 
die  Höhe  h  =  l  annehmen,  denn  es  muss  in 

diesem  Fall  ^ 

l  —  Yl  +  l  sein. 

Da  nun,  wenn  die  Kraft  ||  zur  Länge  wirkt, 

so  erhält  man  durch  Einsetzen  der  entsprechen- 
den Zahlenwerte: 


oder: 


oder: 


P  =  m^  =  707 


desgleichen 
oder: 


V2 
D.=  Q 


l 


D  =  i^^  =  707 


n 


Wirkt  die  Kraft  ||  zur  Basis,  dann  ist: 


oder: 

und 
oder: 


p  =  i2^  =  1000 


tg  a  .  COS  a  =  1 

h     h         - 

h  =  1 

sein,  was  auf  keinen  Fall  möglich  ist,  da  die 
Länge  l  als  Hypotenuse  eines  rechtwinkli- 
gen Dreiecks  immer  grösser  sein  muss  als 
die  Höhe  h.  Es  ist  also  unmöglich,  dass 
der  Druck  =  der  Kraft  ist,  welche  ||  zur 
Basis  wirkt,  vielmehr  wird  der  Druck  in 
diesem  Fall  stets  grösser  sein  als  die  Last  Q. 

c).  Wirkt  die  Kraft  ||  zur  Länge  der 
schiefen  Ebene  und  beträgt  die  Last  1000  kg 
und  der  Neigungswinkel  45^  dann  ist: 

P  =  Q  .  sin  « 

P  =  1000.  sin  45» 
oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  1}.: 

P  =  707  kg 
der  Druck  D  s=  P  also 

D  =  707  kg 

Wirkt  aber  die  Kraft  P  parallel  zur  Basis 
bei  einem  Neigungswinkel  von  45^  dann  ist 
bei  1000  kg  Last: 

P  =  1000 . tg  « 

Da  aber  in  diesem  Fall  tg  «  =  1  ist,  so  ist: 
P  =  Q  =  1000  kg 
der  Druck  ist  in  diesem  Fall: 


oder: 


oder: 


D  = 


D  = 


cos  a 

1000 


cos  45^ 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  2).'r 

D  =  1414,2  kg. 


Aufgabe  325.  Eine  Kugel  von  5  cm  Ba- 
dius  und  dem  spezif.  Gewicht  von  7,207, 
liegt  auf  einer  schiefen  Ebene  von  60  cm 
Höhe  und  übt  beim  Herabrollen  einen  Dmck 
von  3  kg  auf  die  Länge  der  Ebene  ans. 

a).  Wie  gross  ist  der  Neigungswinkel? 
b).  Wieviel  betr&gt  die  Länge  der  schiefen 
Ebene?  c).  Wie  gross  ist  die  Kraft,  welche 
die  Kugel  am  Herabrollen  verhindert? 

Hillsrecbnnngen. 

4.125.8,14159   _   1000 . 3,14159 
^^'  '  '  3  *"  6 

=  3141,59  :  6  =  523,598 


Auflösung,  a).  Zunächst  muss  das  Grewicht 
Q  der  Kugel  ermittelt  werden.  Das  Volumen 
einer  Kugel  ist: 

V  =  A,,„ 

(siehe  Kleyeri  Lehrbuch  der  KOrperbereohnungen, 
I.  Band  Seite  118) 

oder  den  gegebenen  Z&hlenwert  eingesetzt: 

V  =  4--5. 5. 5.3,14159 
t> 

hieraus  erh&lt  man  nach  Hilfsrechn.  1).: 

V  =  523,598  ccm 

1  ccm  Wasser  wiegt  1  Gramm,  und  da 
das  spez.  Gewicht  der  Kugel  7,207  beträgt, 
so  wiegt  jeder  Kubikcentimeter  von  dem 
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2). 


3). 


HillBreohniuigen. 

.     523,598 . 7,207 

3665186 
1047196 
8665186 

3773,570786  g  =  3,773  kg 

log  cos  a  =  log  3  —  log  3,773 

log  3  =     0,4771213 
—  log  3,773  =-0,5766868 


log  cos  «  =     9,9004345—10 
mithin : 
num-log  cos  tc  oder  a  =  37^20' 

4).    .    .    log  I  =  log  50  —  log  sin  37«  20' 

log  50  r=     1,6989700 
—  log  sin  87»  20'  =  —9,7827958+10 

log  l  =     1,9161742 
mithin  ist: 
num-log  l  oder  l  =  82,447 

5).  .  .   log  P  =  log  3,773  +  log  sin  37»  20' 

log  3,773  =     5,5766868 
+  log  sin  37»  20'  =      9,7827958—10 

log  P  =     0,3594826 
mithin: 
num-log  P  oder  P  =:  2,288 


Stoff  der  Kugel  7,207  Gramm,  folglich  wiegt 
die  ganze  Engel: 

Q  =  523,598 .  7,207 
oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  2). : 

Q  =  3,773  kg. 

Da  die  Engel  beim  Herabrollen,  also  wenn 
P  parallel  zur  Länge  der  Ebene  wirkt,  einen 
Dnick  von  3  kg  ansübt,  und  hieraus  der 
Neigungswinkel  a  berechnet  werden  soll,  so 
ist  nach  Gleich.  2).  in  Antw.  auf  Frage  230: 

b 


cos  a  = 


Q 


oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt : 

3 


cos  a  = 


3,773 


hieraus  ergibt  sich  nach  nebenstehender  Hilfs- 
rechn. 3).: 

'  a  =  37020- 

b).  Um  die  Länge  der  schiefen  Ebene  zu 
ermitteln,  ist  zu  berücksichtigen,  dass 


oder: 


y  =  am  « 

l    = 


sm  a 


oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt: 

-        50 

"■  sin  37«  20' 
hieraus  ergibt  sich  nach  nebenstehender  Hilfs- 
rechn. 4).:  ,        rt«^.„ 

l  =  82,447  cm. 

c).  Die  parallel  der  Länge  der  Ebene 
wirkende  Eraft  läast  sich  auf  zweierlei 
Weise  berechnen,  und  ist  nach  Formel  2). 
in  Antw.  auf  Frage  229: 

P  =  Q  .  sin  a 

oder  die  entsprechenden  Zahlen  werte  eingesetzt: 

P  =  3,778 .  sin  37«  20' 

hieraus  erhält  man  nach  nebenstehender  Hilfs- 
rechn. 5).: 

^  ■  P  =  2,288  kg 


Aufgabe  326.  Auf  einer  Bergstrasse  von 
5  %  Steigung  betragen  die  Bewegungshin- 
demisse  Vst  der  Last.  Welche  Eraft  ist 
nötig,  um  einen  Wagen  von  10  Zentner 
Gewicht  am  Hinabrollen  zu  Yerhindem 

a).  ohne  Bflcksicht  auf  die  Beibung, 
b).  mit  „  ff     9t         » 

c).  welche  Eraft  ist  nötig,  um  den  Wagen  oder  die  Steigung : 
in  die  Höhe  zu  ziehen?  J^ 


Auflösung.  Wenn  die  Steigung  einer 
schiefen  Ebene  5%  beträgt,  so  heisst  das, 
es  kommen  auf  100  m  Länge  5  m  Höhe, 


l  ""  20 

a).  Nach  Formel  2).  in  Antw.  auf  Frage 
229  ist  aber: 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


P  = 


h 
l 


500 


\20 


HiliBreolmimg. 

500   _    J^ 
60    ""     3 


--)  = 

60/ 


oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt : 

_    10.50.1 

A  *^  ""         20 

oder: 

P  =  25  kg 

b).  Diese  Kraft  P  würde  nötig  sein,  wenn 
die  Ebene  spiegelglatt,  ohne  aüUe  Reibung 
wäre.  Da  aber  eine  Reibung  von  Vst  in 
Rechnung  zu  bringen  ist,  so  wird  die  Kraft» 
welche  den  Wagen  vor  dem  Herabrollen 
schützen  soll,  bedeutend  geringer  als  25  kg 
sein  können,  und  es  beträgt  in  diesem  Fall 


oder: 


oder: 


P  =  500.^-5004 


P  =  87,  kg   («ith«  HUftraehBUiff) 

c).  Soll  die  Last  auf  der  schiefen  Ebene 
emporgezogen  werden,  so  ist  nicht  allein 
die  Steigung  von  Vio«  sondern  auch  die 
Reibung  von  Vso  zu  überwinden,  und  es 
beträgt  somit: 

oder : 

P  =  500.^ 

oder: 

P  =  41 V,  kg 


Aufgabe  327.  Welche  Last  kann  auf 
einer  Eisenbahn,  deren  Steigung  1 :  100  ist, 
durch  eine  Kraft  von  112  Zentner  befördert 
werden,  wenn  die  Reibung  Vmo  der  Last 
beträgt? 

Hilisreohnung. 


AuflÖBung.  Wäre  nur  die  Steigung  zu 
berücksichtigen,  dann  wäre  nach  Gleich.  2). 
in  Antw.  auf  Frage  229,  wenn  ^  =  Q : 


P  =  «. 


l 


X 


+ 


X 


=  112 


oder: 


100    '   250 

5aj  +  2a;  =  112.500 

Ix  =  112.500 
112 .  500 
7 
X  =  16.500 

X  =  8000 


oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt : 

1 


112  =  «. 


100 


Da  aber  zur  Ueberwindung  der  Reibung 
noch  X'^  9XL  Kraft  nötig  ist,  so  erhalten 
wir  die  Gleichung: 

'(töÖ+2!ö)  =  "2 

hieraus  ergibt  sich  nach  nebenstehender  Hilfs- 
rechnung : 

X  =  8000  Zentner. 


Gelöste  Aufgaben  aber  die  schiefe  Ebene. 


439 


Aufgabe  328.  Eine  Last  Ton  500  kg  soll 
auf  einer  schiefen  Ebene,  deren  Neigongs- 
wiskel  a  =  16*  betr&gt,  durch  eine  Kraft 
im  Gleichgewicht  erhalten  werden,  deren 
Richtung  die  Länge  der  schiefen  Ebene 
unterhalb  der  Schwerlinie  unter  einem  Win- 
kel ß  =  25*  schneidet. 

a).  Wie  gross  ist  die  Kraft  P  und  der 
Druck  D?  Wie  w&re  das  Resultat  ausge- 
fallen, wenn 

b).  die  Kraft  parallel  der  Länge  und 

c).  parallel  der  Basis  gewesen  wäre? 

ffilfBredmungen. 

1).    log  P  =  log  500  +  log  sin  16»  —  log  cos  25» 

log  500  =     2,6989700 
+  log  sin  16«  =     9,4403381-10 

2,1393081 

—  log  cos  25«  =-"9,9572757+10 

log  P  =     2,1820324 
mithin :   nnm-log  P  oder  P  =  152,066 

2).   log  D  =  log  500  -f  log  cos  41«  —  log  cos  16° 

log  500  =     2,6989700 
+  log  cos  41»  =     9,8777799—10 

2,5767499 
—  log  cos  16»  =  —9,98284161+10 

log  D  =     2,5939083 

mithin :    num-log  D  oder  D  =  392,562 

3).   .    .   .    log  P  =  log  500  +  log  sin  16* 

log  500  =     2,6989700 
+  log  sin  16»  =     9,4403381—10 

logP  =     2,1393081 

mithin:    num-log  P  oder  P  =  137,819 

4).   .   .   log  D  =  log  500  +  log  cos  16» 

log  500  =     2,6989700 
+  log  cos  16»  =     9,9828412—10 

logD  =     276818112 

mithm:    num-log  D  oder  D  =  480,630 

5).   .    .    log  P  =  log  500  +  log  tg  16» 

log  500  =:     2,6989700 
+  log  tg  16»  =     9,4574964—10 

log  P  =     2,1564664 

mithin:  num-log  P  oder  P  =  143,373 

6),   .   .    logD  =  log  500  —  log  cos  16» 

log  500  =     2,6989700 

—  log  cos  16»  =  —9,9828412+10 

logD  =      2,7161288 
mithin:  num-log  D  oder  D  =  520,150 


Auflosiing.    Nach  Gleichung  3).  in  Ant- 
wort auf  Frage  234  ist  in  diesem  Fall: 

cos  ß 
oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt: 

cos  25** 

hieraus  erhält  man  nach  nebenstehender  Hilfs- 

rechn.  1).:      _ 

P  =  152,066  kg 

Nach  Gleichung  4).  in  Antw.  auf  Frage 
235  ist  der  Druck: 

cos^ 
oder  die  entsprechenden  2^1enwerte  eingesetzt: 

*  D  =  m.^, 

cos  16® 

hieraus  erhält  man  nach  nebenstehender  Hilfs- 
rechn.  2).: 

D  =  392,562  kg 

b).  Wirkte  die  Kraft  parallel  der  Länge, 
dann  wäre 

P  =   Q  .  sin  CK  (s.  Antw.  auf  Frage  229) 
und  D   ==   Q  .  cos  a  (  b.  Antw.  anf  Frage  280) 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt: 

P  =  500 .  sin  16« 

und  D  =  500.  cos  16» 

hieraus  erhält  man  nach  nebenstehenden  Hilfs- 
rechnungen 3).  und  4).: 

P  =  137,819  kg 

D  =  480,630  kg 


und 


c).  Wirkte  die  Kraft  P  parallel  zur  Basis 
der  schiefen  Ebene,  dann  wäre  nach  Antw. 
auf  Frage  231  und  232: 

P  =  Q .  tg  « 
und 

Q 


D  = 


COS(C 


und 


oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt: 

P  =  500 .  tg  16» 

D  =  _^50_ 
cos  W 

hieraus  erhält  man  nach  nebenstehenden  Hilfs- 
rechnungen 5).  und  6).: 

P  =  143,373  kg 


und 


D  =  520,150  kg 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Aufgabe  329.  Wenn  die  schiefe  Ebene 
A C  (siehe  Fig._380)  eine  Steigung  von  8%, 
und  die  mit  AC  verbandene  Ebene  DC 
eine  solche  von  bVo  hat,  welche  Last  kann 
dann  auf  Wü  darch  einen  aaf  der  Ebene 
AC  abw&rtsgehenden,  40  Zentner  schweren 
Wagen  nachgezogen  werden, 

a).  wenn  die  Beibang  unberücksichtigt 
bleibt, 

b).  wenn  die  Wagen  auf  beiden  Ebenen 
in  eisernen  Schienenbahnen  laufen  und  die 
Reibung  auf  denselben  =  V200  beträgt? 


Aullösang.  a).  Nach  Antwort  auf  Frage 
237  ist: 

P  =  y.Q    und    Pi  =  ^-Qt 
Da  nun 


l 


8  2         , 

=-7rx^  =  xr      und 

100        25 


Figur  880. 


^)-  •  •    25 


Hülsreolmangen. 

200  ""  200   200 
15 


200 


200 


1 


.  2000  =  150 


10 


^)'    '    '       OA  "T  OAA     OHA  l"  OAA  "^ 


20  '  200   200  '  200 


11 
200 


3).  . 


30000  :  11 
22 

80 
77 


=  2727,27  kg 


80 
22 


80 

77 


l^    ■"  100  ■"  20 

beträgt  und  40  Zentner  =  2000  kg  sind, 
Q^  aber  unbekannt  ist,  so  ist 


P  = 


25 


.  200    und 


P'=2Ö* 


Da  aber  P  =  P^  sein  soll,  so  muss  auch 


JLa;  =  -?- .  2000 
20  25 


X  = 


. 2000 .  20 


25 

X  =  3200 

j)     sein,  also  kann  die  Last  Qt  =  3200  kg 
oder  64  Zentner  betragen. 

b).  Ohne  Reibung  wirken  auf  der  einen 
Seite  2 

P  =  ÖF  •  2000   abwärts  ziehend, 

durch  die  Reibung  wird  aber  diese  abwärts 
ziehende  Kraft  um  ^  •  2000  vermindert  und 
es  beträgt  demnach: 

oder: 

P  =   150  kg    (•iehe  HUfarechn  1) 

Auf  der  andern  Seite  muss  dagegen  nicht 
nur  V20f  sondern  auch  noch  V2oo  der  Laster 
überwunden  werden,  und  es  ist  demnach: 

^^  "^  \2Ö  +  2ÖÖ/* 
oder: 

p.  = 

Da  P  =  Pi,  so  ist  auch 
11 


Jl 

200^ 


und 


oder: 


200 


X  =  150 


X  = 


150 .  200 
11 


X  =  2727,27  kg  (siehe  HUfsrechn^) 

d.  h.  der  Wagen  von  40  Zentner  wird  unter 
Berücksichtigung  der  Reibung  einem  Wagen 
von  2727,27  kg  oder  54,545  Zentner  das 
Gleichgewicht  halten. 


Gelöste  Aufgaben  über  den  Keil. 
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Aufgabe  330.  Auf  jeder  der  beiden 
Seiten  eines  gleichschenkligen  Keils  wirkt 
in  senkrechter  Richtung  eine  Last  von 
60  kg;  jede  Seite  des  Keils  ist  24  cm,  der 
Kücken  6  cm  lang; 

a).  welche  anf  den  Bücken  senkrecht  wir- 
kende Kraft  P  ist  znm  Gleichgewicht  nötig? 

b).  Welche  Kraft  P  würde  nötig  sein,  wenn 
die  beiden  Lasten  von  je  60  kg  parallel 
dem  Bücken  des  Keils  anf  seine  beiden 
Seiten  wirken? 

Welche  Last  P  ist  nötig,  wenn  die  Ge- 
samtlast von  120  kg  c).  senkrecht  anf  die 
Seite,  d).  parallel  zum  Bücken  des  einfachen 
Keils  wirkt? 


AuilÖBimg.  a).  Wirkt  am  gleichschenk- 
ligen Keil  die  Last  Q  senkrecht  zu  den 
Seiten,  so  ist  nach  Gleichang  4).  in  Antw. 

auf  Frage  243 : 

i 


Hillsreclmiingen. 


1). 


V241  —  3'  = 


24.24 

3.3 

=  576    - 

-    9 

V5|67 
4 

• 

4  167 
129 

46  3800 
3744 

5600 


2). 


120.8 


23,8 


3600  :  238 
238 


=  15,12 


1220 
1190 


300 
238 

620 
476 


2 


R 


P  =  Q 

Setzen  wir  in  diese  Formel  die  entspre- 
chenden Zahlenwerte,  so  ist: 

3 


oder: 


P  =  120 


P  =  15 


24 


oder: 


d.  h.  es  ist  zum  Gleichgewicht  eine  senk- 
recht auf  den  Bücken  des  Keils  wirkende 
Kraft  von  15  kg  nötig. 

b).  Wirkt  die  Last  parallel  zum  Bücken 
des  gleichschenkligen  Keils,  so  ist  nach 
Gleichang  1).  in  Antw.  auf  Frage  244 : 

p  =  ? 

H 

nach  dem  pythag.  Lehrsatz  (siehe  Erkl.  26) 

ist  aber:  

H  =  V^24«  -  3» 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrchn.  1).: 

H  =  23,8118 

H  =  23,8 

setzen  wir  diesen  Wert  nebst  den  übrigen 
gegebenen  Zahlenwerten  in  die  obige  Glei- 
chung, so  ist: 

120^3 

23;8 
oder  nach  nebenstehender  Uilfsrechn.  2).: 

P  ==  15,12 

d.  h.  es  ist  in  diesem  Fall  eine  etwas 
grössere  Kraft  als  unter  a).  nötig,  nämlich 
15,12  kg. 

c).  Wirkt  die  Last  Q  senkrecht  zur  Seite 
des  einfachen  Keils,  so  ist  nach  Gleichung  2). 
in  Antw.  auf  Frage  243:  * 

Q.R 


P  = 


S 


oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt : 
P  =  120 . 4-  =  30 

d.  h.   es   ist  zur  Herstellung   des   Gleich- 
gewichts eine  Kraft  von  30  kg  nötig. 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


3). 


HÜlsrechnungen. 

y24«  —  6'  =  V576— ~36  = 

Yb\4Ö=  23;24 
_4 

4;  140 
129 


46 '1100 
924 


464 I 17600 


4). 


120.6 
23,24 


d).  Wirkt  die  Last  Q  aber  parallel  zum 
Rücken  des  einfachen  Keils,  dann  ist  nach 
Gleichung  3).  in  Antw.  auf  Frage  244 : 

Nach  Erkl.  26  ist: 

H  =  V24»~=r6»" 
oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  3).: 

H  =  23,24 

Setzen  wir  diesen  Wert  nebst  den  übrigen 
gegebenen  Zahlenwerten  in  obige  Gleichung, 

6 


so  ist: 


72000  :  2324 
6972 


=  30,98 


P  =  120- 


23,24 


22800 
20916__ 

18840 


oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  4).: 

P  =  30,98 

d.  h.  es  ist  in  diesem  Fall  eine  Ej'aft  von 
30,98  kg  zur  Erhaltung  des  Gleichgewichts 
nötig. 


Aufgabe  331.  a).  Wie  verhält  sich  am 
gleichschenkligen  Keil  die  Kraft  P  zur  Last 
Q,  wenn  der  Winkel  an  der  Spitze  a  = 
25*^  ist? 

b).  Wie  gross  w&re  die  Kraft  fOr  eine 
Last  von  800  kg  und  zwar  a).  unter  der 
Annahme,  dass  die  Last  senkrecht  zur  Länge 
und  ß),  parallel  zum  Bücken  wirkt? 

c).  Was  ergibt  sich  für  alle  diese  Fälle, 
wenn  ein  einfacher  Keil  mit  einem  gleich- 
grossen  Winkel  a  =  25*  gegeben  ist? 


AoflÖBung.    a).   Nach   Gleichung  5).    in 
Antwort  auf  Frage  243  ist: 

P  =  Q.sin-^-« 

Setzen  wir  für  P  =  1,  so  ist  hiemach: 

1 


Hilisrechnungen. 


1). 


....      log  1  =    10,0000000—10 
—  log  120  30'  =  —9,3353368+10 

log  Q  =      0,6646632 
mithin: 
num-log  Q  =  4,6202 

2),   .   .   log  P  =  log  300  + log  sin  12*30' 

log  300  =      2,4771213 

+  log  sin  12»  30'  =      9,3353368—10 

log  P  =      1,8124581 
mithin: 
num-log  P  =  64,932 


sm^« 
oder  die  Zahlenwerte  eingesetzt: 

^  sin  12"  30' 

Hieraus  ergibt  sich  nach  nebenstehender  Hilfs- 
rechnung 1). : 

Q  =  4,62 

d.  h.  es  verhält  sich: 

P  :  Q  =  1 :  4,62 

b).  a).  Wirkt  nun  eine  Last  Q  =  300  kg 
senkrecht  zu  den  Seiten  des  gleichschenk- 
ligen Keils,  so  ist  nach  Antw.  auf  Frage  243: 

P  =:  Q.sin-^« 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt: 

P  =  300 .  sin  12»  30' 

Hieraus  ergibt  sich  nach  nebenstehender  Hilfs- 
rechnung 1). : 


Gelöste  Aufgaben  Aber  den  KeE 
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o). 


Hillsreohnimgeii. 

log  P  =  log  300  +  log  tg  12«  30' 

log  300  =      2,4771313 
log  tg  12»  30'  ==      9,3457552-10 

logP  = 


1,8228765 
mithin: 
nnm-log  P  oder  P  r=  66,508 


4) logl 

—  log  sin  25» 

logQ 
mithin: 

nnm-log  Q  oder  Q  = 


=    10,0000000—10 
=  —9,6259483+10 

==      0,3740'5i7~ 
2,3662 


5) log  800  = 

+  log  sin  25»  = 

logP  = 
mithin: 

nnm-log  P  oder  P  = 


=      2,4771213 
:      9,6259483—10 

=      2,1030696 
126,78 


6).    .     .    log  P  =  log  300  +  log  tg  25* 


log  300  = 
+  logtg25»  = 

logP  = 
mithin : 

nnm-log  P  =  139,89 


2,4771213  * 
9,6686725-10 


2,1457938 


P  =:  64,932  kg 

(Dasselbe  Resultat  würde  sich  ergeben  haben, 
wenn  wir  das  oben  berechnete  Verhältnis  zu 
Hilfe  genommen  und  die  Last  Q  =  300  kg  durch 
4^62  dividiert  h&tten). 

ß).  Wirkt  die  Last  Q  paraHel  zim  Backen 
des  gleichschenkligen  Keils,  dann  ist  nach 
Gleichung  2).  in  Antwort  auf  Frage  244 : 

P  =  Q.tgl« 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt : 

P  =  800 .  tg  12»  30' 
dies  gibt  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  3). : 

P  =  66,508  kg 

c).  Für  den  einfachen  Keil  ergibt  sieb 
das  Verhältnis  von  P :  Q  ans  der  Glei- 
chung 3).  in  Antw.  auf  Frage  243,  wonach : 


P  =  Q.sin« 

Setzen  wir  P  wieder  =  1,  dann  ist: 

1 


oder: 


Q  = 


Q  = 


sma 

1 


sin25o 

dies  gibt  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  4). : 

Q  =  2,366 

d.  h.  es  besteht  das  Verhältnis: 

P  :  Q  =  1 :  2,366 

Wirkt  nun  eine  Last  Q  =  300  kg  senk- 
recht zur  Seite  des  einfachen  Keils,  dann 
ist  nach  obiger  Gleichung: 

P  =  Q.sina 
oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt : 

P  =  300.  sin  25» 
woraus  sich  nach  Hilfsrechn.  5).  ergibt: 

P  =  126,78  kg 

Wirkt  die  Kraft  Q  parallel  zu  dem  Rücken 
des  einfachen  Keils,  dann  ist  nach  Glei- 
chung 4).  in  Antw.  auf  Frage  244: 

P  =  Q.tga 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt : 

P  =  300.tg25ö 

Hieraus  ergibt  sich  nach  nebenstehender  Hilfs- 
rechnung 6).: 

P  =  139,89  kg 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


An! gäbe  332.  Um  eine  Last  von  4000  kg 
mittels  einer  Kraft  von  75  kg  5  cm  hoch  zu 
heben,  will  man  einen  einfachen  Keil  an- 
wenden. Welches  Verhältnis  besteht  zwi* 
sehen  der  Breite  und  der  Länge  des  Keils, 
wenn  die  Last  a).  senkrecht  zur  Seite, 
b).  parallel  zam  Bücken  wirkt  und  wie 
gross  ist  c).  in  jedem  Fall  der  Kraftweg? 


HiUsreolmiingen. 


1).  • 


S  = 


4000 
75 


J?-^4 


«) 


...Vi»+(53iy=Vi+ 


160 .  160 
8  .  3 


160 .  160 


1  + 


3.3 
25600 


25600 

9 

25609 


-y^^5609^  =  1^215609  =  -J-.  160,028      oder: 


2|156 
156 


320 ;  090 


3200  I  90000 
64004 


32004 ; 2599600 
4-  •  160,028  =  53,343 


Aoflösong.  a).  Nach  Gleichung  1).  in 
Antwort  auf  Frage  243  ist: 

P:Q  =  B:S 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt 

75  :  4000  =  1:8 

Hieraus  ergibt  sich  für: 

S  =   53  Vs    (Biehe  HilfBrechn.  1) 

d.  h.  wenn  die  Last  senkrecht  zur  Seite  des 
einfachen  Keils  wirkt,  so  verhält  sich  die 
Breite  oder  der  Rücken  zur  Länge  oder 
Seite  wie  1 :  53 Vs- 

b).  Wirkt  die  Last  parallel  zu  dem  Rücken, 
dann  ist  nach  Gleichung  3).  in  Antwort  auf 
Frage  244 : 

P:Q  =  R:H 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt: 

75  :  4000  =  1 :  H 

Hieraus  ergibt  sich  für 

H  =  53V, 

H  =  58,383 

Da  nun  nach  Erkl.  26 : 

S*=  R«+H» 

S  =  y  P+(53l)' 

S  =   58,348     (siehe  HUfBrechn.  2) 

c).  Da  die  Last 

^  3 

so  wird  der  Kraftweg 


oder: 


8  = 


160 


oder : 


S  =  266^8  cm  seüi. 


Aufgabe  333.  Welchen  Widerstand  setzt 
ein  Holzklotz  dem  Zerspalten  entgegen,  wenn 
eine  Kraft  von  60  kg  unter  einem  Winkel  ß 
von  25^  zur  geometrischen  Achse  eines  gleich- 
schenkligen Keils  von  18  cm  Seitenlänge  und 
3  cm  Breite  wirkend,  denselben  spalten  kann? 


AoflÖBiing.  Nach  der  Antw.  auf  Frage  245 
wirkt  die  Kraft  P,  welche  unter  einem  Win- 
kel ß  gegen  die  Achse  des  Keils  gerichtet 
ist,  dasselbe  wie  die  senkrecht  gegen  den 
Rücken  gerichtete  Kraft 

Pi  =  P .  cos  ^ 

Nach  Gleichung  4).  in  Antw.  auf  Frage  243 
ist  aber  in  diesem  Fall: 

1 


Pi  = 


Q-^B 


2 


oder: 


S 


Gelöste  Aufgaben  Ober  die  Schraube. 
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Hilineehiiimg 

60 .  cos  25».  18 . 2 


oder  für  P^  den  obigen  Wert  eingesetzt: 

P .  cos  /J .  S 


Q  = 


=  720.  cos  250 


i« 


log  720  =     2,8573325 
-f  log  cos  25»  =     9,9572757—10 

log  Q  =     2,8146082 
mithin: 
num-log  Q  =  652,542 


Setzen  wir  in  diese  Gleichung  die  ent- 
sprechenden Zahlenwerte,  so  ist: 

__    60.CO8  25M8 

Hieraus  ergibt  sich  nach  nebenstehender 
Hilfsrechnung : 

Q  =  652,542 

Der  Holzklotz  leistet  somit  einen  Gesamt- 
widerstand von  652  V2  kg  oder  auf  jeder  Seite 
einen  Widerstand  von  326V4kg. 


Aufgabe  334.  a).  Ermittele  das  Verhält- 
nis von  Kraft  und  Last  bei  einer  Schraube, 
deren  Ganghöhe  2Vicm  und  bei  der  die  Entfer- 
nung des  Angriffspunktes  der  Kraft  von  der 
Achse  der  Spindel  1,57  m  beträgt,  b).  Wie 
wäre  das  Verhältnis,  wenn  die  Kraft  unmit- 
telbar an  der  Peripherie  der  Spindel  von 
15  cm  Durchmesser  gewirkt  hätte? 

Hüfsrechnungen. 

1).  .  .  2 . 1,57  . 3,14159  =  6,28318 . 1,57 


4898226 
3141590 
628318 

0,025  :  9,8645926 

=  25  :  9864,5926  =  394,5837 
75  • 

236 
225^ 

100 


Auflösung.    Nach  Gleichung  4).  in  Ant- 
wort auf  Frage  251  ist: 

P:Q  =  G:2R7r 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt : 

P:Q  =  0,025:2.1,57.3,14159 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  1).: 

P  :  Q  =  1  :  394,5837 

b).  Wenn  die  Kraft  unmittelbar  am  Spin- 
delumfang angreift,  dann  ist  nach  derselben 

Formel :       p  ..  q  =  2,5 :  15 . 3,14159 

oder  nach  nebenstehender  Hilfsrechn.  2).: 

P  :  Q  =  1 :  18,8495 


145 
125 

209 
200 


2). 


92 
75 

■  176 

3,14159 .  15 

1570795 
314159 

47,12385  :  2,5 

25 

221 
200 


=  18,8495 


212 

128 
135 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Aufgabe  335.  a).  Die  Höhe  eines  Schrau- 
benganges  sei  2  cm,  der  Hebelarm  der  Kraft 
24  cm;  welche  Last  entspricht  dann  einer 
Kraft  von  40  kg?  b).  Welche  Länge  mttsste 
der  Arm  der  Kraft  mindestens  haben,  am 
mit  dieser  Schraube  150  Zentner  za  be- 
wältigen ? 


1). 


Hillsreohnangen. 

.  40 .  24 .  3,14159  =  960 . 3,14159 


2). 


150.50.2 


18849540 
2827431 

3015,92640 
75 . 5  375 


•   2.40.3,14159        2.3,14159       6,28318 

87500000  :  628318  ==  59,7 
8141590 

6084100 
5654862 

4292380 


AuflÖBung.  a).  Ans  Gleichung  4).  in 
Antwort  auf  Frage  251  folgt  fOr  die  zu 
suchende  Last: 

_    P.2Ryr 

^  ~         G 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt : 

_    40 . 2 .  24 .  3,14159 

^  ""  2 

und  hieraus  erhält  man  nach  nebenstehender 
Hilfsrechn.  1).: 

Q  =  3015,926  kg 

b).  Aus  der  oben  erwähnten  Formel  er- 
hält man  fflr  die  unbekannte  Länge  des 

Hebelarms : 

Q.G 


B  = 


2P;r 


oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt : 

_       150 .  50 . 2 
2 .  40  . 3,14159 

Hieraus  erhält  man  nach  nebenstehender  Hilfs- 
rechnung 2).  für  die  Länge  des  Hebelarms  : 

R  =  59,7  oder  ca.  60  cm 


Aufgabe  336.  Wie  gross  muss  die  Ge- 
windehöhe an  einer  Schraube  sein,  wenn 
ein  Mann  mit  40  kg  Kraft  an  einer  Kurbel 
von  50  cm  Länge  einer  Last  von  200  Zent- 
nern das  Gleichgewicht  halten  soll? 

Hilisreclmung. 

40 . 2 .  50 .  3,14159   _    2 .  3,14159 
200 .50  ""  5 

2 . 3,14159 


Aus  der  oben  benützten  For- 
mel erhalten  wir  für  die  unbekannte  Gang- 


höhe: 


G  = 


P.2Rjr 


Q 


oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt; 


G  = 


40 . 2 .  50 . 3,14159 


=  6,28318  :  5  =  1,25663 


200 .  50 

Hieraus  erhält  man  nach  nebenstehender  Hilfs- 
rechnung : 

G  =  1,25668  cm 


Aufgabe  337.  An  der  390  mm  langen 
Kurbel  einer  englischen  Wagenwinde  (siehe 
Fig.  368)  wirke  eine  Kraft  P  von  30  kg. 
Wie  gross  wird  die  zu  hebende  Last  sein 
dürfen, 

a).  ohne  Rücksicht  auf  die  Reibung, 

b).  wenn  die  Widerstände  Vs  der  Last  mitgeteilten  Formel  ist: 
betragen  2R;i 

wenn  die   Ganghöhe   26  mm  beträgt,   der  sj  =  i:* — ir- 

Trieb  E  7  Zähne  u.  das  Rad  D  28  Zähne  hat? 


Anilöaang.  a).  Nach  der  in  der  Erkl.  277 


oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt: 

__    30 . 2  .  890 . 3,14159 .  28 
~  26 . 7 


Gelöste  Aufgaben  über  die  Schraube. 
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1). 


HiUsrechnimgen. 

30.2.890.3,14159.28 


26.7 


=  3,14159 .  3600 

1884954 
942477 

11309,724 


Hieraus  erhält  man  nach  nebenstehender  Hilfs- 
rechnung: 

Q  =  11309,724  kg 

b).    Soll   für   die   Bewegongshindemisse 
VsQ  in  Anrechnung  gebracht  werden,  dann  ist: 


2). 


.   .    .    11309,724  :  4  =  2827,431 
"M  .3 


10 


17 


8489,293 


und  somit: 
oder: 


yQ  =  11309,724 

Q  =  ^.11309,724 
Q  =  8489,293  kg 


Aufgabe  338.  Der  Kopf  einer  Mikro- 
meterschraube sei  in  360®  geteilt  und  muss 
20  mal  umgedreht  werden,  um  die  Schraube 
1  cm  fortzubewegen.  Welche  Bewegung  er- 
zeugt eine  Drehung  von  13®? 


0^.J£_ 
360     "* 


Hillsreehnong 

13 


720 


1300 

780 

MOO 
5780 

4000 


720  =  0,01806 


Anilösang.  Wenn  20  Umdrehungen  die 
Schraube  um  1cm  fortbewegen,  so  beträgt 
die  Ganghöhe  Vsocm  oder  0,5  mm.  Macht 
aber  die  Schraube  anstatt  einer  vollen  Um- 
drehung von  360®  nur  eine  solche  von  13®, 
so  wird  die  Schraubenspitze  um 

13 

0,5  mm.  ö^^,   =  0,01806  mm 

fortbewegt. 


360 


Aufgabe  339.  Eine  Schraube  ohne  Ende, 
deren  Gänge  eine  Weite  von  13  mm  haben 
und  die  durch  eine  Kurbel  von  39  cm  ge- 
dreht wird,  greift  in  die  Zähne  eines  Rades 
von  36,4  cm  Halbmesser  ein,  das  auf  einer 
Welle  von  7,8  cm  Halbmesser  sitzt.  Um 
diese  WeUe  ist  ein  Seil  geschlungen,  woran 
die  Last  Q  hängt,  welche  durch  eine  an  der 
Kurbel  wirkende  Kraft  von  20  kg  im  Gleich- 
gewicht erhalten  wird.  Wie  gross  ist  die 
Last? 

Hüfnrechnang. 


20  . 2 .  890 .  3,14159 .  364 
13 .  78 


=  314,159.56 

1884954 
1570785 

"17592,904 


Auflösung.    Nach  der  in  Antwort   auf 
Frage  256  gegebenen  Formel  ist  die  Last 

_    P.2fc7rR 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt: 

_    20 . 2 .  390 . 3,14159  .  364 
""  13 .78 

Hieraus  ergibt  sich  nach  nebenstehender  Hilfs- 
rechnung : 

Q  =  17592,904  kg 


Aufgabe  340.  Mit  welcher  Kraft  können 
die  beiden  Schraubenmuttern  einer  Dif- 
ferentialschraube {"siehe  Fig.  371)  zu  einem 
Druck  von  5000  kg  gebracht  werden,  wenn 
der  Hebelarm  der  Schraube  80  cm  lang  ist, 
die  Ganghöhe  der  einen  Schraube  12  mm 
und  die  der  andern  10mm  beträgt? 


Auflösung.  Nach  Antw.  auf  Frage  257  ist : 

__  _Q^(H-/0^ 
~        2R7r 

oder  die  entsprechenden  Zahlenwerte  eingesetzt: 
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Statik  oder  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  fester  Körper. 


Hilferechnnng. 

5000 . 2  25 


2 .  800 . 3,14159  4 .  3,14159 

2500000  :  1256636  =  1,989 
1256636 


12433640 
11309724 

11239160 


P  = 


5000 .  (12  — 10) 


2 .  800 . 3,14159 

Hieraus  erhält  man  nach  nebenstehender  Hilfs- 
rechnung : 

P  =  1,989  oder  ca.  2  kg 

(Diese  Kraft  steigert  sich  aber  auf  ca.  5  kg, 
wenn  z.  B.  die  Bewegungshindernissse  zu  IV3  ^ 
angenommen  werden). 


^).  Ungelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  841.   Welchen  Neigungswinkel  hat       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
eine   schiefe  Ebene,   wenn  die  Höhe   a).   7io>   gelösten  Aufgabe  320. 
b).  V12»   c)-  V20,   d).   7j5,   e).  750   der  Länge 
beträgt? 


Aufgabe  342.   Bei  einer  schiefen  Ebene  be-       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
trägt    der  Neigungswinkel  a   a).   10^,   b).  2^,   gelösten  Aufgabe  821. 
c).  1^40',  wie  verhält  sich  die  Länge  zur  Höhe 
der  schiefen  Ebene? 

Aufgabe  848.    Welche  Last  kann  mit  einer       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
Kraft  von  20  kg  im  Gleichgewicht  erhalten  wer-   gelösten  Aufgabe  322,  nur  ist  die  zu  suchende 
den,  wenn  der  Neigungswinkel  einer  schiefen   Grösse  jetzt  Q,  während  es  dort  die  Kraft  P  war. 
Ebene  a).  60»,  b).  45»,  c).  30«,  d).  10»,  e).  87,^ 
beträgt  und  wie  gross  ist  der  Druck  auf  die 
schiefe  Ebene,  wenn  die  üjraft 

ff),  parallel  der  Länge, 

ß),         „        „     Basis  wirkt? 

Aufgabe  844.   Zwei  Arbeiter  sollen  ein  Fass       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
von  450  Pfund  Gewicht  eine  steinerne  Treppe  gelösten  Aufgabe  323,  wobei  zu  berückaichtigen 
hinunterlassen,  welche  77^ni  lang  und  3  m  hoch  ist,  dass  hier  unter  a).  nicht  die  Last  Q,  son- 
ist    Zu  diesem  Ende  befestigen  sie  oben  auf  dem  die  Kraft  P  ermittelt  werden  soll, 
der  Treppe  2  Seile,  legen  das  Fass  auf  dieselben 
und  umschlingen   dies  einmal  mit  den  Seilen, 
deren  Enden  sie  in  den  Händen  behalten. 

a).  Welche  Kraft  hat  jeder  Arbeiter  aufzu- 
bieten? b).  Welchen  Druck  erleidet  die  Treppe? 


Aufgabe  845.  Wie  gross  wird  der  Neigungs-  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
Winkel  einer  schiefen  Ebene  sein,  a).  wenn  der  gelösten  Aufgabe  324. 
Druck  auf  dieselbe  bei  einer  zur  Länge  der 
Ebene  parallel  wirkenden  Kraft  die  Hälfte  der 
Last  beträgt,  b).  wenn  der  Druck  bei  einer 
wagerecht  wirkenden  Last  genau  das  doppelte 
beträgt?  c).  Wie  gross  ist  bei  dem  so  ermit- 
telten Winkel  in  beiden  Fällen  die  Kraft,  wenn 
die  Last  Q  =  1000  kg  beträgt  ? 

Aufgabe  846.  Eine  Pockholzkugel  von  10  cm      Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
Radius  und  1,263  spez.  Gewicht  liegt  auf  einer  gelösten  Aufgabe  325. 
schiefen  Ebene  und  abt  auf  die  Länge  derselben 
beim  Herabrollen  einen  Druck  von  5  kg  aus. 

a).  Wie  gross  ist  der  Neigungswinkel  der 
schiefen  Ebene? 

b).  Wieviel  Prozent  beträgt  die  Steigung? 

c).  Wie  gross  ist  die  «).  parallel  zur  Länge, 
ß),  parallel  zur  Basis  wirkende  Kraft,  welche 
der  Kugel  das  Gleichgewicht  hält? 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

Der  ansfiihrliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei   bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  nnd  gat  brochiert,  am  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebranch  zn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25Pfg.  pro  Heft. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M,  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in 
Heften  zn  dem  billigren  Preise  Ton  25  /^  pro  Heft  nnd  bringt  eine  SammloDg  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik  ^  Physik» 
Mechanik,  math.  Geographie^  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brfleken-  nnd  Hochbanes,  des  konstniktlTcn  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  TOllstlndigf 
gelöster  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Enjtwlckelmig  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermaun  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird^  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  beztkglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fttr  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  ffir  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneioh- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Ober  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe, 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  IL  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  BOrgerschnlen,  Priyatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschnlen, 
Gewerbeschnlen,  Handelssehulen,  techn.  Torbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerfolleh« 
Fortbildnngrsschujen,  Akademien,  VnlTersitäten ,  Land^  und  Forstwissensehaftsschnlen, 
Militärschulen,  Yorbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Ei^|ährig-Frei- 
willige-  nnd  Offliiers-Examen,  etc. 

Die  Sohfller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Sohritt  für  Sehritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  eta 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prttfüngen  zu  lösen  haben^  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  yorgeftlhrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfltze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  nim  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
öbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zn  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  AufCrisehnng  der  erworbenen  und  «vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bemfs« 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
3omit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Terlagshandlimg. 
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Aufgabe  847.  Auf  einer  schiefen  Ebene  von      Andeiitunfi.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
144  m  L&nge  und  9  m  Höhe   soll  ein  205  kg  gelösten  Aufgabe  326. 
schwerer  Körper  aufwärts  bewegt  werden. 

a).  Welche  Kraft  hält  dem  Körper  das  Gleich- 
gewicht, wenn  die  Reibung  unberücksichtigt 
bleibt, 

b).  wenn  die  Reibung  '/§  der  Last  betr&gt  und 

c).  welche  Kraft  ist  in  letzterem  Fall  nötig, 
um  den  Körper  aufwärts  £u  bewegen? 


Aufgabe  848.    Auf  einer  Eisenbahn,  deren       Andeiitiing.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
Steigung  l :  120  ist,  soll  ein  Zug  von  6000  Zent-   gelösten  Aufgabe  327. 
Der  Gewicht  befördert  werden.    Welche  Kraft 
ist  dazu  nötig,  wenn  die  Reibung  Vist  beträgt? 


Aufgabe  849.    Eine  Last  von  240  Zentner      Andentung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
soll  aiidf  einer  schiefen  Ebene  von  4%  Steigung  gelösten  Aufgabe  328,  unter  Berücksichtigung 
durch  eine  Kraft  im   Gleichgewicht   erhalten   der  Erklärung  258. 
werden,  deren  Richtung  die  Llüiffe  der  schiefen 
Ebene  a).  unterhalb,  b).  oberhalb  der  Schwer- 
linie unter  einem  Wink^  von  ß  =  14*  schneidet. 

a).  Wie  gross  ist  in  jedem  der  beiden  Fälle 
die  Kraft  P  und  der  Druck  D? 

Wie  würde  das  Resultat  ausfaUen,  wenn 

ß\,  die  Kraft  pariülel  der  Länge  und 

y)  parallel  der  Basis  gewesen  wäre? 


Aufgabe  850.  Wenn  zwei  schiefe  Ebenen  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
80  miteinander  in  Verbindung  stehen,  wie  es  gelösten  Aufgabe  329. 
Fig.  380  zeigt,  und  auf  der  einen  derselben, 
welche  auf  13  m  Länge  2  m  steigt,  ein  Wagen 
von  205  kir  einem  auf  der  andern  Ebene  be- 
findjüchen  Wagen  von  840  kg  das  Gleichgewicht 
hält,  a).  wieviel  Prozent  beträgt  dann  die  Stei- 
gung der  zweiten  schiefen  Ebene,  b).  welcher 
Last  kann  der  Wagen  von  205  kg  das  Gleich- 
gewicht halten,  wenn  die  Reibung  */^  beträgt? 


Aufgabe  361.     Welcher  Widerstand  kann       Andeolung,    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
mittels  eines  Keüs  überwunden  werden,  dessen  gelösten  Aufgabe  330,  nur  mit  dem  unterschied, 
Rücken  10  cm  und  dessen  Seite  45  cm  misst,   dass  dort  die  Kraft  P,  hier  die  Last  Q  die  nn- 
wenn  senkrecht  auf  den  Rücken  desselben  eine  bekannte  Grösse  ist. 
Kraft  von  84  kg  wirkt. 

Wenn  der  Keil  ein  gleichschenkliger  und  der 
Widerstand  a).  senkrecht  zu  den  Seiten,  b).  pa- 
rallel zum  Rücken  wirkt? 

Wenn  der  Keil  ein  einfacher  und  der  Wider- 
stand c).  senkrecht  zur  Seite,  d).  parallel  zum 
Rücken  desselben  wirkt? 

Aufgabe  852.  a).  Wie  verhält  sich  am  gleich-       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
Schenkligen  Keil  die  Kraft  P  zur  Last  Q,  wenn  gelösten  Aufgabe  331. 
der  Wiiücel  an  der  Spitze  a  =  18^  ist? 

b).  Wie  gross  wäre  die  Kraft  für  eine  Last 
von  528  kg  und  zwar  a).  unter  der  Annahme, 
dass  die  Last  senkrecht  zur  Länge,  f).  parallel 
zum  Rücken  wirkt? 

c).  Was  ergibt  sich  für  alle  diese  Fälle,  wenn 
der  gegebene  Keil  mit  einem  Winkel  a  =  18® 
ein  einfacher  ist?  

Klimpert,    Statik.  29 
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Aufgabe  863.  Nach  welchem  Verhältnis  muss       Andeutung.   Die  Auflösung  von  a).  und  b)«  er- 
ein  einfacher  Keil  konstruiert  werden,  wenn  -—  folgt  analog  der  gelösten  Aufgabe  332,  die  Ton 
abgesehen  von  der  Reibung  —  vermittelst  einer  c).  analog  der  gelösten  Aufgabe  333. 
Kraft  von  50  kg  eine  Last  von  280  kg   über- 
wunden werden  soll  und  angenommen  wird,  dass 
die  Last 

a).  senkrecht  zur  Seite, 

b).  parallel  zum  Rücken  wirkt? 

c).  Welches  Resultat  würde  sich  aber  in  den 
beiden  vorgenannten  Fällen  ergeben,  wenn  die 
Kraft  unter  einem  Winkel  von  15°  zur  längeren 
Kathete  des  Keils  wirkt? 

Aufgabe  364.  Bei  einer  Schraubenpresse  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  den 
beträgt  die  Ganghöhe  12  mm.  a).  Welcher  gelösten  Aufgaben  334 — 336. 
Druck  kann  durch  eine  Kraft  von  dVjkg,  die 
an  einem  20  cm  langen  Hebelarm  wirkt,  aus- 
geübt werden?  b).  Wie  gross  ist  die  Kraft, 
wenn  an  derselben  Presse  ein  Druck  von  2000  kg 
erzeugt  wird?  

Aufgabe  866.    Die  Höhe  eines  Schrauben-       Andeutung.   Die  Auflösung  erfolgt  analog  den 

fangs  sei  1,25  cm,  die  Kraft  40  kg,  die  Last  gelösten  Aufgaben  334—336. 
5  Zentner,    a).  Wie   lang  ist  der  Hebelarm 
der  Kraft,  b).  welche  Kraft  wäre  bei  derselben 
Schraube  nötig ,  wenn  auf  4  cm  Länge  9  Ge- 
winde kommen? 

Aufgabe  866.    Wie  verhält  sich  bei  einer       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
englischen  Wagenwinde  die  Kraft  P  zur  Last  Q,   gelösten  Aufgabe  337. 
wenn  die  Kraft  an  einem  45  cm  langen  Hebel- 
arm angreift,  die  Ganghöhe  18  mm  beträgt  und 
ein  Trieb  von  12  Zähnen  in  ein  Rad  von  54 
Zähnen  eingreift?  

Aufgabe  867.  Bei  einer  Mikrometerschraube  Andeutung.  Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
geben  100  Umdrehungen  eine  fortschreitende  gelösten  Aufgabe  338. 
Bewegung  von  272  cm.  Der  Rand  des  Schrau- 
benkopfes ist  in  100  gleiche  Teile  geteilt.  Um 
wieviel  muss  die  Schraube  umgedreht  werden, 
wenn  die  Bewegung  derselben  0,0025  mm  be- 
tragen soll?  

Aufgabe  868.   Bei  einer  Schraube  ohne  Ende       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
betrage  die  Ganghöhe  2  cm,  die  Kraft  wirke  an  gelösten  Aufgabe  339. 
einer  Kurbel  von  35  cm,  das  Rad  habe  einen 
Halbmesser  von  15  cm  und  die  in  demselben 
sitzende  Welle  einen  solchen  von  3  cm.    Wie 
verhält  sich  die  Kraft  P  zur  Last  Q? 

Aufgabe  869.    Welcher  Druck  kann  durch       Andeutung.    Die  Auflösung  erfolgt  analog  der 
eine,  an  einer  45  cm  langen  Kurbel  einer  Dif-  gelösten  Aufgabe  340. 
ferentialschraube  (Fig.  371)  wirkende  Kraft  von 
32  kg  erzeugt  werden,  wenn  die  Ganghöhe  der 
einen  Schraube  '/4,   die  der  andern  Vs  cm  be- 
trägt ? 

MB.  Die  Lehre  vom  Gleichgewicht  der  Molekularkräfte  fester  Körper  oder  die  Lehre 
▼on  der  Elasticit&t  und  Fettigkeit  ist  in  einem  separaten  Band  dieser  Bncyklo- 
pädie  behandelt. 


Zusammenstellung  der  in  diesem  Buch  vorkommenden 

Formeln. 


I.   Formeln  für  zwei  in  gerader  Linie  an!  einen  Punkt  wirkende  Er&ite: 

1).    R  =  Pj  +  P,  +  P3 «»«h«  Antw.  ftnf  Prfto«  ift  \  ?  bedeutet  die  Reaultante, 

2).    R  =  n ,  P 


siehe  Antw.  auf  Frage  10    "  bedeutet  die  Reaultante, 

^        i  ^i  1  P3  •  •  •  •   lind  die  nach  der- 
selben ,   und  Qi ,  Q2 . .  . .    die 


10' 


nach  entgegengesetzter  Seite 


i       wirkenden  Krftfte, 

3).    R  =  Pt  4-  P,  +  P3  . . .  —  (Qi  4-  Q2 . . .)   »  »        n        n      "]  "   bedeutet  die  Anzahl  der  gleich 

/       grossen  Kräfte  P|,  P3... 

II.  Formeln  für  swei  unter  einem  Winkel  von  90°  anf  einen  Punkt  wirkende  Kräfte: 

4).    R  =  Vp'  ^  Q' 


Q  P 

5).    tg  ^  =  -p^  und  tg  y  =  -Q 

Q  P 

6).   sin  ^  =  -^-  und  sin  y  =  ^ 

Q  P 

7).   cos  y  =  -:—  und  cos  ß  =  >»- 


siehe  Auflösung  der  Aufgabe  18 


B  bedeutet  die  Resultante, 

P  und  Q  sind   die  beiden  Kom- 
ponenten. Die  Richtungen  Ton 

P  und  B  bilden  den  Winkel  ß^ 

die  Richtungen  von  Q  und  R 

bilden  den  Winkel  y. 


m.  Formeln  für  zwei  unter  einem  schiefen  Winkel  auf  einen  Punkt  wirkende  Kräfte : 

8).   R  =  Yf^  +  Q'  +  2PQ  r^s  « 


9).   tJ?~2~  =  ^«Q  +  P 


10).   sin  ^  = 


Q .  sin  re 
R 


siehe  Auflösung  der  Auf g.  19 


--.      .  P.sin« 

11).   siny  =  --  ^     - 


a 


12).  R  =  2P  .  cos  g-  (wenn  P  =  Q)   . 

13).  Q  =  \^P»-fR'  — 2PR.cos^    . 

U).  Q  =  ^RTirpy  I  ^^^  ^^  ^  ^^^ 

15).  y  =  90»  — /J       \ 

ifi\  «•  sin/J.P 

16).  sin  y  =  —  y 


oder: 


Q 


17).    sin  7  =   --  ^:r-- 


sin  ^.P 


VP'-^R*— 2PR.cos^ 


siehe  Erkl.  44 

siehe  Aufl.  d.  Aufg.  26 

siehe  Erkl.  50. 

siehe  Aufl.  d.  Aufg.  26 
siehe  Erkl.  49 


18).   sin 


:-  =  V'- 


—  Pi(S-R) 


P.R 


I 


19} 

20).   P  = 


wenn  S  =  — ^—~- — 

siehe  Auflösung  d.  Aufg.  30 


2    —     V  Q.R 

R  .  sin  V    \ 


sin  €( 


21).    Q  = 


wenn  R,  ß  und  y  gegeben  sind. 

R  .  sin  ß    \  siehe  Auflösung  der  Aufgabe  32. 


sm  tt 


R  bedeutet  die  Resultante, 
P  und  Q  sind  die  beiden  Kom- 
ponenten ,  deren  Richtungen 
den  Winkel  a  bilden,  ß  ist 
der  Winkel,  welchen  die  Rich- 
tungen von  P  und  R  bilden. 
y  ist  der  Winkel,  welchen  die 
Richtungen  von  Q  und  R  bil- 
den. 
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FormelnverzeichniB. 


IV.  Formeln  für  die  Resultante  von  mehr  als  zwei  an!  einen  Punkt  in  derselben 
Ebene  wirkende  Kräfte: 


22).  «I  =  Pj .  coB  «i ;     »2  =  ^2  •  ^^  ^2    ®^* 

23).  r^  =  Pj  .  sin  «^ ;    r,  =  Pj .  sin  «^    etc. 

24).  ^  =  P|  .  cos  «t  -j-  P2 .  cos  «2  + . . .  P«  •  cos  «^ 

25).  pi  =  P^ .  sin  «i  -|-  Pj .  sin  «2  4"  •  •  •  I*«  •  s^i  «„ 

26).  R  =  V^M^ 

27).  tg/J  =  -^ 

28).  cos  ^  =  ^  oder  sin  ß  =  ~ 


R 


K 


29).   R  =  V(S.P.co8«)'  +  (S.P.sin«)''' 

oA\          Ä       S.P.cosa     -       .    ^       S.P.sin« 
30).   cos  ß  = ;ö oder  sin  /5  =  — 


R 


R 


siehe 
Antwort 

auf 
Frage  15 


Fl,  P2...P4  sind  die  auf  einen 
Punkt  wirkenden  Kr&ft«,  und 

ffl,  02  .  . .  a»  ^^^^  ^®  Winkel, 
welche  die  Biohtnngen  der  ge- 
gebenen Kr&fte  mit  der  po- 
sitiven Bichtung  der  X  X-- 
Achse bilden. 

^1)  ^2  -  •  •  ^n  "^^^  ^^  Kompo- 
nenten, deren  Bichtangen  in 
der  X  X-Achse  liegen. 

t*!,  Tj  •  . .  r„  sind  die  Kompo- 
nenten, deren  Bichtangen  in 
der  YY-Achse  liegen. 

Q  bedeutet  die  Summe  der  in 
der  Bichtung  der  XX- Achae 
wirkenden  Komponenten. 

Ql  bedeutet  die  Summe  der  in 
der  Bichtung  der  TY- Achse 
wirkenden  Komponenten. 

B  bedeutet   die  Endr^ultante, 

ß         „  den  Winkel,   wel- 

chen die  Besnltante  B  mit  der 
positiven  Bichtung  der  XX- 
Achse  bildet. 

S  .  P .  cos  a  und  S .  P  .  sin  a  be- 
zeichnet die  Summe  der  Kom- 
ponenten aller  gegeb.  Krtfte. 


V.  Formeln  für  das  Kräfteparallelepipedon. 
A.  Für  rechtwinklig  wiricende  Kräfte: 


31). 

R  =  Vp'  +  PJ  +  P,^ 

32). 

P 

cos  y  =  ^ 

33). 

Pt 

34). 

cosy2=  ^ 

siehe  Antwort  auf  Frage  16 


B.  FUr  sctiiefwinldig  wiriconde  Klüfte: 

35).    Q  =   P  .  cos  /J  .  cos  «  +  Pl  •  cos  ß^  .  cos  ff  i  -[- 

P2  .  cos  /?2  •  cos  «2  -|-  .  .  .  . 

36).   ^i  =  P .  cos  /J .  sin  ff  +  Pi .  cos  ft  .  sin  «j  -[- 

Pj  .  cos  /?2 .  sin  «2  + . . . . 

37).   (»2  =  ^•ß"^/'  +  ^i  '^"^i^i  +^2-sin/J2+-«« 

38).  R  =  v?'+e:+G: 

39).   cos  ^  =  r^ 


40j.   cos  ^i  = 


R 

iL 
R 


41).   cos  /U2 


~    R' 


siehe 
Antwort 

auf 
Frage  17 


P,  P|,  Pj...  sind  die  gegebenen 

Krftfte. 
'B  bedeutet  die  Besnltante. 
fy  y^  und  72  hedenten  der  Beihe 

nach  die  Winkel,  welche  die 

Besnltante  B  mit  den  Krftften 

P,  Pi  und  P,  bildet. 


'P,  P|,  Pf . .  P,,  sind  die  gegebe- 
nen Krftfte. 

ßi  flu  ßi'-ßn  die  Winkel, 
welche  die  Bichtungen  dieser 
Krftfte  mit  der  Horizontalebene 
bilden. 

ff,  fft,  «2  •  •  -  ^a  ■*"*  ***  Win- 
kel, welche  die  Horisontalpro- 
jektionen  der  gegebenen  Krftfte 
mit  der  X  X-Achse  bilden. 

Q  bedeutet  die  in  Bichtung  der 
XX- Achte  wirkende  Besnl- 
tante, 

Q^  bedeutet  die  in  Bichtung  der 
YY-Achse  wirkende  Besnl- 
tante, 

Q2  bedeutet  die  in  Bichtung  der 
Z  Z  -  Achse  wirkende  Besnl- 
tante. 

B  bedeutet  die  Gesamtresultante. 

Uy  Ui  und  ^2  hedenten  der  Beihe 
nach  die  Winkel,  welche  die 
Besnltante   B    mit    den    drei 

'    Achsen  XX,  YY  u.  ZZ  bildet. 


Fonnelnverzeichnis. 
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VI.  Formeln  für  die  Znaammensetsimg  von  Parallelkräften. 
A.  Für  zwei  gleichgerichtete  Parallelkrafte : 

42).      R    =:  P  +  Q  siehe  Antw.  auf  Erage  19 


43).   ae  =  --^-= — 


i—         P  .oc 
hc  = 


( 


siehe  Antw.  auf  Frage  20 


Q 


44),   P:Q:R  =  6c  :ac:a6 

B.  F8r  mehr  als  zwei  gleichgerichtete  Paralleikrilfte : 

45).    B  =  Pi  +  ^2  +  ^3  +  •  •  •  ^n     •     •    **®^®  Antw.  auf  Frage  28 

C.  Für  entgegengesetzt  gerichtete  Penülelkrafte: 
46).   R  =  P  —  Q 

47).    06:  äc:6c  =  R:Q:P 
oder: 

—       al.q 

ac  =  ^ 


P  und  Q  sind  die  gegebenen  Pa- 
rallelkräfte. 
B  bedeutet  die  Besultante. 

ae  bedeutet  das  kleinere, 
be         „  n    grössere    Stück 

der  Angriffslinie  ab. 


siehe  Antw.  auf  Frage  24 
und  25. 


I 

\ 


R 


Vn.  Form«In  ifir  die  statisolien  Momente 

48).   RL  =  P,I,  +  P,l,  +  ...P,/, 
49).   R  L  =  PtJ,  +  P,l,  -,-...  P,J,  _ 

(QiAi+Qti,  +  ...Q,A«) 

50).  T,  -  Pi^+P»^+-PA-(Qt^.+Qt*t+-Q.>t.)| 


siehe 
Erkl.  91 


51). 


P,  +  P,...+P„  +  Qi  +  Q,...-|.Q, 

Ras  =  iT.PiiTi 
Ri^  =  r.P^yj 
R«  =  -S'.Pi^i 


'S  " 


2 » PiO^i 


Z.P, 


52). 


z 


z.Pi 


»  =  -  ^7P, 


.Z-.Pi 


er« 

pH    • 


siehe  Antw.  auf  Frage  40 


R  bedeutet  die  Besultante. 
Pi,  P„  P] . . .  Pn  sind  die  gege- 
benen Parallelkräfte. 

,  B  bedeutet  die  Besultante, 
P  und  Q  sind  die  entgegengesetzt 

gerichteten  Parallelkräfte. 

ab  bedeutet  die  Angpriffslinie  Ton 
_P  und  Q, 

ae  die  Angriffslinie  der  Besul- 
tante, welche  auf  der  Seite  der 

^grosseren  Kraft  liegt, 

b  e  ist  die  Entfernung  d.  Besul- 
tante von  d.  kleineren  Kraft  Q. 


B  bedeut.  die  Besultante. 

L        „      denHebelarmd.Besult. 

P4,  P2 . . .  P||  sind  die  im  posi- 
tiren  Drehungssinn,  Q^,  Qj. .  ■ 
Q^  die  im  negativen  Drehungs- 
sinn wirkenden  Kräfte. 

'ti  ^  •  •  •  ^n  s^iid  die  resp.  Arme 
der  Kräfte  P^ ,  P, . . .  Pn,  und 

Ai ,  jlj  •   •  ^.1  *^"  '^"®  *^®'  Kräfte 


Pi ,   P2  . . .   Bind  die   gegebenen 
Parallelkräfte, 

ihre   Abstände   von   den   drei 
Koordinatenebenen. 
l   ist   das   Summationszeichen, 
B  die  Besultante  und  x,  y,  z 
ihre  resp.  Hebelarme. 


Yin.  Formeln  für  die  Krältepaare: 


Br  bedeutet   das  resultierende 


Frage  55 


53).    Rr  =    V  (P^)'-(-  (Qg)'4-  2Fp  .  Qg  .  cos  «  \^^^^^  j^^  ,^,  /  P p  und* Q*5%ind  die^Paare  der 

54).   Pi> :  Qg  :  Rr  =  sin  /  :  sin  /9  :  sin  R  j 

Rr  =  V(Pi>)'+(Qg)^ 


55).   /cos/?  = 


Pp 
Rr 

cos  y  =  -j^-^- 


wenn  a  =  90<^  .  .  siehe  Brkl.  114 


56).   Rr  =  V(Ma;)'-[-(My)' 


siehe  Antw.  auf  Frage  56 


beiden  gegebenen  Ebenen. 

a  ist  der  Neigungswinkel  dieser 

Ebene. 
ß  ist  der  Winkel,  den  das  Achsen - 

moment  Br  mit  dem  Achsen- 
moment Pp  bildet. 
y  ist  derWinkel,  den  dasAchsen- 

moment  Br  mit  dem  Achsen- 

moment  Q9  bildet. 
Mz  bezeichnet   die  Summe   der 

Komponenten  in  Bichtung  der 

X-Achse. 
M7  bezeichnet  die  Summe  der 

Komponenten  in  Bichtung  der 

Y-Achse. 
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57). 


I  Rr .  cos  X  =  M« 


f  Rr .  cos  u  =  My 

58).   Rr  =  V(üt*)^+(Vt?)'+(Wtc)' 

(Rr.cos^  =  Ut* 
«^;.      Rr.coscj  =  Yv 
f  Rr.  cos  T  =  Ww 


/  R  r  iat  das  Moment  des  resnltie- 
\     renden  Krftftepaarei,  und 
siehe  Antw.  auf  Frage  56  /;t  und  u  die  resp.  Winkel,  wcl- 

I     che  letzteres  mit  den  beiden 


Koordinatenachsen  bildet. 


siehe  Antw.  auf  Frage  57 


üv,  Yvf  Wie;  sind  die  Momente 
der  drei  gegebeneu  Krftft«- 
paare. 

bedeutet    das    resultierende 
Achsenmoment  und 

Q,  O  und  r  die  Winkel,  welche 
letzteres  mit  den  gegebenen 
Krftfteebenen  bildet. 


60).   Rr  =  V(Mä)'+(Mi/)'-(-(M^)"' 

Rr .  cos  A  =  M« 
61).  {  Rr.cos/4  =  My 

Rr.cos  V  =  Mjer 


l    ' 

I 

/  M  X I   M 
I      je  in 
1     ordin4 
]     Xomp 
<>  Br  bedeutet 
1     des  result. 

Ix,  fi,  V  desi 
'     es  mit  den 


Mx,   My  und  Mz  bedeuten  die 
Bichtun^  der  drei  Ko- 
ordinaten -  Achsen    wirkenden 
Komponentensnmmen . 
siehe  Antw.  auf  Frage  58  (  Br  bedeutet  das  Achsenmoment 

EJrftftepaares  und 
dessen  Winkel,  welche 
den  drei  Koordinaten- 
achsen bildet. 


IX.  Formeln  für  die  Vereinigung  von  beliebig  vielen  Kräften, 
welche  an  beliebig  vielen  Punkten  wirken. 


G2). 


A.  Für  Kräfte  in  einer  Ebene: 

Xx  =  Pi .  cos  «i 
yi  =  Pi .  cos  /Ji 

JCj    =   P2  .  cos  «2 

yz  =  Pj.cos/J, 

«n  =   Pn  .  cos  «^ 
iC„  =    P„  .  COS  ß^ 

63).   R  =  Vc^- .  Pi .  COS  «1)'+  (-2: .  Pi .  cos  ß{f 

64)*   Mwi  =  2" .  Pi  (cos  «i  ?i  —  cos  jJi .  A^) 

^P,  (cos«tZ,  — cos/gt^t) 
00;.   r  =  g 

X  Y 

^Q).   cos  o  =  -5-    und    cos  (J  =  -5- 


siehe 
Antwort 

auf 
Frage  64 


P^,  P2,  Pn  sind  die  gegebenen 
Kräfte. 

«l   ^l  >    «2  A «n   ßn  ^- 

zeiehnen  die  Winkel,  welche 
die  gegeb.  Kräfte  mit  den  bei- 
den Koordinatenachsen  bilden. 

1*1  yi>  «2  yi  •  •  •  «H  y«  «^^ 

die  Komponenten  der  gegebe- 
nen Kräfte  in  Bichtung  der 
beiden  Achsen. 

B  ist  die  Besultante  sämtlicher 

Komponenten. 
1^  ist  das  Snmmationsseichen. 
|M  m    bedeutet    das    Gesamtdre- 

hungsbestreben  der  gegebenen 

Kräfte. 
Mm  =  Br;  r  bedeutet  den  Arm 

der  Besultante   und  q  und  (T 

sind  die  Winkel,  welche  B 
mit  den  beiden  Koordinaten- 
achsen bildet. 


B.  Für  Kräfte  in  vertcliiedenen  Ebenen: 

,  X  =  -T  (Pi .  cos  «i) 

67).      Y  =  2-(P,  .cos/Ji) 

'  Z  =  2*  (Pj .  cos  /i) 

68).    R  =  VX2  +  Y2-HZ2 

X 


69). 


70). 


i 


cos  r»  =  -^   oder   R  .  cos  o  =  X 

Y 
cos  a  =  -tg-   oder  R .  cos  a  =  Y 

cos  T  =  T^  oder  R  .  cos  t  =  Z 
Mas  =  ^  P|  (cos  /i .  yi  —  cos  ^i .  z^) 


.  My  =  i?Pj  (cos«i  .Zx  — cos  y,  .a?i) 
^  yLz  =  .^ Pi  (cos  ^1 .  «i  —  cos  «i .  y,) 


siehe 
Antwort 

auf 
Frage  65 


X,  Y,  Z  bezeichnen  die  Summen 
der  je  in  Bichtung  der  drei 
Koordinatenachsen  wirkenden 
Komponenten. 

2  ist  das  Summationsseichen. 

Pt  Pj . . .  sind  die  gegeb.  Kräfte. 

\a,  ßy  y  die  bezflglichen  Winkel, 
welche  die  gegebenen  Kräfte 
mit  den  Koordinaten- Achsen 
bilden. 

B  bedeutet  die  Besultante. 

Q,  a  und  T  sind  die  Winkel, 
welche  B  mit  den  drei  Ko- 
ordinatenachsen bildet. 

|M«  bezeichnet  die  Summe  der 
statischen  Momente  sämtlicher 
Komponenten  in  Bezug  auf  die 
X-Achse. 

M  y  und  M  z  bezeichnet  dasselbe 
in  Bezug  auf  die  T-  resp.  Z- 
*     Achse. 
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71),   S«  =  V(Ma;)'+(My)'+(M«)* 

cos  JL    =   -5 

08 

72).    <  cos  It  =:  -J^ 
cos  ^  = 


siehe  Antw.  auf  Frage  65 


73). 


M«  =  Zu  — YC 

My  =  Xf-Zf 
M£f  =  Yt  — Xi; 

74).   Ma;.X  +  My.Y  +  M0.Z  =  O 

75).!  =  -^ 


siehe  Antw.  anf  Frage  67 


76).    V  =  — 


MyY  +  MjZ 


S#  bezeichnet  das  Gesamtdre- 
hungsbestreben  der  Grösse 
nach,  und 

Xy  fJL  und  t;  bezeichnen  das  Ge- 
samtdrehungsbestreben  der 
Bichtung  nach. 


Ausserdem  sind: 


|{,  V  und  (  die  Koordinaten  des 
Angriffspunkts  der  Besultante. 


X.  Formeln  für  SchwerpimktBbesiimmimgen. 
A.  Fttr  Linien : 

a).  fflr  das  symmetrische  Stack  eines  regal&ren  Polygons: 


77).   Z  = 


u 


b).  für  einen  Kreisbogen: 

'»)-^=^    j 

a  ' 

B.  Fflr  Fl&ehen: 

a).  far  eine  Dreiecksfläche; 

80).   X  =   ^t  +  ^»  +  ^      .... 


81).  X  = 


b).  für  ein  Paralleltrapez: 
a  +  2&     h 


a  +  6      3 
c).  für  ein  Vieleck: 


X   = 


82). 


I. 


d).  für  einen  Kreissektor: 


88,.  ._|.Ii 


I 


84) 


2        sina        ^      •    .     •     • 


siehe  Antw.  auf  Frage  82   ,  „   ^    , 

'  Z   bedeutet   den   Schwerpunkts- 
abstand, 
r  bedeutet  den  Halbmesser  des 

sagehörigen  Kreises. 
9  bedeutet  die  Sehne. 
Ju  den  Umfang  des  Polygonstücks. 

siehe  Antw.  auf  Frage  83  I*  ^«d««*«*  den  Kreisbogen. 

a  bedeutet  den  zum  Bogen  ge- 
hörigen halben  Centriwinkel. 


siehe  Antw.  auf  Frage  85 


Z|^,  X}  und  X3  sind  drei  Lote  von 
den  Dreiecken  der  Dreiecks- 
flftche  auf  eine  Gerade. 

z  bedeutet  den  Abstand  des 
Schwerpunkts  von  derselben 
Geraden. 


c  bedeutet  den   Schwerpunkts- 
abstand  von  der  Seite  a. 

siehe  Antw.  auf  Frage 87  (  •  bfd«atet  die  grössere,   b  die 

*         ^     kleinere  Parallele. 

h  bedeutet   die   Entfernung  bei 
der  Parallelen. 


z  und  7  sind  die  Abscissen  resp. 
Ordlnaten  d.  gesuchten  Schwer- 
punkts. 

Z|,,  x;,  Xn  sind  die  Abscissen  der 

Schwerpunkte    der   Dreiecks- 

fl&ohen. 
7ii   7x1   yn  B^d  die  Ordinaten 

der    Schwerpunkte    der  Drei- 

ecksflftchen. 
JL|,  Jl],  An  »ind   die  FUchen- 

inhalte  der  Dreiecksflftchen. 


siehe  Antw.  auf  Frage  89 


■iahe  Antw.  auf  Frage  90 


X  bed.  d.  Schwerpunktsabstand. 

r  bedeutet  den  Halbmesser. 

»        „         die  Sehne. 

6        7,         den  Kreisbogen. 

a        n         d.  halb.  Centriwinkel. 
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e).  für  ein  Kreissegment: 

/  8  bedeutet  d.  begrensende  Sehne. 

—       S  1  i  F        »        den  Fl&cheninhalt  d. 

OOJ.    X  —  "Tof"  I  '                       Segment». 

^^  ^  \  siehe  Antw.  anf  Frage  91  sx         „        den  Schwerpunkteab- 

2  (r .  sin  n)*  i  I     stand  vom  Kreiemitielpunkt. 

86).    X  =  -n — :; ^J — : 1  f  ••  ^«deutet  den  Badiai  und 

'                  3(r'a  — r'.Sinw.COS«  /  a         „         d.  halb.  Centriwinkel. 

f).  für  ein  Ringstück: 


2.8ina(r^  +  rg  +  C>^       v  l'' 

>        liehe  Antw.  auf  Frage  92  \  ^ 


z  bedeut.  d.  Schwerpunktsentfer- 
nung vom,  Kreismittelpnnkt. 
:  bedeut.  d.  halben  Centriwinkel. 

riebe  Antw.  auf  Frage  9Z  Y       »       «*««*  S!?'*'"''  ^^"^^ 
o/5i_i_2\  i  i/J»»»      kleineren        „ 

Qo»      ^  _     ^giy*"r*'g-rg  )  \  f  ;        „       die  gröeeere  Sehne  und 

^'  3  5  (r  -^  p)  '  \  6        „       den  grosseren  Bogen. 

g).  für  ein  zwischen  zwei  parallelen  Sehnen  gelegenes 
Stück  der  Kreisfläche: 

S 3  /  X  bed.  d.  Schwerpunktsabetand. 

QQ\     fg,  ^  \  siehe          (  *      »die  grossere  Sehne. 

^^)'    ^-     12(Fi~F,)  /  \a     ,       „    kleinere        „ 

o  9                                \  Antwort          ?p^    ^       ^    Fläche  d.grö»8.Begni. 

v(r.sina)5  — 4(''-"nÄ*  i  "'  >'.  »      r,        «    d.kiein.    „ 

90).«=-= —. ^ ,,,        .     , rA       Frage  98        f«      "      den  gross.  Centriwinkel. 

^  r^a-sin«.COSa)-r'(^-8in/J.C08/J);        '"»•*«'         !^      ^        ^     kleineren       „ 

h).  für  die  Mantelfläche  eines  abgestutzten  Kegels: 

1  R  -l-  2r  /  *  bedeutet  den  Schwerpunktsab- 

91)     a;  =  -— Ä  •  -      '  .      .  .      .     siehe  Antw.  auf  Frage  97  l      stand  von  der  Grundfläche. 

VI),    »—    gf*j^,^....  o  iBundr  sind   die  Badien  der 

^     untern  und  obern  Grundfläche. 

1  Y^  _i    O  /7  i  I)  und  ä  sind  die  Darchmeseer. 

Q2\      X  =—h'        "»  siehe  Krkl.  160  f  A  bedeutet  die  Höhe  des  Kegel- 

xj£,).    X  ^    ^n      ^^^        ,     .     .  ^     Btumpfs. 

C.  Ffir  Körper: 

a).  für  eine  dreiseitige  Pyramide: 

'  x^  X3 . . .  sind  die  Lote  von  den 
i^i_^L_„  14  Ecken  auf  eine  Ebene. 

931      X  =    ^t  "T"  ^^  "t"  ^3 -r  ^4  ,i^be  ErkL  168  )  x    bedeutet  den   Schwerpunkte- 

ijoi.    ^  —  ^  ^      abstand  von  derselben  Ebene. 

b).  für  einen  Pyramidenstumpf: 

,    /^    ,    n^rrr-   ,    o    \  1  »  bed.  d.  Schwerpunktsabstand. 

Ä  ^G  +  2  V  v^  -H  ö^;  .  ,  ^   .  ^.      ^„ .  -.  ^^^  -^  )  fc  bedeutet  die  Höhe. 

94).    X  =  — ^^j-^ TTtT^ T"    *      •  *  i  O  und  ^  sind  die  Grundflächen 


/  77= —  \         •      •      "•""^ "  \  G  und  ff  sind  die  urundu 

4  VG  -j-  V  Cr^  +  ^j  (des  Pyramidenstumpfs. 

c).  für  einen  Kegelstampf: 

/  r  ist  der  Badius  der  grösseren  n. 

h      r'  +  2rp  +  3p*  .  v     *    -.          «»          t^-  l      p  ist  der  Badius  der  kleineren 

^5)»    g  =T-     r»U-roZ/-  '     •      •  "«l^e  Antw.  auf  Frage  104        |j^^^^     *  bedeutet  die  Höhe 

*r-p?(/-T-{i  (u.x  den  Schwerpunktsabetand. 


d).  für  einen  Kugelsektor: 


3  l 

96).    a;  =  -Q-  (2  r  —  h) siehe  Antw.  auf  Frage  106  ? 


r  bedeutet  den  Badius,  k  die  Höhe 
d.  sugehörigen  Kugelsegmenis 
und  X  den  Sohwerpunktsab- 
stand  vom  Kreismittelpunki. 


e).  für  ein  Kugelsegment: 


.3        /rt  _  ___  i,\2 

97^     X  =z  —  . — siehe  Antw.  auf  Frage  107  l  r  bedeutet  den  Kugelradius. 

^  4        3r  — Ä  )  "      — 


A         H         die    Höhe    des    Ab- 
schnitts. 


1  2  R2  -4-  Ä*  f  ^       »        den  Halbmesser  der 

98).    y  =    :;-7i .  4^~^i:r      ....     "«l^«  ^rkl  I66  f  Gnmdfliche. 
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f).  für  eine  körperliche  Kugelzone  oder  Kugelschicht: 

o    9    i    >i    2    I    1.1  (  '*  bedeutet  die  Höhe  der  Kugel- 

^.^                  1  -       ^e    -r^^i-r'»'  lu     r.1-,   1«^                     )      Bchicht,  p  den  Halbmeeser  der 

9^)-    y  =-9^'   ^ni^^niJ^h^  '    •    •    •*•**«  *^''^:  1®^                     »     unteren  und  ö.deuHalbmesaer 

^dp-höp,  -+-A  (     der  oberen  pirallelflfcche. 

g).  für  ein  Hohlmass: 

h^  -  «         *  «  i  r  bezeichnet  den  Badius  und 

100).    g  =    ^,     . «lÄb^Antw.  auf  Frage  108  W  die  Höhe  des  Hohlmasies. 

'  2Ä-|-r  ' 

XI.  Formeln  für  die  Stabilität  der  Körper:  /  p  bezeichnet  die  statische,  a  die 

1      dynamische  Stabilität  und   G 
__  I      das  Gewicht  des  Körpers. 

101).    P  =   G.CN sieheAntw.  auf  Frage  133u.  137  ;cN   ist  der  Abstand  der  senk- 

k     rechten   Sohwerlinie  von   der 

102)     A  =   G  .  7* «lehe  Antwort  auf  Frage  188       1     Kippkante.   A  ist  die  Höhe,  zu 

±wuß.    «.  X-  .  .     welcher  der  Schwerpunkt  ge- 

\     hoben  werdtfn  muss. 

Xn.  Formeln  für  den  physischen  Hebel, 
a*  für  den  mathematisclien  Hebel: 

t  P  bezeichnet  die  Kraft. 

103).    Pp  =  Qg  oder  P  :  Q  =  g  IJJ  .  .  siehe  Antwort  auf  Frage  159  <  ^  ;;  d*!»  fc'aftarm, 

'  (  9  n  n    I^Astarm. 

PZ 
104).    X  =7^ p- siehe  Lösung  der  Aufgabe  208  / 

^    I   '''  \l  bezeichnet  d.  ganze  Hebell&nge. 

w     «M.  wi*«   ..i.«.«iir»i<«^u^»'  it^KaI  .  I  X  ist  die  unbekannte  Entfernung 

b.  für  den  physikalischen  HeDel:  I     des  Stützpunktes  von  der  Last 

\     resp.  Kraft. 

2  ^JlQ  _|.  q'\  1  G  ist  das  Gewicht  des  Hebels. 

105)     X  = —-^ ^ siehe  Lösung  der  AuHrab«  206  f 

'"''^-  *        (P  +  G  +  Q)  l 

OL  4-  G2  /  ^  bezeiohn. d.Gesamthebellftnge. 

106).    «  r= -55 — ÜT _ siehe  Lösung  der  Aufgabe  208  /  G         „    das  Gewicht  des  Hebels. 

xvv;.    -'piQ^j^Q  *»               »              lPu.Q  sind  die  wirksamen  KrÄfte. 

I  {  ist  die  Entfernung  des  Schwer- 

p  /T  A  —  G  (L JL^  J     Punkts   des   Hebels   vom    An- 

107).    X  =  — ^— -^-T ^ •    •  »"l^e  Lösung  der  Auf  gäbe  210  (     griffspunkt  der  Kraft  P. 

'                                      L  j  X  die  Entfernung  d.  Stutzpunkts, 

f      *"*  ^^  *•*  ^  ^^  Entfernung 

108).    »=^^-^'        leh.L,..ngd„  Aufgab.  212  (     Z^^'^Z^.'^it^l^- 

nung  der  P  von  Q. 

l  (0  A-G)  \                                                        ^  bedeutet  die  unbekannte  Kraft  P. 

109).    X  =  — ^-^^ — -  I                                                      /G  ist  das  Gewicht  der  SchJebkarre. 

L  f..  -TM          jA*i,«i^/Qdlezu  befördernde  Last. 

^x  .^  ,       r  "*^*  I'ö»öag  der  Aufgabe  214  i  |  4^,,  Entfernung  der  Schwerlinie  von 
(P-t-QHL--^    \                                                         i     der  Badachse. 

1  l\J),    U  —  j  I                                                      IL  die  Entfernung  des  Angriffspunkts  der 

-^  '  .  '     Kraft  P  von  der  Badachse. 

ß  1  4_  O  Z  XV  1    Ausserdem  bedeutet  in  Formel  111). 

111).    P   =   ^^^!-^  ]    '  ^  I  und  112).: 

1j  I     siehe  Lösung  der  I  X  die  Entfernung  der  Falllinie  der  un- 

ntJ         n  J_  r  /T        1\  i  -A.ufgabe  216  1      belasteten  Karre  und 

11 9^     n   —    Sg  l^  —  *)  -j-  ^  V-L»~Aj  i  \  ^  ^jj^  Entfernung  der  Palllinie  der  Last 

lk£).    u   —  j^  J  von  der  Badachs^. 

\  ae  und  be  sind  die  Arme  eines  Winkel- 

118).    P  .  ac  .  sin  ce  =  Q  .  bc  .  sin  )9   .  .  siehe  Aufl.  d.  Aufg.  217  l     hebeis,  P.und  Q  die  daran  unter  einem 

I     Winkel  von  a  resp.  ^wirkenden  Kräfte. 

Q?4.Gl                  \  /•A.n   einem  Winkelhebel   wirkt  Kraft  P 

114).    P  =             \ t  \     "«»^'««1»*  *^  Hebelarm  i,  und  Last  Q 

»2                           \  •  ■     Bi^be  Aufl.  d.  Aufg.  218  1     senkrecht   an  Hebelarm  {^ ,   und    das 

i  \     Gewicht  des  Hebels  in  der  Entfernung 

n  R\      T>    —  V  t>l    i_  /p     i_  A\2     1  r      ^  ''om  Drehpunkt  nach  Q  hin. 

110}.    Ä  —    V  r   -t-^tr-t-SJJ       /  \  B  bezeichnet  den  Zapfendruck. 

iQ  ist  die  Last,_P  die  Kraft,  welche  an 
den  Armen  B  C  resp.  Ä  C  eines  Winkel- 
hebels unter  Winkel  a  resp.  ß  wirken. 
G  bedeutet  das  Gewicht  des  Hebels  und 
X  den  Hebelarm  dieses  Gewichts. 
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Formelnverzeichnis. 


e.  Formeln  für  die  auf  dem  Prinzip  des  Hebels  beruhenden  Wagen: 


117).  X  =  Vor 


118).   tg  «  = 


ap 


119).    tga 


c.G 


g  bedeutet  das  Gewicht  eines  Körpers  bei  einer 

unrichtigen  Wage  in  der  einen  Schale  liegend. 

siehe  Antw.  auf  Frage  174  {  7  das  Gewicht  desselben  Kdrpers  in  der  andern 

Schale  liegend  und 

X  das  richtige  Gewicht  des  Körpers. 

a  bedeutet  den  Aussohlagswinkel  der  gleich- 
armigen Wage,  />  bedeutet  das  Uebergewioht, 
a  bedeutet  die  Länge  der  Arme  d.  Wagebalkens, 
G  beseichnet  das  Gewicht  desselben,  e  beseich- 
net  den  Abstand  des  Schwerpunkts  des  Wage- 
balkens vom  Drehpunkt. 

2P  bezeichnet  die  GrOsse  der  Belastung  und  b 
bexeichnet  die  Entfernung  des  Brehpünkts  von 
der  horizontalen  Terbindungslinie  der  Auf- 
h&ngepunkte  beider  Wagschalen. 


6(2P-fjp)4-cG 
ap 


siehe 
Antwort 

auf 
Frage  180 


d.  Formeln  fOr  die  Rollen  nnd  RoUenrerbindon^n: 


Feste  Rolle  120).  P   =  Q        ... 

121).  Dl  =P  +  Q  =  2P 

122).  D2  =  PV'2" 

123».  D    =  2P.C08-H-a    \ 


siehe  Antw.  auf  Frage  195 


\ 


siehe  Antw.  auf  Frage  198 


Lose  Rolle 


124).   P  =  ^ 


125).   P:Q  ==  1:2.  sin -2^« 


Gemeiner 


Fltschenzug  ^^^>'    '^  — 


n 


siehe  Antw.  auf  Frage  199 

siehe  Antw.  auf  Frage  200 
siehe  Antw.  auf  Frage  202 


F  bedeutet  die  Kraft. 

Q         „  »    Last. 

D^  ist  der  Aofasendruek  bei  pa- 
rallel wirkenden  Kräften. 

D)  ist  der  Achsendmck  bei  rechi- 
^    winkelig  wirkenden  Kr&ftea. 

I)  ist  der  Aohsendruck,  wenn 
die  Kräfte  unter  einem  Winkel 
a  gegeneinander  gerichtet  sind. 

n  bedeutet  die  Anzahl  der  Bollen 
im  symmetr.  Flaschenzug. 


127).   Q  =  2nP  oder  P  =  -^ 


128).     P=: 


2W-I-1 


siehe  £rkl.  228 


Q4-G 

129).   P  =  -V 


resp. 


( 


130).   P  == 


DHferentlel-^ 
Flasehenzugj 


(131). 

132j. 

133). 
134). 


P  = 


P  = 


2n 

Q(R-f) 

2R 
Q(r-R) 


Q  +  G 
2n-fl 


In  diesen  Formeln  bedeutet  m 
die  Anzahl  der  in  einer  Fla- 
sche befindlichen  Bollen,  P  die 
Kraft,  Q  die  Last  und  G  das 
Gewicht  der  untern  Flasche. 


2r 


2« 


P  =  ^- 

p  = 


siehe  Antw.  auf  Frage  205 

P  ist  die  wirkende  Kraft. 
Q  ist  die  Last. 

B  ist  der  Badius  der  grösseren, 

...  .  _         »      .  r  der  Badius   der  kleineren  fe- 

siehe  Antw.  auf  Frage  206  ).    .^^    ^^u^    ^    Diiferenti»!. 

rollenzag. 
n  bezeichnet  die  Anzahl  der  lo- 
sen Bollen' im  Potenarollenxag 
siehe  Antw.  auf  Frage  208        *^*P'  ^m  Summationspotenzzug. 


135).    P 


2»+»— 1 


2'' 


+  9 


siehe  Auf  lös.  d.  Aufg.  254 


) 


P  bedeutet  die  Kraft. 

n  bed.  die  Anzahl  d.  losen  Bollen. 


=  i[iö(Q+^0  +  i/OH-rA"ÄT«j^^  ' 


136).  : 

Formeln  für  das  Wellrad: 

Q\  siehe  /  P  bedeutet  die  Kraft,  Q  ist  die  Last. 
,  ^  . ,      _   L    Ciliar   P  •  O  r  •  "R  /Antw.  \  B         -         den  Badius  des  Bades. 

iö<>    jr    —  -g-    oaer   '^  -^l  —  ^  -  ^  ^  ^^f    K         ;  ,         ,        der  WeUe. 

iFrage  fDn.d  sind  die  Durchm.  d.  Bades  u.  seines  Seiles. 
138).    P(D  +  (ij   =   Ql^  +  lT)  )   209    \Ju.J     „      „  „        d.WeUeu.ihi«s       , 


Formelnverzeichnis. 
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Formel  fOr  die  DHIereiitfaüwelle: 
139).    P  =  -^-2 


siebe  Erkl.  284  \ 


i  P  nnd  Q  beselchnen  die  Krftft  und  L*tt,  B  ist 
'       der  Bediai  des   stirkeren  und  r  der  B»dias 


I      des  dllnneren  Cylinders,  und  K  dieKnrbellAnge. 


Formeln  für  die  Rlderwerke 


140).     r^  :  r,  =  Z| :  Z,    ■.  Ant^r.  anf  Frage  222  /  Die  Badien  der  beiden  ineinandergreifenden  Bä- 
der sind  Vi  resp.  r;.    Das  Bad  r^  hat  auf  sei- 


—   rfc    _M 


1. 
P 


Frage  224 


141).  ]oder: 

P :  Q  =  Ti .  r, .  fj :  Ri .  R,  .  R3 

\  P  ~  Zt-ir?  -JJL-  Q. 
142).  p-     Bj.Rj.Rj 

r  Q Rt  .R2  .R3 .  p 


nem  Umfang  Z^  Z&hne,   das  Bad  rj  hat  auf 
seinem  Umfang  Z3  Zähne, 
siehe  Antwort  anf    tP  ist  die  Kraft,   dnrch  welche   die  Last  Q  be- 


\'^2-  ^i 


w&ltigt  weiden  soll.  Die  Kraft  P  wirkt  an 
der  Kurbel  p ,  die  Last  Q  wirkt  am  Wellen- 
halbmesser q. 


P  ist  die  am  Bftderwerk  wir- 
kende Kraft. 

Q  ist  die  am  B&derwerk  wir- 
kende Last. 

B|,   B2,  B) . . .   sind  die  Badien 


P:Q=ir4.2r2.r,:Ri.Zi.Z, 

143).  {^~    Rj.Zi.Z, 
Q  _  Rt .  Zt  ■  Z2 .  P 

Mm    t  in  ,  T* 


siehe  Antwort 
anf  Frage  225 


I      der  B&der. 
»"i »   ^n  »'s  •  •  • 


sind   die  Badien 
der  Wellen. 

oder: 

Z| ,  Z2  . . .  sind  die  Zfthnezahlen 

der  B&der. 
X| ,  «3  . . .  sind  die  Z&hnezahlen 

der  Triebe. 


f.  Formeln  für  die  seliiefe  Ebene  nnd  die  Elementarmasehlnen^ 
welehe  sieh  als  sehlefe  Ebenen  anifassen  lassen, 

a).  Formeln  für  die  schiele  Ebene: 

P:Q  =  hil 
h 


Die  Kraft 
wirkt 
parali«! 

der  Llnge 

der 

schiefen 

Xbene. 


144).  JP=  4.4- 


l 


siehe  Antw.  anf  Frage  280 


P  =  Q.sina 
(  S:«  =r  Q  :  P 
•  PS  =?  Q« 


^MVl 


147). 


Die  Kraft 

wirkt 
horizonttl. 


148). 


D  :  Q  =  6  :  Z 
Q.cos  a 

Q.A 

)  ^        { 

\  P  =  Q.tga      J 

D  =  Q .  A 


siehe  £rkl.  2j» 


siehe  Antw.  anf  Frage  281 


|P  = 


( 


siehe  Antw.  auf  Frage  282 


D  = 


cosa 


siehe  Antw.  auf  Frage  288 


Die  Kraft 

wirkt 

in  ballabio 

tchrSgar 

Bichtung* 


149).   P  = 


Q.  sin  a 
cos/9 


P  bedeutet  die  Kraft. 

h  bezeichnet  die  Höhe,  l  die 
L&nge  und  b  ist  die  Basis  der 
schiefen  Ebene. 

a  ist  der  Neigungswinkel  der 
schiefen  Ebene, 

D  beseichnet  den,  durch  die  Last 
^  Q  senkrecht  gegen  die  Lftnge 
der  schiefen  Ebene  ausgeübten 
Druck. 

S  ist  der  Kraftweg  und  t  der 
Weg  der  Last. 

ß  ist  der  Winkel,  den  die  schief 
gerichtete  Kraft  P  mit  der 
Lftnge  der  schiefen  Ebene  bil- 
det. 


150).  D  =   <i'^^(''  +  ß) 

COS  fl 


siehe  Antw.  auf  Frage  285 


151).  D  = 


Q  .  cos  ja  —  ß) 

COB/9 
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FormelnTerzeichms. 


/?).  Formeln  IDr  den  Keil. 

Der  Widentend  wirkt  HorHal  sev«*  ^9iä9  Seltem. 


P  = 


152). 


I 


2S 

S 


.    .    siehe  Antw.  auf  Frage  248 


für  den 

einfachen 

Kell 


153). 


P  =  Q-  — 

P  ==  Q  .  sin  tt 


siehe  Antw.  auf  Frage  248" 


für  den     )  l    -^    —       oc 

doppelten  }  154).  "  "^ 

Rill       )  (   p  _ 


Q  .  sin  ^  a 


Der  Widentaad  wirkt  parallel  an  den  Bieken  dei  Kella. 

B 


für  den 

doppelten 

Kell 


.    .    siehe  Antw.  auf.Frage  244 


für  den 

einfachen 

Keil 


156).  I  ^     H 

P  =  Q  .  tg  « 


P  bedeutet  die  am  Keil  wirkende 

Kraft,    ' 
Q  bedeutet  die  am  Keil  wirkende 

Last. 
B  ift  der  Bücken  des  Keils  und 
'8  ist  die  Seite  des  KeUs. 
a  ist  der  Neigungswinkel  an  der 

Spitze  des  KeUs. 
H  bedeutet  die  Höhe  des  Keils. 


7).  Formeln  fDr  die  Schraube: 
/    P  :  Q  =  G  :  ü 
157).  <   P  :  Q  =  G  :  2r7r 

(   P  =  Q.tg« 
158).      P  :  Q  =  G  :  2Rn 

Far  die  Schraube  ohne  Ende: 


s 


siehe 
Antw.  auf 
Frage  251 


ist  die  wirkende  Kraft, 
beseiohnet  die  Ijast. 

„  „    Ganghöhe, 

ist  der  Umfang  der  Sehraubenspindel  =  2m 
beieichnet  den  Neigungewinkel, 
ist  der  Arm,  an  dem  die  Kraft  wirkt. 


159). 


p  ,    ^'9'^ 
""    2knR 


P:Q  =  ^r:2Jb;rR 
Für  die  Differentialschraube: 


siehe 
Antw.  auf 
Frage  256 


P  bedeutet  die  Kraft, .  Q  ist  die  Last,  r  ist  dei 
Badius  der  Welle  und  B  der  Badius  des  Bades. 

Die  KurbellAnge  ist  mit  k  beseichnet  und  die 
Ganghöhe  der  Schraube  mit  g. 


160).   P:Q  =  (H  — Ä):2R;r    | 


siehe  t  ^  ^»t  die  Kraft,  Q  die  Last,  die  Ganghöhen  sind 
Antw.  auf  \  mit  H  und  A  bexeichnet ,  der  Kraftweg  bei 
Frage  257    '      einer  Umdrehung  =  2B7r. 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  nnd  das  ausführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „Yollständig  gelösten  Aufgabensammlimg  ton 
Dr.  Ad.  Kleyer*'  kann  von  jeder  Bucliliandlung,  sowie  von  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse»  desselben. 

8).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlioh,  ohne  jede  Bedeutung 
ftlr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  tlberhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren.  c 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  ftlr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
Bum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 

Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dmok  TOB  Oarl  Hammer  in  StuttgArt. 
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